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Vamos provar o Teorema da Func¢do Inversa ¢ la Picard, i.e. construindo a
aplicacdo inversa como ponto fixo de uma certa contracdo em um espago métrico
funcional.

Vamos comegar com a seguinte Proposico:

Proposigao 0.1 Seja f : U — V um homeomorfismo entre abertos de R™,
diferencidvel em todo ponto e tal que tal que f'(x) é um isomorfismo para todo
x € U. Entdo, a aplicacdo inversa g = f~1 diferencidvel em todo ponto y € V,
e

9'(y) = flgy)™

PROVA:Fixemos um ponto a € U e sua imagem b = f(a) € V. Compondo a
funcdo f com a transformagéo linear A(y) = f'(a)~!(y), podemos assumir que
f'(a) = 1d. Além disso, efetuando uma translagdo no dominio e na imagem,
podemos supor que a = b = 0.

Tomemos um ponto & € U préximo da origem e seja y = f(x) a sua imagem.
Pela diferenciabilidade de f na origem, podemos escrever

y —z = ||z[|R(z)
para alguma fungdo R(x) tal que lim,_,o R(z) = 0. Desta igualdade, obtemos

lyll = (1 = lIR(=) D=l

Portanto,
|R(x)|
ly =zl < llyll-— %7 =7
1— ||R(=)]]
Como f é um homeomorfismo, é claro que fazer y — 0 é equivalente a fazer
z — 0. Como consequéncia, limy_,o R(z) = 0. A expressdo acima implica que
g é diferencidvel em y = 0, e sua derivada é ¢'(0) = Id.

Q.E.D.

Corolirio 0.2 No enunciado acima, se supusermos que f é de classe C' entdo
’ P 1
g também € de classe C".



PRrovA:De fato, a aplicagdo ¢g' : V — L(R") é dada pela composi¢io de trés
aplicacdes continuas

y e g(y) = f9w) = (f'gw)™"

Q.E.D.

A Proposicdo a seguir utiliza o Teorema do Ponto fixo para construir a
inversa de uma perturbacio da identidade f = id + ¢ (com ¢ suficientemente
pequena).

Proposicao 0.3 Dados 0 < k < 1/2 er > 0, seja f : B(r) — R* uma
aplicacdo da forma

f(z) =z + ¢(z)
onde ¢ é wma aplicacdo k-Lipschitziana tal que ¢(0) = 0. Entdo, se definimos
s = min{r/2,r/2(1/k — 1)},

existe uma aplicagdo g : B(s) — R" da forma

9() =y —¥(y)
onde ¢ € uma aplicagdo k/(1 — k)-Lipschitziana tal que ¥(0) =0 e f o g =id.

ProvA:Assumindo que g(y) =y — 9 (y), a equagdo y = f(g(y)) é equivalente a
P(y) = ¢y — ¥(y))-

Seja Co(B(s)) o conjunto de todas as aplicagdes continuas com dominio B(s)
e que se anulam na origem. Denotamos por X C Cy(B(s)) o subconjunto
daquelas aplica¢des que sdo k/(1—k)-Lipschitzianas, e cuja imagem estd contida
em B(r/2). Se munirmos o conjunto X da métrica

d(1,42) = m_X)|¢1 (y) — ¥a(y)|

al
yEB(s

pode-se verificar facilmente que (X,d) é um espago métrico completo.
Vamos considerar a funcdo definida em X pela seguinte férmula

T@)(y) = ¢(y —(y)), paratodo y € B(s)

Note que, como 9(y) € B(r/2) e y € B(s), temos

ly =W <llyll+ ¥l <s+5<5+5=r

N =

r
2

Logo, o ponto y — ¥(y) pertence a B(r) e a fungdo composta ¢(y — ¥(y)) é
claramente um elemento de Co(B(s)).
Afirmamos que a func¢io T tem as seguintes propriedades:

(i) T : X — Co(B(s)) é uma aplicacio k-Lipschitziana.



(i) T(X) C X;

Para provar (i), vamos tomar duas fungdes arbitrarias 1,1, € X. Usando o
fato de que ¢ é k-Lipschitziana, obtemos

IT (1) (y) — T (W) W)l = I8y — ¥1(y)) — dly — 2(W)Il < Elli(y) — L2l

para todo y € B(s). Portanto, d(T (¢1), T (v2)) < kd(w1,12).
Para provar (ii), vamos verificar primeiramente que [|T'(¢)(y)|| < r/2 para
todo y € B(s) e todo ¥ € X. De fato,

IT@) W) = lloly =) =0l = Iy —(y)) — (0 < klly — (W)l

r r (1 T T
< ’“(”5)5’“(5(;‘1)*5)55

Por outro lado, para todo y1,y2 € B(s),

IT@) ) —TW) )l < Ellyr — ¢(y1) — y2 + 9 (g2)ll
< kllyr = gall + 19 (y1) — D(y2)ll)

k k
k(1 + m)”yl — ol = m”yl — 42|

IA

Logo, T(X) C X.

Portanto, o Teorema do Ponto Fixo pode ser aplicado a funcdo T : X — X.
Concluimos que existe um unico ¢ € X tal que T'(¢p) = 1.

Portanto, a funcéo g(y) =y — 1 (y) é a inversa de f.

Q.E.D.
Finalmente, podemos provar o Teorema da Aplicacdo Inversa:

Teorema 0.4 Seja f : U — V wma aplicagdo de classe C' entre abertos de
R", e seja a € U um ponto tal que f'(a) é um isomorfismo. Entdo, existe uma
vizinhanga U' C U de a e uma vizinhanga V' CV de b= f(a) tal que

f:U =V
€ um difeomorfismo.

ProvA:Compondo a fungdo f com a transformacao linear A(y) = f'(a) '(y),
podemos assumir que f'(a) = Id. Além disso, efetuando uma translagdo no
dominio e na imagem, podemos supor que a = b =10.

A aplicagdo ¢(x) = f(x) — z é de classe C* e ¢(0) = ¢'(0) = 0. Portanto,
dado um k > 0 arbitrdrio, podemos escolher r > 0 tal que B(r) C U e

max_|¢'(z)| <k
z€B(r)

Pelo Teorema do valor médio, isto implica que ¢ é uma funcdo k-Lipschitziana

em B(r).
O Teorema é portanto uma consequéncia das duas Proposi¢des anteriores.

Q.E.D.



