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Valores absolutos

@ Seja F um corpo.

Definicao

Um valor absoluto em F é uma fungdo |- | : F — R> tal que:
(i) x| =0< x=0;
(it) vl = Ix[-lyl;
(i) Ix+yl < x| +lyl.
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Valores absolutos

@ Seja F um corpo.

Definicao
Um valor absoluto em F é uma fungdo |- | : F — R> tal que:
(i) x| =0« x=0;
(it) vl = Ix[-lyl;
(iii) x4+ y| < |x| + |yl
Se |.| satisfaz a condicdo mais forte
(iii)" [x + y| < max{|x], |y},
dizemos que | - | é ndo-arquimediano.
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Valores absolutos

@ Seja F um corpo.

Definicao
Um valor absoluto em F é uma fungdo |- | : F — R> tal que:
(i) x| =0< x=0;
(it) vl = Ix[-lyl;
(iii) x4+ y| < |x| + |yl
Se |.| satisfaz a condicdo mais forte
(iii)" [x + y| < max{|x], |y},
dizemos que | - | é ndo-arquimediano.

Definicao
Dois valores absolutos | - |1 e | - |2 sdo equivalentes (notacgo |- |1 ~ |- |2)
se existe s > 0 tal que |- |2 = |5.

— — v
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Valores absolutos e valuacGes

Observacao: Um valor absoluto | - | define uma métrica d em F pela
férmula
d(Xay) = ‘X_y|'

@ Dois valores absolutos equivalentes definem a mesma topologia em F.
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Valores absolutos e valuacGes

Observacao: Um valor absoluto | - | define uma métrica d em F pela

formula d(x.y) = Ix =yl

@ Dois valores absolutos equivalentes definem a mesma topologia em F.
Definicao
Uma valuacdo em F é uma funcdo v : F* — R tal que:
(i) v(xy) = v(x) + v(y);

(i) v(x+y) > min{v(x),v(y)} se x, y e x + y sdo diferentes
de 0.
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Valores absolutos e valuacGes

Observacao: Um valor absoluto | - | define uma métrica d em F pela

formula d(x.y) = Ix =yl

@ Dois valores absolutos equivalentes definem a mesma topologia em F.
Definicao
Uma valuacdo em F é uma funcdo v : F* — R tal que:
(i) v(xy) = v(x) + v(y);

(i) v(x+y) > min{v(x),v(y)} se x, y e x + y sdo diferentes
de 0.

Convencio: E usual definir v(0) = +o0.
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Valores absolutos e valuacGes

Observacao: Um valor absoluto | - | define uma métrica d em F pela

formula d(x,y) = |x = yl.

@ Dois valores absolutos equivalentes definem a mesma topologia em F.
Definicao
Uma valuacdo em F é uma funcdo v : F* — R tal que:
(i) v(xy) = v(x) + v(y);

(i) v(x+y) > min{v(x),v(y)} se x, y e x + y sdo diferentes
de 0.

Convencio: E usual definir v(0) = +o0.

Definicao
Duas valuacdes vi e vo» em F s3o equivalentes se existe ¢ > 0 tal que
vo = ¢ - vi (notacdo vp ~ vq).

v

= =7 = = =
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Valores absolutos e valuacoes

Teorema
Seja ¢ > 1. Temos bijecbes

{ valores absolutos F}/ ~ ; {valuag:5es em F}/ ~

n3ao—arquimedianos em
|- —
c V( ) <«

—lo

-
v(-)

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos

26 de abril de 2024

4/16



Valores absolutos e valuacGes

Teorema
Seja ¢ > 1. Temos bijecbes
valores absolutos ~
{niofarquimedianos em F}/ = {Valualcoes em F}/ ~
|- — —log| - |
V) — v(+)

Teorema

Um valor absoluto | - | é ndo-arquimediano se, e somente se, existe C > 0
tal que |[n-1] < C,Vn € Z.
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Valores absolutos e valuacGes

Teorema
Seja ¢ > 1. Temos bijecbes

valores absolutos ~
{niofarquimedianos em F}/ ~ {va/uag:oes em F}/ ~

|- — —log |- |
V) — v(+)
v
Teorema
Um valor absoluto | - | é ndo-arquimediano se, e somente se, existe C > 0

tal que |n-1| < C,Vne€ Z.

Proof.

(=)

x +y|" = [0 (DX'y"7] < S Clx|ly1™" < Cmax{|x[, [y[}"

= |x+y| < \"/Emax{|x|, ly|}. Fazendo n — 400 obtemos

x -+ y| < max{|x], [y]}. m]
Introdugﬁo as formas automérficas em grupos 26 de abril de 2024 4/16




Valores absolutos e valuacoes

Corolario J

Se char(F) > 0, entdo todo valor absoluto em F é ndo-arquimediano.
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Valores absolutos e valuacGes

Corolério
Se char(F) > 0, entdo todo valor absoluto em F é ndo-arquimediano. J
e Exemplo trivial: |- |: F — R>q definido por [x] =1se x #0é o

valor absoluto trivial que corresponde a valuacao trivial
v : F* — R definida por v(x) =0, Vx # 0.

@ De agora em diante consideramos apenas valores absolutos
nao-triviais.
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Valores absolutos e valuacGes

Corolario J

Se char(F) > 0, entdo todo valor absoluto em F é ndo-arquimediano.

e Exemplo trivial: |- |: F — R>q definido por [x] =1se x #0é o
valor absoluto trivial que corresponde a valuacao trivial
v : F* — R definida por v(x) =0, Vx # 0.

@ De agora em diante consideramos apenas valores absolutos
nao-triviais.

o O completamento F de F com relacio a um valor absoluto | - | & um
corpo que é um espaco métrico completo com um valor absoluto que
extende | - | e F é denso em F.
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Valores absolutos e valuacGes

Corolario J

Se char(F) > 0, entdo todo valor absoluto em F é ndo-arquimediano.

e Exemplo trivial: |- |: F — R>q definido por [x] =1se x #0é o
valor absoluto trivial que corresponde a valuacao trivial
v : F* — R definida por v(x) =0, Vx # 0.

@ De agora em diante consideramos apenas valores absolutos
nao-triviais.

o O completamento F de F com relacio a um valor absoluto | - | & um
corpo que é um espaco métrico completo com um valor absoluto que
extende | - | e F é denso em F.

o Exemplo: Se R é um anel fatorial e p € R é um elemento irredutivel
e a € R\ {0}, definimos a valuacdo

vp(a) :=expoente de p na decomposicdo de a em fatores irredutiveis.
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Valores absolutos e valuacGes

Corolario J

Se char(F) > 0, entdo todo valor absoluto em F é ndo-arquimediano.

e Exemplo trivial: |- |: F — R>q definido por [x] =1se x #0é o
valor absoluto trivial que corresponde a valuacao trivial
v : F* — R definida por v(x) =0, Vx # 0.

@ De agora em diante consideramos apenas valores absolutos
nao-triviais.

o O completamento F de F com relacio a um valor absoluto | - | & um
corpo que é um espaco métrico completo com um valor absoluto que
extende | - | e F é denso em F.

o Exemplo: Se R é um anel fatorial e p € R é um elemento irredutivel
e a € R\ {0}, definimos a valuacdo
vp(a) :=expoente de p na decomposicdo de a em fatores irredutiveis.
Se x = 2 € K = Frac(R), definimos v,(x) = vp(a) — vp(b).
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Exemplos

@ Se K = Q, para cada nlmero primo p, temos a valuacdo p-adica v, e
definimos o valor absoluto p-adico | - |, por |x|, := p~"(),

@ O completamento de QQ com o valor absoluto | - |, é chamado corpo
dos nimeros p-adicos e denotado por Q.
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Exemplos

@ Se K = Q, para cada nlmero primo p, temos a valuacdo p-adica v, e
definimos o valor absoluto p-adico | - |, por |x|, := p~"(),

@ O completamento de QQ com o valor absoluto | - |, é chamado corpo
dos nimeros p-adicos e denotado por Q.

o Se K = [Fy(X), temos as valuagdes v,(xy para p(X) um polindmio
irredutivel em Fg[X].

Observamos também que K = Frac(Fq[+]) e obtemos a valuacio
Voo = V1,x. Observe que v (a/b) = deg(b) — deg(a), para
a, b € F[X].
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Exemplos

@ Se K = Q, para cada nlmero primo p, temos a valuacdo p-adica v, e
definimos o valor absoluto p-adico | - |, por |x|, := p~"(),
@ O completamento de QQ com o valor absoluto | - |, é chamado corpo
dos nimeros p-adicos e denotado por Q.
o Se K = [Fy(X), temos as valuagdes v,(xy para p(X) um polindmio
irredutivel em Fg[X].
Observamos também que K = Frac(Fq[+]) e obtemos a valuacio

Voo = V1,x. Observe que v (a/b) = deg(b) — deg(a), para
a, b € F[X].
Teorema (Ostrowski)

Todo valor absoluto em QQ é equivalente a um dos valores absolutos
seguintes:

| |r ou |- |p para p um nimero primo.
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Demonstracao

Proof.
@ Se |- | é um valor absoluto arquimediano em Q e n é um inteiro
positivo,
[l <3 +--+ 1 = n.
Como | - | é arquimediano, existe a inteiro positivo com |a| > 1.
Escrevemos |a| = a® com 0 < o« < 1. Se N é um inteiro positivo,
escrevemos K1

N=xp+xa+ - xk_18 -,
com0<x;<a—1ea!<N<ak Temos

IN] < Ixol + Pallal - pa-allal* ™! < (a = 1)(1+a% +- -+ a7Y)

a—1
a® —1

a—1 ok < (a—1)a"

7 N* = CN“.
ac®—1 ac®—1

(aak_l) SS
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Demonstracao

Proof.
@ Se |- | é um valor absoluto arquimediano em Q e n é um inteiro
positivo,
[l <3 +--+ 1 = n.
Como | - | é arquimediano, existe a inteiro positivo com |a| > 1.
Escrevemos |a| = a® com 0 < o« < 1. Se N é um inteiro positivo,
escrevemos K1

N=xp+xa+ - xk_18 -,
com0<x;<a—1ea!<N<ak Temos

IN] < Ixol + Pallal - pa-allal* ™! < (a = 1)(1+a% +- -+ a7Y)

a—1
—ac—1

a—1 ok < (a—1)a"

7 N* = CN“.
ac®—1 ac®—1

(aak_l) SS

INT| < CN®™ —> |N| < ¥/CN®. Fazendo m — oo obtemos |N| < N°.
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Demonstracao

Proof.

Escreva N = ak — b com 0 < b < ak — a2k~ 1. Temos
IN| > |a|* — |b| > a® — (a* — a*1)* = Gak > N

Com um argumento anélogo ao do slide anterior, provados que |N| > N,

Portanto |N| = N® e obtemos |- | = | - |g.
y
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Demonstracao

Proof.
Escreva N = ak — b com 0 < b < ak — a2k~ 1. Temos

IN| > |a|* — |b| > a® — (a* — a*1)* = Gak > N

Com um argumento anélogo ao do slide anterior, provados que |N| > N,

Portanto |N| = N® e obtemos |- | = | - |g.
@ Se | - | é ndo-arquimediano, ent3o para n inteiro positivo,
In| =14+ -+ 1] <max{|1],---,|1|} = 1.

Como |- é n3o-trivial, existe um inteiro positivo a tal que |a| < 1.
Verificamos que para algum nimero primo p que divide a, |p| < 1.
Verificamos que para qualquer outro nimero primo q, |q| = 1.
Portanto | - | ~ | - |p.

Ol
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Exemplos

Teorema
Toda valuacdo em Fy(X) € equivalente a uma das valuacbes seguintes:

Voo OU Vp(x) com p(X) um polinémio ménico irredutivel em F4[X].
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Exemplos

Teorema

Toda valuacdo em Fy(X) € equivalente a uma das valuacbes seguintes:

Voo OU Vp(x) com p(X) um polinémio ménico irredutivel em F4[X].

Definicao
Se v é uma valuacdo, |- | = ¢=“0) com ¢ > 1 e F, é o completamento de
F com o valor absoluto | - |, definimos
O, ={xeF, |v(x)>0}={xeF, ||x <1}
m,:={xeF, |v(x)>0}={xeF ||x <1}
~ — _ —erf
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Exemplos

Teorema

Toda valuacdo em Fy(X) € equivalente a uma das valuacbes seguintes:

Voo OU Vp(x) com p(X) um polinémio ménico irredutivel em F4[X].

Definicao
Se v é uma valuacdo, |- | = ¢=“0) com ¢ > 1 e F, é o completamento de
F com o valor absoluto | - |, definimos

O, ={xeF, |v(x)>0}={xeF, ||x <1}

m,:={x€F, |v(x)>0}={xeF,||x| <1}
O grupo de elementos invertiveis de O, :
Of ={xeF, |v(x)=0}={xeF,||x =1}

- = = = — ~
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Exemplos

Teorema

Toda valuacdo em Fy(X) € equivalente a uma das valuacbes seguintes:

Voo OU Vp(x) com p(X) um polinémio ménico irredutivel em F4[X].

Definicao
Se v é uma valuacdo, |- | = ¢=“0) com ¢ > 1 e F, é o completamento de
F com o valor absoluto | - |, definimos

O, ={xeF, |v(x)>0}={xeF, ||x <1}

m,:={x€F, |v(x)>0}={xeF,||x| <1}
O grupo de elementos invertiveis de O, :
Of ={xeF, |v(x)=0}={xeF,||x =1}

O corpo k(v) := O, /m, é chamado corpo residual.

= = = — ~
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Corpos de niimeros algébricos

@ Seja K uma extens3o de Q de grau n. Denote por Ok o anel de
inteiros algébricos de K.
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Corpos de niimeros algébricos

@ Seja K uma extens3o de Q de grau n. Denote por Ok o anel de
inteiros algébricos de K.

@ Seja p # 0 um ideal primo de Ok. Dado x € Ok \ {0}, escreva
XOK = pj,[u o 'P;”:

com p,,- -+, P, ideais primos distintos e p = p;. Definimos
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Corpos de niimeros algébricos

@ Seja K uma extens3o de Q de grau n. Denote por Ok o anel de
inteiros algébricos de K.

@ Seja p # 0 um ideal primo de Ok. Dado x € Ok \ {0}, escreva

com p,,- -+, P, ideais primos distintos e p = p;. Definimos

Para x = 2 € K = FracOk, defina v;(x) := vp(a) — vp(b).

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 26 de abril de 2024 10/16



Corpos de niimeros algébricos

@ Seja K uma extens3o de Q de grau n. Denote por Ok o anel de
inteiros algébricos de K.

@ Seja p # 0 um ideal primo de Ok. Dado x € Ok \ {0}, escreva

com p,,- -+, P, ideais primos distintos e p = p;. Definimos

Para x = 2 € K = FracOk, defina v;(x) := vp(a) — vp(b).

o O valor absoluto normalizado é definido por |- |, := g~*(), onde

q = #(Ok/p).
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Corpos de niimeros algébricos

@ Seja K uma extens3o de Q de grau n. Denote por Ok o anel de
inteiros algébricos de K.

@ Seja p # 0 um ideal primo de Ok. Dado x € Ok \ {0}, escreva

com p,,- -+, P, ideais primos distintos e p = p;. Definimos

Para x = 2 € K = FracOk, defina v;(x) := vp(a) — vp(b).

o O valor absoluto normalizado é definido por |- |, := g~*(), onde
q = #(Ok/p).

@ As imersdes reais 01, -+ ,0, : K < R determinam valores absolutos

| oy = loi(x)]|r-
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Corpos de niimeros algébricos

@ As imersdes complexas 0,41,0,51, " Orts,0rys : K — C
determinam valores absolutos por

| lors = lori(X)le,

r+2s=n.
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Corpos de niimeros algébricos

@ As imersdes complexas 0,41,0,51, " Orts,0rys : K — C
determinam valores absolutos por

| lors = lori(X)le,

r+2s=n.

o Definimos n, = 1 se o é imers3o real e n, = 2 se o é imersdo
complexa.
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Corpos de niimeros algébricos

@ As imersdes complexas 0,41,0,51, " Orts,0rys : K — C
determinam valores absolutos por
| lovsi = lori(x)lc,

r+2s=n.

o Definimos n, = 1 se o é imers3o real e n, = 2 se o é imersdo
complexa.

@ Estes s3o, a menos de equivaléncia, todos os valores absolutos em K.
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Corpos de niimeros algébricos

@ As imersdes complexas 0,41,0,51, " Orts,0rys : K — C
determinam valores absolutos por

| lors = lori(X)le,

r+2s=n.

o Definimos n, = 1 se o é imers3o real e n, = 2 se o é imersdo
complexa.

@ Estes s3o, a menos de equivaléncia, todos os valores absolutos em K.

@ Se K é uma extensdo separavel de grau n de F(X), dado uma
valuagdo v em F4(X), ela tem no maximo n extensGes a K.
Referéncia:

Capitulo 1 de H. Stichtenoth - Algebraic function fields and codes.

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 26 de abril de 2024 11/16



Corpos de niimeros algébricos

@ As imersdes complexas 0,41,0,51, " Orts,0rys : K — C
determinam valores absolutos por

[l = lorsi()le,
r+2s=n.
o Definimos n, = 1 se o é imers3o real e n, = 2 se o é imersdo
complexa.

@ Estes s3o, a menos de equivaléncia, todos os valores absolutos em K.

@ Se K é uma extensdo separavel de grau n de F(X), dado uma
valuagdo v em F4(X), ela tem no maximo n extensGes a K.
Referéncia:

Capitulo 1 de H. Stichtenoth - Algebraic function fields and codes.

@ Seja v uma valuacdo de K. Supomos que ela é normalizada, isso é
Im(v) = Z. Definimos o valor absoluto normalizado em F, por

—v(")
|-|lv=qv "7, onde q, = #(O,/m,).
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Férmula do produto

Teorema
Se K é uma extens3o finita de Q, ent3o para x € K \ {0},

I x5 T Ixle = 1.

oloo p

Se K é uma extensdo finita de Fq(X), entdo para x € K\ {0},

H|X|V =1.

v
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Férmula do produto

Teorema

Se K é uma extensio finita de Q, entdo para x € K \ {0},

I x5 T Ixle = 1.

oloo p

Se K é uma extensdo finita de Fq(X), entdo para x € K\ {0},

H|x\v =1.

v

Proof.

11 x5 = [Nrkjg(x) e

oloo
H x|w = |NrK/F(X)|Va
w|v
F=Qou F =F,(X). O
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Adeles

@ Seja F um corpo de nimeors ou um corpo de funcées em uma
varidvel sobre Fg.

Definicao
O anel de adeles de F é definido por

Ar:=1< (x) €J]F | x» € Oy, para quase todo v
v
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Adeles

@ Seja F um corpo de nimeors ou um corpo de funcées em uma
varidvel sobre Fg.

Definicao
O anel de adeles de F é definido por

Ar:=1< (x) €J]F | x» € Oy, para quase todo v
v

@ A topologia de Ar tem uma base constituida de conjuntos da forma
II, Uy, onde U, é aberto em F, e U, = O, para quase todo v.

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 26 de abril de 2024 13 /16



Ideles

Definicdo
O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Af:

Af =3 (x) €] FS | x € O, para quase todo v
v
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Ideles

Definicao

O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Af:

Af =3 (x) €] FS | x € O, para quase todo v
v

e A topologia de Af tem uma base constituida de conjuntos da forma

II, Uy, onde U, é aberto em F e U, = O} para quase todo v.
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Ideles

Definicao

O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Af:

v

x, € OF, para quase todo v}.

Af = {(xv) € I—IF‘,X

e A topologia de Af tem uma base constituida de conjuntos da forma

II, Uy, onde U, é aberto em F e U, = O} para quase todo v.

o Observacdo: A topologia de Af n3o ¢ a topologia induzida de Af.
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Ideles

Definicao

O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Af:

Af = {(xv) € I—IFVX

x, € O, para quase todo v}.

e A topologia de Af tem uma base constituida de conjuntos da forma
II, Uy, onde U, é aberto em F e U, = O} para quase todo v.

o Observacdo: A topologia de Af n3o ¢ a topologia induzida de Af.

Definicao

Se F é um corpo de niimeros algébricos escrevemos
o AF = Aoo X Aﬁn, Aoo = H Fg,
4] OAﬁn = Hp Op.

oloo
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Adeles e ideles

Definicao

Se F é um corpo de funcdes em uma variavel sobre g, definimos

Opf = H O,.
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Adeles e ideles

Definicao

Se F é um corpo de fungSes em uma varidvel sobre [, definimos

Opf = H O,.

o Consideramos F C Ap e F* C Af por meio de

x — (xv), x, = x, para todo v.
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Adeles e ideles

Definicao

Se F é um corpo de fungSes em uma varidvel sobre [, definimos

Opf = H O,.

o Consideramos F C Ap e F* C Af por meio de

x — (xv), x, = x, para todo v.

F é discreto em Ar e F* é discreto em AE.

Teorema J
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Adeles e ideles

Proof.

@ Como Afr é um grupo topolégico com a adicdo e F é um subgrupo,
basta mostrar que existe uma vizinhanca V da identidade em Af tal
que V N F é discreto.

@ Se F é um corpo de niimeros algébricos, tome V = A, x Oy, . Pela
descricdo dos valores absolutos | - |, segue que F NV = OF. E um

resultado classico em teoria algébrica dos ndimeros que a imagem de

OF em A, é um reticulado e portanto é discreto. Referéncia:

Capitulo |, secdo 5 de J. Neukirch - Algebraic Number Theory.

@ Se F é uma extensdo finita de Fy(X) e V = O,,, pelos corolarios
1.1.16 e 1.1.20 da referéncia abaixo, segue que F N V é finito e
portanto discreto. Referéncia:

Capitulo 1 de H. Stichtenoth - Algebraic function fields and codes.

Ol
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