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Adeles e ideles

@ Seja F um corpo de niimeros ou uma extensdo finita de Fq(X).

Definicao

@ O anel de adeles de F é definido por

Arp =< (x) € HF‘/ xy, € O,, para quase todo v

o’

= = = = =
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Adeles e ideles

@ Seja F um corpo de niimeros ou uma extensdo finita de Fq(X).

Definicao

@ O anel de adeles de F é definido por

Afp = {(xv) € HFV

@ O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Ar:

i—-{(xv)EHFVX

x, € Oy, para quase todo v}.

x, € O, para quase todo v}.

= =7 = = =

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024

~

SaNewa

2/17



Adeles e ideles

@ Seja F um corpo de niimeros ou uma extensdo finita de Fq(X).

Definicao

@ O anel de adeles de F é definido por

Af = {(Xv) € HF‘/ xy € O,, para quase todo v}.

@ O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Ar:

= {(Xv) € 1_[/:,,X x, € O, para quase todo v}.
v

@ Se F é um corpo de nGimeros algébricos escrevemos
Ar = A x Agp, onde A :=T] F,. Definimos O, = Hp O,.

o|oo

= =7 = = = SaNewa
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Adeles e ideles

@ Seja F um corpo de niimeros ou uma extensdo finita de Fq(X).

Definicao

@ O anel de adeles de F é definido por

Af = {(Xv) € HF‘/ xy € O,, para quase todo v}.

@ O grupo de ideles de F é o grupo de elementos invertiveis de Ar:

= {(Xv) € 1_[/:,,X x, € O, para quase todo v}.
v

@ Se F é um corpo de nGimeros algébricos escrevemos
Ar = A X Agp,, onde A = HU‘OO F,. Definimos O, = Hp O,.

@ Se F é um corpo de funcdes em uma variavel sobre IF, definimos

OAF = H OV.

= =7 = = = SaNewa
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Teoria de corpos de classe
@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais

fracionarios e por Pr o grupo de ideais fracionéarios principais.
@ Zr/PF é um grupo finito.
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
fracionarios e por Pr o grupo de ideais fracionéarios principais.

@ Zr/PF é um grupo finito.

o FX\AZ/ (A% x OF ) ~Tr/PF.
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
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@ Zr/PF é um grupo finito.
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
fracionarios e por Pr o grupo de ideais fracionéarios principais.

@ Zr/PF é um grupo finito.

o FX\AZ/ (A% x OF ) ~Tr/PF.

Teorema (Takagi, Artin)

Existe um mapa canénico A} —s Gal(F3/F) dado por
( 7XV7"') — HV(XVaFv)-

W

T = — — ot
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
fracionarios e por Pr o grupo de ideais fracionéarios principais.

@ Zr/PF é um grupo finito.

o FX\AZ/ (A% x OF ) ~Tr/PF.

Teorema (Takagi, Artin)

Existe um mapa canénico A} —s Gal(F3/F) dado por
(- ,xv, ) —II,(xv, Fv). “Essencialmente (x,, Fp) = Frob;"(x"). "

W

T = — — ot
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
fracionarios e por Pr o grupo de ideais fracionéarios principais.

@ Zr/PF é um grupo finito.

o FX\AZ/ (A% x OF ) ~Tr/PF.

Teorema (Takagi, Artin)

Existe um mapa canénico A} —s Gal(F3/F) dado por
(- ,xv, ) —II,(xv, Fv). “Essencialmente (x,, Fp) = Frob;"(x"). "

@ Se F é um corpo de niimeros e ) é a componente conexa de 1 em
F*\ AZ, entdo o mapa induz um isomorfismo

F*\ AX/O ~ Gal(F®*/F).

W

e = = = >y
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Teoria de corpos de classe

@ Seja F um corpo de niimeros. Denote por Zr o grupo de ideais
fracionarios e por Pr o grupo de ideais fraciondrios principais.

@ Zr/PF é um grupo finito.

o FX\AZ/ (A% x OF ) ~Tr/PF.

Teorema (Takagi, Artin)

Existe um mapa canénico A} —s Gal(F3/F) dado por
(- ,xv, ) —II,(xv, Fv). “Essencialmente (x,, Fp) = Frob;"(x"). "

@ Se F é um corpo de niimeros e ) é a componente conexa de 1 em
F*\ AZ, entdo o mapa induz um isomorfismo

F*\ AX/O ~ Gal(F®*/F).

@ Se F é um corpo de funcées, temos uma imersdo com imagem densa:

F*\ AF/OF_ < Gal(F®/F).

v

—_ = = SaRe:
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Leis de reciprocidade

@ Seja F um corpo de niimeros contendo as raizes n-ésimas da unidade.
O Simbolo de Hilbert

<".> A

4
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Leis de reciprocidade

@ Seja F um corpo de niimeros contendo as raizes n-ésimas da unidade.
O Simbolo de Hilbert

<".> A

4

é definido por

v

(a, Fu(V/B)|F,)V/b = (a’b> /b.
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Leis de reciprocidade

@ Seja F um corpo de niimeros contendo as raizes n-ésimas da unidade.
O Simbolo de Hilbert

<".> A

4

é definido por

v

(a, Fu(V/B)|F,)V/b = (a’b> /b.

Teorema
Se a,b € F*, entdo

H (a:/b) 1

v
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Tese de Tate

@ Seja F um corpo de niimeros e defina

Ce(s) = [I(1 = Nr(p)™)7H

P
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Tese de Tate

@ Seja F um corpo de niimeros e defina

H(l—Nr —=)h

Gi(s) =7 5/%T(s/2), Gy(s) = (2m) I (s),
NE(s) := Gi(s)™ Ga2(s)?Cr(s)-
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Tese de Tate

@ Seja F um corpo de niimeros e defina

Ce(s) = [T = Nr(p) =)

p

Gi(s) =7 5/%T(s/2), Gy(s) = (2m) I (s),
NE(s) := Gi(s)™ Ga2(s)?Cr(s)-

e Para x = (x,) € Af, definimos
x| :== H x|y

o Considere as funcées complexas em Ag da forma ® =[], ®,, onde
o, € S(F,) se v é arquimediano;
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Tese de Tate

@ Seja F um corpo de niimeros e defina

Ce(s) = [T = Nr(p) =)
p
Gi(s) =7 5/%T(s/2), Gy(s) = (2m) I (s),
NE(s) := Gi(s)™ Ga2(s)?Cr(s)-

e Para x = (x,) € Af, definimos

x| :== H x|y

v

o Considere as funcées complexas em Ag da forma ® =[], ®,, onde
o, € S(F,) se v é arquimediano;
®, é localmente constante e de suporte compacto se v é
nao-arquimediano;
Para quase todo v, ¢, = Charp,.
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Tese de Tate
o Integral de Tate:

Z(®,s) = /A S(x)|x|°dx, Re(s) > 1.
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Tese de Tate
o Integral de Tate:

Z(®,s) = /A S(x)|x|°dx, Re(s) > 1.

@ Transformada de Fourier:

d(y) == o (x)x(xy)dx,

onde x : F\ A — C* é um caracter fixado (|x(y)| =1, Vy € Af).
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Tese de Tate
o Integral de Tate:

Z(®,s) = /A S(x)|x|°dx, Re(s) > 1.

@ Transformada de Fourier:

d(y) == o (x)x(xy)dx,

onde x : F\ A — C* é um caracter fixado (|x(y)| =1, Vy € Af).
Teorema

Ae(s) = |D|Z5Ag(1 — s).

= = = = =
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Tese de Tate
o Integral de Tate:

Z(®,s) = /A S(x)|x|°dx, Re(s) > 1.

@ Transformada de Fourier:

d(y) == o (x)x(xy)dx,

onde x : F\ A — C* é um caracter fixado (|x(y)| =1, Vy € Af).
Teorema

Ae(s) = |D|Z5Ag(1 — s).

Z(d,s) = Z(d,1—s).

= = = = =
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Parte 2

Formas Automérficas
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Grupos adélicos

Definicao

O grupo GL,(Af) das matrizes invertiveis n X n com entradas em Af:

GL,(Af) = {(gv) € H GL,(F,) | g, € GL,(O,), para quase todo v}.

@ A topologia de GL,(Af) tem uma base constituida de conjuntos da
forma ], U,, onde U, é aberto em GL,(F,) e U, = GL,(O,) para
quase todo v.
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Grupos adélicos

Definicao

O grupo GL,(Af) das matrizes invertiveis n X n com entradas em Af:

GL,(Af) = {(gv) € H GL,(F,) | g, € GL,(O,), para quase todo v}.

@ A topologia de GL,(Af) tem uma base constituida de conjuntos da
forma ], U,, onde U, é aberto em GL,(F,) e U, = GL,(O,) para
quase todo v.

o Exemplo: Af = GLi(AF).
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Grupos adélicos

Definicao

O grupo GL,(Af) das matrizes invertiveis n X n com entradas em Af:

GL,(Af) = {(gv) € H GL,(F,) | g, € GL,(O,), para quase todo v}.

@ A topologia de GL,(Af) tem uma base constituida de conjuntos da
forma ], U,, onde U, é aberto em GL,(F,) e U, = GL,(O,) para
quase todo v.

o Exemplo: Af = GLi(AF).
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Grupos adélicos

Definicao

O grupo GL,(Af) das matrizes invertiveis n X n com entradas em Af:

GL,(Af) = {(gv) € H GL,(F,) | g, € GL,(O,), para quase todo v}.

@ A topologia de GL,(Af) tem uma base constituida de conjuntos da
forma ], U,, onde U, é aberto em GL,(F,) e U, = GL,(O,) para
quase todo v.

o Exemplo: Af = GLi(AF).

Teorema
GL,(F) é discreto em GL,(AF). J
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Grupos adélicos

Proof.

o Considere
Y(AF) = {x = (x.y) € AT | det(xy)y = 1},
o qual é um subconjunto fechado de A’,f“ e
Y(F) = {x = (xj,y) € F" 1| det(xj)y =1}

€ um subconjunto discreto.
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Grupos adélicos

Proof.

o Considere
Y(AF) = {x = (x.y) € AT | det(xy)y = 1},
o qual é um subconjunto fechado de A’,’;H e
Y(F) = {x = (xj,y) € F" 1| det(xj)y =1}

€ um subconjunto discreto.

o O mapa g — (gjj,det(g)!) é um homeomorfismo de GL,(Af) com
Y (Af).

O

v
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Notacoes

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = R, defina

K, = O(n) := {x € GL,(R) | x - x" = id}.
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Notacoes

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = R, defina

K, = O(n) := {x € GL,(R) | x - x" = id}.

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = C, defina

K, = U(n) := {x € GL,(C) | x -x" = id}.
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Notacoes

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = R, defina

K, = O(n) := {x € GL,(R) | x - x" = id}.

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = C, defina

K, = U(n) := {x € GL,(C) | x -x" = id}.

@ Se ||y, é um valor absoluto ndo-arquimediano, defina K, := GL,(O,).
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Notacoes

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = R, defina

K, = O(n) := {x € GL,(R) | x - x" = id}.

@ Se |- |, é um valor absoluto com F, = C, defina

K, = U(n) := {x € GL,(C) | x -x" = id}.

@ Se ||y, é um valor absoluto ndo-arquimediano, defina K, := GL,(O,).

(] KOO = Hv\oo KV, Kf = Hv finito KV.
e K := K Ks é subgrupo compacto maximal de GL,(AF).

o Defina Goo :=[ly|0c GLn(Fv) & Gr := GLn(Afin).
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLy) := #(GLn(F) \ GLy(AF)/Goo K).
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLy) := #(GLn(F) \ GLr(AF)/GocKr). Temos

C(GL,,) = h/:.
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLy) := #(GLn(F) \ GLr(AF)/GocKr). Temos

C(GL,,) = h/:.

o Exemplo: Considere F = Q. Pelo teorema, podemos escrever
GLy(Ag) = GL,(Q)GLA(R) K.
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLp) := #(GL,(F) \ GL,(AF)/GooKr). Temos

C(GL,,) = h/:.

o Exemplo: Considere F = Q. Pelo teorema, podemos escrever
GLy(Ag) = GL,(Q)GL,(R)Ks. Podemos também escrever
GLn(Aqg) = GLA(Q)GL; (R) Ky
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLp) := #(GL,(F) \ GL,(AF)/GooKr). Temos

C(GL,,) = h/:.

o Exemplo: Considere F = QQ. Pelo teorema, podemos escrever
GLy(Ag) = GL,(Q)GL,(R)Ks. Podemos também escrever
GLn(Ag) = GLA(Q)GL} (R)Kr

@ Seja [ := GL}(Z) = GL,(Q) N (GL} (R)K¢).
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLy) := #(GL,(F) \ GL,(AF)/GooKr). Temos

C(GL,,) = h/:.

o Exemplo: Considere F = QQ. Pelo teorema, podemos escrever
GLy(Ag) = GL,(Q)GL,(R)Ks. Podemos também escrever
GLn(Aqg) = GLA(Q)GL; (R) Ky

o Seja I := GL}(Z) = GLo(Q) N (GL; (R)Kp).
o Temos '\ GL}(R) =~ GL,(Q)\ GLy(Ag)/Kr.
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Grupos adélicos

Teorema (A. Borel - 1963)

Seja F um corpo de niimeros. Defina
c(GLy) := #(GL,(F) \ GL,(AF)/GooKr). Temos

C(GL,,) = h/:.

o Exemplo: Considere F = QQ. Pelo teorema, podemos escrever
GLy(Ag) = GL,(Q)GL,(R)Ks. Podemos também escrever
GLn(Ag) = GLA(Q)GL} (R)Kr

@ Seja [ := GL}(Z) = GL,(Q) N (GL} (R)K¢).

e Temos I\ GL}(R) ~ GL,(Q) \ GLn(Aqg)/Kr.

@ Denote por Z(R) as matrizes diagonais em GL;}'(R) e por Z(Aq) as
matrizes diagonais de GL,(Aq).

o Z(R)M\ GL; (R)/Ky, ~ Z(Ag)GLa(Q) \ GLa(Ag)/K.
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Formas modulares

e Seja H := {z € C | Im(z) > 0}. Acdo de GL3 (R) em H:

.__ aztb _ (4 b
vz = 255, paray = (c d) € GLI (R).
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Formas modulares

e Seja H := {z € C | Im(z) > 0}. Acdo de GL3 (R) em H:
2 a b
vz = izis, para y = (c d) € GLI (R).

@ Uma forma modular f : H — C de peso k, satisfaz:

(i) f é holomorfa;
(i) Paray = <i Z) € SLy(Z), temos

f(vz) = (cz + d)*f(2).
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Formas modulares

e Seja H := {z € C | Im(z) > 0}. Acdo de GL3 (R) em H:
2 a b
vz = izis, para y = (c d) € GLI (R).

@ Uma forma modular f : H — C de peso k, satisfaz:

(i) f é holomorfa;
(i) Paray = <i Z) € SLy(Z), temos

f(vz) = (cz + d)*f(2).

o A acdo de GL3 (R) é transitiva e o estabilizador de j € H é Z(R)K..
Portanto
GL3 (R)/Z(R)KE ~ H.
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Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~'/?(cz + d) para vy = (i Z) € GLy(R) e

z € H.
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Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~'/?(cz + d) para vy = (i Z) € GLy(R) e

zec H.
e Para f forma modular de peso m e g € GLJ (R), defina
p(g) ==j(g:i)""f(g-i).

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024 13 /17



Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~/?(cz + d) para v = (i Z) € GLy(R) e
ze H
e Para f forma modular de peso m e g € GLJ (R), defina
o(g) :=j(g;i)""f(g-i). ¢ satisfaz:
(i) w(vg) = w(g) para y € SLo(Z) e g € GLZ (R);
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Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~/?(cz + d) para v = (i Z) € GLy(R) e
ze H
e Para f forma modular de peso m e g € GLJ (R), defina
o(g) :=j(g;i)""f(g-i). ¢ satisfaz:
(i) w(7g) = ¢(g) para v € SL2(Z) e g € GL; (R);
(i) ¢(2g) = ¢(g) para z € Z(R);
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Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~'/?(cz + d) para vy = (i Z) € GL; (R) e
ze H
e Para f forma modular de peso m e g € GLJ (R), defina
o(g) :=j(g;i)""f(g-i). ¢ satisfaz:
(i) ¥(vg) = ¢(g) para v € SLo(Z) e g € GL3 (R);
(i) ¢(28) = ¢(g) para z € Z(R);
(ii)) w(gko) = €™ ¢(g) para

[ cos(B) sin(6)
o= _sin(9) cos(H))EK"t
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Formas modulares

o Defina j(g; z) = det(g)~'/?(cz + d) para vy = (i 2) € GL; (R) e
ze H
e Para f forma modular de peso m e g € GLJ (R), defina
o(g) :=j(g;i)""f(g-i). ¢ satisfaz:
(i) w(7g) = ¢(g) para v € SL2(Z) e g € GL; (R);
(i) ¢(28) = ¢(g) para z € Z(R);
(ii)) w(gko) = €™ ¢(g) para
cos(f) sin(f
ko= _ snS(H)) cos((é?)) € K
@ Portanto ¢ define uma funcdo em
SLy(Z) \ GL3 (R) ~ GL»(Q) \ GLa(Ag)/Ks.
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Definicoes

@ Seja goo a algebra de Lie de G. Para X € goo € f 1 Goo —> C uma
funcao C°, definimos

Xf(g) = & flgexo(tX)le=o

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024 14 /17



Definicoes

@ Seja goo a algebra de Lie de G. Para X € goo € f 1 Goo —> C uma
funcao C°, definimos

Xf(g) = & flgexo(tX)le=o

@ Desta forma identificamos a algebra universal U(goo) com os
operadores diferenciais em G,, que comutam com multiplicacdo a
direita.
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Definicoes

@ Seja goo a algebra de Lie de G. Para X € goo € f 1 Goo —> C uma
funcao C°, definimos

Xf(g) = & flgexo(tX)le=o

@ Desta forma identificamos a algebra universal U(goo) com os
operadores diferenciais em G,, que comutam com multiplicacdo a
direita.

@ O centro Z de U(goo) se identifica com os operadores diferenciais em
Goo que comutam com multiplicac3o a direita e a esquerda.
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Definicoes

@ Seja goo a algebra de Lie de G. Para X € goo € f 1 Goo —> C uma
funcao C°, definimos

Xf(g) = & flgexo(tX)le=o

@ Desta forma identificamos a algebra universal U(goo) com os
operadores diferenciais em G,, que comutam com multiplicacdo a
direita.

@ O centro Z de U(goo) se identifica com os operadores diferenciais em
Goo que comutam com multiplicac3o a direita e a esquerda.

e Para g = (gj) € GLy(F,), defina
lglly := max{|gjlv, (g Vilv, ij=1,---n}.
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Definicoes

@ Seja goo a algebra de Lie de G. Para X € goo € f 1 Goo —> C uma
funcao C°, definimos

Xf(g) = & flgexo(tX)le=o

@ Desta forma identificamos a algebra universal U(goo) com os
operadores diferenciais em G,, que comutam com multiplicacdo a
direita.

@ O centro Z de U(goo) se identifica com os operadores diferenciais em
Goo que comutam com multiplicac3o a direita e a esquerda.
e Para g = (gjj) € GL,(F.), defina

lgllv := max{|gjlv, (g~ ")ilv, i,j=1,--n}. Para
g = (gv)v S GLn(AF), defina

lell =TT llevllv-
v
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Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.

@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (8, 8&f)- Seja ¢ : G(Ar) — C uma funcdo, p(g) = ¥(8; &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024 15 /17



Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.

@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (8, 8&f)- Seja ¢ : G(Ar) — C uma funcdo, p(g) = ¥(8; &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.

Definicao
e Dizemos que uma funcdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automorfica (K-finita) se satisfaz:
(i) ¢(vg) = ¢(g) para v € G(F) e g € G(AF);

vyt

—_ = =
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Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.

@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (8, 8&f)- Seja ¢ : G(Ar) — C uma funcdo, p(g) = ¥(8; &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.

Definicao
e Dizemos que uma funcdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automorfica (K-finita) se satisfaz:

(i) ©(vg) = ¢(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(i) O espaco (p(gk)|k € K) tem dimens3o finita;

W |
?

—_ —_ = = SRS
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Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.

@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (g, 8r). Seja v : G(Ar) — C uma funcido, ¢(g) = ¥(g, &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.

Definicao

e Dizemos que uma funcdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma

automorfica (K-finita) se satisfaz:
(i) ¢(vg) = ¢(g) para vy € G(F) e g € G(AF);

(i) O espaco (p(gk)|k € K) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;

W |
?

—_ —_ = = SRS
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Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.
@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (g, 8r). Seja v : G(Ar) — C uma funcido, ¢(g) = ¥(g, &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.
Definicao
e Dizemos que uma funcdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automorfica (K-finita) se satisfaz:
(i) w(vg) = ¢(g) paray € G(F) e g € G(AF);
(i) O espaco (p(gk)|k € K) tem dimens3o finita;
(iii) O espaco (Xp(g)|X € Z) tem dimens3o finita;
(iv) Existe um inteiro positivo r tal que

lo(g)l < Cligll"-

W |
?

—_ —_ = = SRS
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Formas automorficas

e Convencao: G = GL,,.

@ Escrevemos G(Af) = G - Gr e para g € G(Af), escrevemos
g = (8, 8&f)- Seja ¢ : G(Ar) — C uma funcdo, p(g) = ¥(8; &f)-
Dizemos que ¢ é suave se p é C* nas coordenadas arquimedianas
Zoo € localmente constante em gr.

Definicao
e Dizemos que uma funcdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automorfica (K-finita) se satisfaz:
(i) ¢(vg) = ¢(g) para vy € G(F) e g € G(AF);

(i) O espaco (p(gk)|k € K) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;
(iv) Existe um inteiro positivo r tal que
lo(g)l < Cligll"
Notacdo: A = A(G(F)\ G(Af)) denota o espaco das formas
automoérficas. )
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Formas automorficas suaves

Definicao
@ Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ar) — C é uma forma
automoérfica suave se satisfaz:

(i) w(vg) = v(g) para v € G(F) e g € G(AF);

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024 16 /17



Formas automorficas suaves

Definicao
e Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automorfica suave se satisfaz:

(i) ©(vg) = ¢(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(ii) O espago (p(gk)|k € K¢) tem dimens3o finita;
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Formas automorficas suaves

Definicdo
e Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automoérfica suave se satisfaz:

(i) o(vg) = p(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(ii) O espago (p(gk)|k € K¢) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;
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Formas automorficas suaves

Definicdo
e Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automoérfica suave se satisfaz:
(i) o(vg) = p(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(ii) O espago (p(gk)|k € K¢) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;
(iv) Existe um inteiro positivo r tal que para todo X € U(g),

[ Xep(g)l < Cxllgll"
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Formas automorficas suaves

Definicao
e Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automoérfica suave se satisfaz:
(i) o(vg) = p(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(ii) O espago (p(gk)|k € K¢) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;
(iv) Existe um inteiro positivo r tal que para todo X € U(g),

[ Xep(g)l < Cxllgll"

Notacdo: A> = A>*(G(F)\ G(Ar)) denota o espaco das formas
automoérficas suaves.

Valdir José Pereira Jiinior Introduc3o as formas automérficas em grupos 03 de maio de 2024 16 /17



Formas automorficas suaves

Definicao
e Dizemos que uma fungdo suave ¢ : G(Ag) — C é uma forma
automoérfica suave se satisfaz:
(i) o(vg) = p(g) para v € G(F) e g € G(AF);
(ii) O espago (p(gk)|k € K¢) tem dimens3o finita;
(iii) O espago (X¢(g)|X € Z) tem dimensdo finita;
(iv) Existe um inteiro positivo r tal que para todo X € U(g),

[ Xep(g)l < Cxllgll"

Notacdo: A> = A>*(G(F)\ G(Ar)) denota o espaco das formas
automorficas suaves.

@ A tem a estrutura de um espaco de Fréchet em que a topologia é
dada por semi-normas relacionadas com a condicdo de crescimento
moderado uniforme.
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Representacdes automorficas

Teorema (Harish-Chandra)
o AC A*>.
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Representacdes automorficas

Teorema (Harish-Chandra)
o AC A*.

o A é o espaco das formas automdrficas p € A que sdo K-finitas.
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Representacdes automorficas

Teorema (Harish-Chandra)
o AC A*>.
o A é o espaco das formas automdrficas p € A que sdo K-finitas.

o A é denso em A°.
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Representacdes automérficas

Teorema (Harish-Chandra)
o AC A*>.
o A é o espaco das formas automdrficas p € A que sdo K-finitas.

o A é denso em A°.

Definicdo (Langlands)

@ Um subespago V C A(G(F)\ G(AF)) é uma sub-representagido se é
invariante pela acdo de goo, Koo € GLp(Afipn).
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Representacdes automérficas

Teorema (Harish-Chandra)
o AC A*.

o A é o espaco das formas automdrficas p € A que sdo K-finitas.

o A é denso em A°. J

Definicdo (Langlands)
@ Um subespago V C A(G(F)\ G(AF)) é uma sub-representagido se é
invariante pela acdo de goo, Koo € GLp(Afipn).
@ Uma representacio irredutivel da forma V /U com U C V

sub-representacdes de A(G(F) \ G(Af)) é chamada uma
representacdo automérfica de GL,(AF).
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