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= RESUMO: Neste artigo revisa-se as expansoes de Laplace, ponto de sela e de Edgeworth,
e apresenta-se exemplos que mostram a aplicagdo destas expansbes assintéticas na
estatistica. Usando a expansdo de Laplace para integrais e a expansao de Edgeworth,
mostra-se como calcular a expansao ponto de sela para a funcdo densidade de uma
Unica varidvel aleatéria e, ainda, como obter a funcdo densidade da média amostral
de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Cordeiro e Ferrari
(1998) propuseram uma estatistica que aproxima a soma padronizada de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas até ordem O(n™'), em que n é
o tamanho da amostra. Verifica-se, também, a eficiéncia desta estatistica comparando-a
com as expansOes de Edgeworth, Lugannani e Rice (1980) e Daniels (1987).

= PALAVRAS-CHAVE: Aproximacio de Edgeworth; aproximagdo de Laplace; aproxima-
cao ponto de sela; correcao de Bartlett generalizada; identidade de Bartlett.

1 Introducao

O estudo das expansdes ponto de sela teve inicio com Esscher (1932), mas
Daniels (1954) foi o pioneiro no assunto, pois aplicou a expansdo ponto de sela
na area da estatistica. Lugannani e Rice (1980) apresentaram a expansiao ponto
de sela e sua aplicabilidade referente a soma estocastica de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Em muitas aplicagoes estatisticas, as expansoes tém sua importancia no que
se refere, por exemplo, a construcao de testes e intervalos de confianca, além,
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também, do célculo dos p-valores. Em muitos casos, a metodologia ponto de sela
é utilizada para determinar limites uniformes com erros relativos sobre o intervalo
da distribuicdo (Kolassa, 1997). Sabe-se ainda que as expansoes ponto de sela sao
muito importantes na teoria assintética, pois aproximam com grande precisao as
fungoes densidade e de distribuicao da soma e da média de varidveis aleatérias i.i.d.
(Goutis e Casella, 1999). Uma escolha da aproximagao de forma ampla é baseada
na expansao de Edgeworth e na expansao inversa de Cornish-Fisher, mas, apesar da
importancia no estudo tedrico das funcoes densidade e distribui¢ao e aproximagcao
dos quantis, estas expansoes pondem dar estimativas negativas da funcao densidade
e, também, aproximagoes nao-monétonas da fungao distribuicao e das fungoes dos
quantis quando aplicadas a situacoes reais. Um alternativa natural é o uso das
ferramentas de expansao assintética para integrais, tais como, aproximagcoes de
Laplace e aproximagoes ponto de sela (Davison, 2001).

A obtencao das expansbes ponto de sela pode ser feita através do uso de
ferramentas como exponencial “inclinada”, expansoes de Edgeworth, polinomios de
Hermite, integragées complexas e outras nocoes avangadas. As expansoes ponto de
sela sao facilmente deduzidas da fungao geratriz de cumulantes da variavel aleatoria
de interesse.

Os testes estatisticos tradicionais, como aqueles da razao de verossimilhangas,
Wald e escore, sao baseados em grandes amostras e o comportamento das estatisticas
s6 pode ser estudado quando o tamando da amostra n tende para infinito. Para
aplicar esses testes em amostras pequenas e moderadas, existem melhoramentos
propostos através das correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett. Uma revisao dessas
corregoes pode ser encontrada em Cribari-Neto e Cordeiro (1996).

Na Secgao 2, apresenta-se de forma resumida a aproximacao de Laplace.
Na Secéo 3, considera-se a expansdo ponto de sela em formas distintas. A
Secao 4 trata das identidades de Barttlet, das estatisticas cldssicas usuais e suas
versoes melhoradas no contexto estritamente uniparamétrico, com alguns estudos
de simulacao comparando as estatisticas usuais e suas modificagoes. A Secao 5
aborda a corregao de Bartlett generalizada proposta por Cordeiro e Ferrari (1998) e a
compara com as expansoes de Edgeworth, Lugannani e Rice (1980) e Daniels (1987),
na aproximagao da distribuicao ¢t de Student pela distribuicao normal. Na Secao 6,
revisa-se a quadratura de Gauss-Hermite. Ao longo do artigo apresentam-se diversas
aplicagoes a Estatistica. Finalmente, a Se¢do 7 apresenta algumas conclusoes.

2 Aproximacao de Laplace
Goutis e Casella (1999) explicitam a obtengdo da expansdo de Laplace
mediante o uso dos primeiros termos da expansao em série de Taylor. Utiliza-se

a funcdo h(y) = log f(y) tal que f(y) = exp{h(y)}. Escolhendo § como um ponto
a ser expandido em torno de y, tem-se

£y) ~ exp {h@) i ) (g)} . M
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A aproximagao (1) pode ser usada para calcular integrais de fungoes positivas, tais
como [ f(y)dy dentro do intervalo (a,b). Ao expandir o integrando como em (1),

obtém-se
t /ab fly)dy ~ /ab exp {h(yf) + wh (g)} dy. @)

Se § é um ponto de méximo, k" (§) é negativo e o lado direito de (2) pode ser
calculado, pois a parte principal da equagao representa o integrando da distribuicao
normal com média § e varidncia —1/h" (§). Dessa forma, sendo agora o intervalo
(a,b) equivalente ao intervalo (—oo, +00), obtém-se

/ " f)dy ~ exp{h(a)} {—h?z;)}/ . 3)

o0

A equagéo (3) é conhecida como aproximagcao de Laplace para integrais.

2.1 Férmula da inversao e fungao geradora de cumulantes

Considere que Y é uma varidvel aleatéria tendo funcao densidade ou fungao de
probabilidade f(y). As diferentes maneiras de aproximar estas fungdes sdo obtidas
calculando a fungao geradora de momentos (f.g.m.)

+oo
p(\) = / exp(Ay) f(y)dy, (4)

— 00

em que f(y) é a fungdo densidade de probabilidade para o caso de uma varidvel
aleatéria continua. De modo andlogo, faz-se o uso do somatorio para o caso de uma
varidvel aleatéria discreta e, assim, f(y) é uma fungao de probabilidade. A férmula
da transformacao inversa implica

I
f)=o- | o(i)) exp(—idy)dt
+oo
_ % /_ exp{K (i\) — iy}d, (5)

em que ¢ = v/—1, ¢(i\) é a funcdo caracteristica de Y e K(\) =log ¢(\). A funcao
K (X) é conhecida como fungao geradora de cumulantes (f.g.c.) de Y e desempenha
um papel importante na teoria assintética.

3 Expansoes ponto de sela
A primeira aplicagao estatistica da expansao ponto de sela foi feita por Daniels
(1954) através da determinacdo de uma aproximacao da fungao densidade utilizando

a transformada de Fourier. A aproximacdo pode ser obtida através da familia
exponencial conjugada e, também, através de uma relacao entre o ponto de sela e o

Rev. Bras. Biom., Sao Paulo, v.27, n.2, p.225-254, 2009 227



estimador de méxima verossimilhanca (E.M.V.). Uma dificuldade em se usar esta
expansao vem do fato de ser necessario o uso de integragoes complexas.

Segundo Daniels (1954), existem formas distintas de se obter (analiticamente)
a aproximagao ponto de sela e suas expansoes associadas em poténcias de ordem
O(n~1) para a fungdo densidade da média amostral ¥ de uma amostra aleatéria
iid.

3.1 Expansao ponto de sela através do método de Laplace

Considera-se a técnica da expansao de Laplace apresentada na Segdo 2.
Realizando uma mudanga de varidvel na férmula da transformagdo inversa (5),
A =i\, obtém-se uma fungao densidade em termos da integral complexa

t+ioco
fly) = —— / exp{K(}) — Ay}dA (6)

21t Ji oo

para t em torno de zero. Segundo um teorema de andlise complexa (teorema da
curva fechada), pode-se aproximar um valor de ¢ de modo a obter a integracao.
Aproximando a integral de exp{K(\)} com relacdo & varidvel A através da
expansao de Laplace, obtém-se a equacao
} dA
b

+o0 . _ )2 92
f(y)~/ exp{K(A)Jr ¥aaf§gx)

— 00

ou
1/2

2

fly) = GXP{K(:\)} —W )

(7)

N2

em que, para cada y, \ satisfaz OK(N)/OX =0e 0*K()\)/0N? < 0 e, assim, maximiza
K(\). Seja A obtido pela solucio de K'(\) = y. Pode-se imaginar que esta solucao
se refere ao E.M.V. no modelo da familia exponencial baseado na observagao y.
Expandindo K(\) — Ay, referente ao expoente da equagio (6), em série de Taylor,
tem-se

K\ = Ay~ K\ — \y+ %K"(x)

e associando esta aproximagdo com a equacao (7), obtém-se

1/2
1 « N
fly) ~ {27TK”(5\)} exp{ K () — Ay} (8)

A equagao (8) é denominada expansdo ponto de sela para uma fungao densidade ou

funcao de probabilidade e seu erro de aproximacao é bem menor que o da fungao
obtida através da aproximacao em série de Taylor. A sua aplicabilidade depende
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apenas do conhecimento da f.g.c. K()) e do cdlculo de A em K'()\) = y. Esta
equagao é, em geral, nao-linear.

Em muitas aplicagdes, a equagdo ponto de sela (K'(S\) = y) pode ndo ser
resolvida analiticamente, mesmo quando a solucao de \ existe. Mesmo assim, os
métodos de ponto de sela podem ser aplicados resolvendo a equagao numericamente.
Usa-se o algoritmo de Newton-Raphson para calcular o ponto de sela, tendo este
em geral bom desempenho desde que a fungao K () — Ay, que é minimizada, seja
convexa. H& ainda o método da secante para encontrar o ponto de sela. Esse
método, geralmente, produz a resposta correta em uma iteracao se K’'(\) é linear,
como é o caso do método de Newton-Raphson. Como no algoritmo de Newton-
Raphson, se K”(\) varia muito rapidamente, a convergéncia pode ser muito lenta,
entdo, nao existe a possibilidade de divergéncia para o método secante (Kolassa,
1997).

Uma aplicacao importante da expansao ponto de sela é a aproximacao da
funcao densidade ou funcao de probabilidade de uma soma ou média de varidveis
aleatérias i.i.d. Por exemplo, é possivel determinar uma aproximacao para a
fungao densidade de uma soma ou média de varidveis aleatdérias com distribuicao
exponencial de pardmetro a. Como a equagdo (8) é facilmente obtida através
da f.g.c., tem-se que a f.g.m. da média amostral (Y = >.I"  Y;/n) é dada por
oy (A) = ¢(A/n)™ e, portanto, a f.g.c. de Y é Ky(A) = nK(\/n). Assim, uma
aplicacdo direta de (8) produz a expansio ponto de sela da fungdo densidade de Y

1/2
Iy (9) = {M"(S\)} exp[n{K(A) — Ag}]. 9)

A qualidade da expansao ponto de sela pode ser, frequentemente, obtida pela
multiplicacao da aproximacao da funcao densidade por uma constante de forma que
sua integracao resulte um. Uma versao da renormalizagao é exata para as fungoes
densidades da normal, gama e normal inversa (Daniels, 1980).

Ezemplo 1. A aplicagdo da equagdo (8) é mostrada a seguir por meio da
obtencao da funcao densidade da distribuicao Xf},a nao-central. Essa distribuigao
nao apresenta forma fechada e sua funcao densidade é escrita como

yp/2+k 16 y/2 ake «
Z I'(p/2 +k) 2p/2+k ko

em que p sado os graus de liberdade e a é o parametro de nio-centralidade. A f.g.m.
é expressa em forma fechada por
exp{2a)/(1—2\)}

(1 —2)\)p/2

oy (A) =

O ponto de sela da equacdo é obtido por K’(\) = y de forma que

Ay) = —p+2y — \/p? + 8ay

4y
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e, mediante a equagao (8), é calculada a funcdo densidade aproximada da
distribuicao Xz%,a nao-central por

fly) =

—47(da+p — 2pA -1/ 2a 1
{ (—1+ 20 )} P Togn gl T2

S
RS

1
+1 p? + 8ay} :

Ezemplo 2. Tendo por base a equagao (9), obtém-se a expansao ponto de sela
para a média amostral de uma distribuigdo exponencial de pardmetro um. A f.g.c.
desta distribuicao ¢ dada por K(\) = —log(1 — A). O ponto de sela A é obtido
de K’(S\) = . Dessa maneira, A é obtido de A\ = 1 — 1/y e, tem-se ainda, que
K(X\) =log(y) e K"(\) = j2. Através da equacdo (9) a aproximacio ponto de sela
para a média amostral da distribuigao exponencial com parametro um é

fr@ ~ ()" 5 expl-n(z - 1)}

Ezemplo 3. A aplicagdo da equagdo (9) é agora introduzida para a média
amostral da distribuicao de Poisson. Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatérias i.i.d.
que seguem uma distribuicdo de Poisson com média a. A f.g.c. de V; é K(\) =
afexp(A)—1} cujo ponto de sela iguala A = log(j7/a). A equacio (9) pode ser usada
diretamente, sendo que a média § = s/n admite agora somente valores inteiros.
Dessa forma, tem-se

fy (@) = (%)1/2 exp [n {a (% _ 1) _ (bg §> gH

n\1/2 qn¥er{y—al
= (7> gny+1/2

3.2 Expansao ponto de sela através da expansao de Edgeworth

Segundo Daniels (1987), um enfoque para o estudo da expansio de Edgeworth
utiliza a idéia pioneira de Esscher (1932) e que foi explorada por Cramér (1938),
Blackwell e Hodges (1959), Bahadur e Ranga Rao (1960), Barndorff-Nielsen e Cox
(1979), Robinson (1982), entre outros.

Apesar da derivagio original de ponto de sela de Daniels (1954) ter sido
baseada na inversa da funcao caracteristica, existe uma derivagao alternativa que
Reid (1988) denominou de “versdo mais estatistica” baseada na expansdo de
Edgeworth. A expansdo de Edgeworth de uma distribuigdo é obtida expandindo
a f.g.c. através da série de Taylor em torno de zero e invertendo-a em seguida.
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Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatdrias i.i.d. de realizagoes de Y com funcao
densidade f(y) se Y for continua ou funcdo de probabilidade se Y for discreta.
Define-se a familia exponencial conjugada uniparamétrica, em que A é o parametro
candnico, por

f(y; A) = exp{Ay — K(A)}f(y), (10)
em que K(t) é a f.g.c. da varidvel aleatéria Y. A familia exponencial conjugada
(10) reproduz exatamente a funcao densidade f(y) postulada para os dados quando
A = 0. O divisor necessario para normalizar a expressao exp(Ay)f(y) é igual a
f.g.m. dada na expressao (4) Pode-se, facilmente, verificar que a f.g.c. K(t;\) da
familia exponencial (10) é expressa em termos daquela K(t) de Y por K(t;\) =
K({t+ X\ —K(\).

Usaremos a distribuigdo gama denotada por G(«, 3) para exemplificar o uso
da expressao (10) cuja fungao densidade conjugada é expressa por

(B—=A)
I(a)

em que a f.g.c. da fun¢do densidade conjugada é K (t) = alog (%)

fly;a,B,X) = exp{—(8— Ny}ty* ",

Um outro exemplo é ilustrado a partir da distribuicago de Weibull com
parametros a > 0 e 8 > 0, sendo sua fungao densidade conjugada dada por

—1
Fyia, B,\) = ad gyt~ lemvla” =N {F (1 * ;>} '

Definem-se S = > | Vi e S* = (S — nu)/n'/?0, em que p e 02 sdo a média
e varidncia de Y;. Sejam fs(s;A) e Kg(t;\) as fungoes densidade e geratriz de
cumulantes de S relativas a familia (10). Dessa forma, tem-se Kg(t;\) = nK(t +
A) — nK(\) e, por inversdo, vem

fs(s;0) = exp{sA —nK(\)} fs(s) (11)

sendo fs(s) = fs(s;0).
As fungdes densidades de S e S* correspondentes a familia (11) estao

relacionadas por
1

$;A) = fox (Y3 ) —/——, 12
fs(s;0) = fs-(y; A) DO (12)
em que y = {s — nK'(\)}//nK"”(\). Aproxima-se fg(y;\) pela expansdo de
Edgeworth escolhendo convenientemente y = 0 para anular o termo de ordem

O(n=z). Esta escolha equivale a considerar a distribuicdo em (10) definida por
X satisfazendo a equacdo K'(\) = s/n. Pode-se interpretar A como a estimativa de
méxima verossimilhanca de A baseada numa tnica observagao s de (11).

A expansdo de Edgeworth da soma padronizada é dada por

i) = 000 {1+ 2 Halo) + S Huly) + B Hat) | + 06, (13
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sendo ¢(y) a f.d.p. da distribuigdo normal N(0,1), fs«(y) a fungdo densidade da
soma padronizada S*, H,(y) o polindmio de Hermite de ordem r, p; = p;(A) =
KW (X)/K"(\)7/? para j =3 e 4, KW (\) = d?K(\)/dN e ps()\) e ps(\) sendo os
cumulantes padronizados que medem a assimetria e a curtose da distribuicao de Y.
Aqui, Hs(y) = y* — 3y, Ha(y) = y* — 6y® + 3 e Hs(y) = y° — 15y* + 459> — 15.

Logo, fs(s; M) = fs+(0; )\)\/ﬁ Agora, fs+(0; A) segue de (13), observando

que os cumulantes referentes a (10) s@o iguais a n vezes as derivadas de K ()

1 .
— {14+ M\ +0(n2)}, 14
\/ﬂ{ (M) +0@n™7)} (14)

em que M()) é um termo de ordem O(n~!) dado por

_ 3pa(X) — 5p3(N)?
24n '

fs-(0;0) =

M)

Fazendo A = A em (11), explicitando fs(s) e usando (12) e (14), tem-se

exp{nK(\) — sA}

nm K" ()

fs(s) = {1+ MK +0(m )} (15)

A férmula (15) para aproximar a funcéo densidade de S é denominada ezpansao
ponto de sela da soma estocdstica e produz aproximagoes precisas para funcoes
densidades baseadas nas suas fungdes geratrizes de cumulantes. O termo principal
da equagéo (15) é chamado expansdo ponto de sela para a fungdo densidade da
soma estocdstica S proveniente de Y. Observe-se que o termo principal (15) s6
depende da f.g.c. de K()). Esta férmula é bem diferente da expansao de Edgeworth
(13). Primeiro, para usar (15) é necessério calcular, além de ), a f.g.c. de K()\) e
nao somente os seus 4 primeiros cumulantes. Entretanto, nas aplicacoes isso nao
apresenta grandes dificuldades.

O termo principal em (15) ndo é a fungdo densidade da distribui¢do normal
N(0,1) e, embora seja sempre positivo, nem sempre integra um. Assim, uma
desvantagem de (15) é que nem sempre é fécil integrar o seu lado direito para
obter uma aproximagao para a funcao de distribuicao de S. Entretanto, este termo
pode ser normalizado. A expansdo (15) é expressa em poténcias de ordem O(n~1),
enquanto a expansao de Edgeworth é dada em poténcias de ordem O(n~1/2).

A expansido para a funcdo densidade da média amostral Y = S/n segue
diretamente de (15) como

fY(y):{M:"(})} expn{K(A) = M}{1+ M) + 0~} (16)

O termo principal em (16) é denominado expansao ponto de sela para a fungao
densidade (ou de probabilidade) da média amostral.
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Segundo Hinkley et al. (1990) e Cordeiro (1999), o interesse maior na inferéncia
estd na obtengdo de aproximagdes precisas para probabilidades do tipo P(S > s)
(ou P(Y > y)) de uma amostra i.i.d. de n observagoes. Uma maneira de aproximar
P(S > s) é integrar numericamente a expansao ponto de sela representada pelo
termo principal em (15), ou seja, calcular

/ exp{nK(\) — y/\}
\/27’17TK”

A expansdo de Edgeworth correspondente a funcdo de distribuicdo de S* é
obtida de (13) por integragao, sendo expressa por

_ P4 —3/2

Fg-« =& —H —H (0] .
) = 0 o) { L Halo) + L) + 2 ) b+ 007)
Aqui, ®(-) é a funcdo de distribui¢do acumulada (f.d.a.) da distribuigdo normal
N(0,1) e os respectivos polinomios de Hermite de ordem r sdao: Ha(y) = y* — 1,
Hs(y) =y® — 3y e H5(y) = y° — 10y° + 15y.

3.3 Expansao ponto de sela através de Lugannani-Rice

Uma forma alternativa simples de obter P(S < s) até ordem O(n~1!), vélida
sobre todo o intervalo de variacao de s, é devida a Lugannani e Rice (1980).

Integra-se a equagdo (15), em que nK'(\) = s, e, obtém-se, invertendo-a
A = A(z). Desde que dz/d\ = nK"()\), ve

/M K" KR — ARG,

Considere ainda a seguinte mudanga de varidvel

q = q()\) = sinal(\ \/Q{AK' - KM}

A funcao q(j\) é estritamente crescente e continua. Com a mudanga de varidvel
q = q(\), a integral P(S < s) é reescrita como

ds
oy 3 e Ada = [ f@)e(an)da

em que gy = q(S\( ), enquanto ¢(u;n~"') indica a funcdo densidade da distribuicdo
normal N(0,n~1). Além disso,

q

flg) = ——,
MK ()
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com A expresso como uma fungao de g. Dessa forma, a integral P(S < s) pode ser
reescrita na forma que possibilita a aplicagdo da expansao de Laplace. Entretanto,
esse método oferece trés expressoes distintas para a aproximar P(S < s) dependendo
de g5 ser negativo, igual a zero, ou positivo. Tem-se,

Ps<9)= [ (145 - ot

= ®(vngs) + " %m(q;n’l)dq.

—0o0
Integrando por partes o tltimo termo da soma, tomando gé(g;n~!) como o fator
diferencial, sendo ainda

lim f(q)¢(g;n"")/q =0,

q——00
tem-se

P(S < 5) = ®(Vngs) — %¢(qs;n_1)M

+ %/m diq (f(q)q_ 1) o(g;n")dg,

em que a ultima integral é ainda da forma fjoo f(@)o(g;n1)dg, com uma
especificagao diferente da funcao f(-). Essa integral é multiplicada por n=1, de forma
que sua contribuicio é da ordem O(n~!). Assim, tem-se a expansao assintética

1 _f(QS)

S

P(s <) = {@(iin) + olain) b o).
Escrevendo 7 = /ngs, obtém-se a aproximacao conhecida como a expansao de
Lugannani-Rice expressa como

P(S < 8) = 0() + (5 - 3 ) 0() + 0™, 7

em que 7 = sinal(A)[2n{AK’'(A) — K(\)}]Y/2 e o = MnK" (X)}/2.

As quantidades 7 e U podem ser interpretadas como a razao sinalizada de
verossimilhancas e a estatistica escore, respectivamente, para testar A = 0 no
modelo exponencial (11) definido para S.

A aproximagao (17) é boa em quase todo intervalo de variacdo de s, exceto
préximo ao ponto s = E(S) ou r = 0, em que deve ser substituida pelo seu limite,
quando r — 0, dado por

-2 L om.

P <8 =5+ 5 o

N =
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3.4 Expansao ponto de sela através da expansao de Daniels

Daniels (1954) afirma que é, frequentemente, necessdrio aproximar as
distribui¢coes de algumas estatisticas cujas distribuicoes exatas nao podem ser
obtidas convenientemente. Segundo Reid (1988), a aproximagao obtida por Daniels
em 1954 é mais precisa que a aproximagao de Edgeworth especialmente para n
pequeno. Com o propdsito de obter aproximagdes precisas para as distribuigoes de
probabilidade da média amostral Y de n observacoes de uma distribuicdo com média
E(Y), Daniels (1987) propde uma aproximagao cujo erro relativo é controlado sobre
todo o campo de variagao de Y.

Quando A > 0, a sua expansao de P(S > s) até termos de ordem O(n~1!) é
dada por

P(S > ) = exp(nk — sA+9°/2) {{1 — @)} {1 B gi;; ta (ﬁ;i“ i pégﬁ>}

(B =1 1 (pued—5) | RB6°— 0+ 39)

_ - — 18

* ¢(">{ 6/n  n 2 72 » (18)

em que pg = p3(A), ps = pa(\), K = K(\) e 0 = M{nK"(\)}/2. A aproximacio de
(18) com apenas os termos de ordem O(y/n) fornece, em geral, bons resultados.
No caso em que A < 0, pode-se obter P(S > s) até ordem O(n~'/?) como

P(S > s) = H(—0) + exp(nK — s\ + 0?/2)x

) - 20y (1- 22) + o) 2] o)

em que H(w) =0, 1/2 e 1 quando w < 0, w = 0, w > 0, respectivamente.

4 Melhoramento de estatisticas no caso uniparamétrico

Segundo Cordeiro (1999), um problema natural que surge ao se usar os testes
em grandes amostras é o de verificar se a aproximagao de primeira ordem ¢é adequada
para a distribuicao nula da estatistica de teste em consideracao. Para o caso em
que se trata de pequenas amostras, a aproximagao de primeira ordem pode nao
ser satisfatoria, conduzindo a taxas de rejeigao bastante distorcidas. Na existéncia
dessas situagoes, Bartlett (1937) propds uma primeira idéia para melhorar os testes
estatisticos. Ele considerou apenas a razao de verossimilhancgas, computando o seu
valor esperado segundo H até ordem O(n~!), sendo n o tamanho da amostra.

O desenvolvimento desta secao é baseado nas Secoes 5.7 a 5.9 do livro de
Cordeiro (1999), que apresenta um estudo mais amplo sobre o melhoramento dos
testes da razao de verossimilhangas, escore e Wald. As expressoes gerais dos
coeficientes a1, as e ag descritos ao longo desta segao, sao definidas nas segoes acima
do livro (num contexto multiparamétrico) em termos de cumulantes conjuntos de
derivadas da log-verossimilhanca. Apresentaremos aqui trés propostas para corrigir
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as estatisticas da razao de verossimilhancas, escore e de Wald, seguindo os artigos de
Cordeiro e Ferrari (1991), Kakizawa (1996) e Cordeiro et al. (1998), relativas apenas
ao caso uniparamétrico. A originalidade aqui se restringe ao estudo de simulacao
para testar os graus de liberdade (g.l.) 6 da distribuicao t de Student para § =2 e
6.

Considera-se um conjunto de n observacoes independentes e identicamente
distribuidas y1,...,yn, que seguem qualquer distribuigao regular uniparamétrica
indexada por um parametro escalar desconhecido 6 supondo uma observagao y.
Seja L(6;y) a verossimilhanca total de um problema suposto regular e, seja ainda,
£(0) = log L(6;y) a log-verossimilhanca. Assume-se que ¢(f) satisfaz as condigbes
de regularidade padrdo e ainda Uy = dl(0)/d0,Use = d?£(0)/d6?, etc. No que
se segue, usa-se a notagao padrao para os cumulantes conjuntos de derivadas da
log-verossimilhanca:

Koo =E(Upg), koo =E(Upeo), rko,0= E(UZ) = —kop,
ko,00 = E(UgUpy), koo.00 = E(Ujg) — Kig, Keaoo =E(Usoge),

k0,000 = E(UiUgo) — ko0 Koo, ko.0.00 = E(Uy) =3k, e ko000 =E(UsUggo).-
Denota-se, também, as derivadas dos cumulantes com sobrescritos como
k) = drgo/dO, K3 = dProg/d6?, etc.

Outras identidades de Bartlett usuais sdo definidas como:

) (9)
Kg,0 = —Kgg, K9,0,0 = 2Kgg0 — gy , K0,00 = Kpg — K960,
0) (00)
K6,0,0,0 = —3Ke000 + 8Kygy — Okpy " + 300,60,

K0,0,00 = K0060 — 2ff§%)9 + fﬁ(%e) — K66,00, K0,000 = ffgz;)g — K660 -

A grande vantagem das identidades de Bartlett é facilitar a obtengdo dos
cumulantes k’s, pois determinada parametrizacao pode conduzir a um calculo direto
simples de alguns cumulantes, sendo os demais calculados de forma indireta através
destas identidades (Cordeiro, 1999). Esses cumulantes tém grande aplicabilidade
no calculo de correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razao de

verossimilhancgas e escore. Os detalhes estao descritos em Cribari-Neto e Cordeiro
(1996).

4.1 Trés estatisticas corrigidas

Os testes em grandes amostras, cujas distribuigoes de referéncia sao qui-
quadrado, mais conhecidos s@o: razao de verossimilhancas (w), escore (S) e Wald
(W). Apresenta-se, aqui, trés estatisticas corrigidas correspondentes aos testes em
grandes amostras. Porém, na Segao 5, é apresentada a estatistica proposta por
Cordeiro (1998) cuja aplicabilidade sera ilustrada para obtencao das probabilidades
referentes as distribuigoes gama G(u, ¢) e t-Student com v graus de liberdade.
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Para testar H : # = 6 em qualquer distribuicio regular uniparamétrica,
em que 09 é um valor especificado para 6, assume-se que T — X7 sob a hipdtese
nula H. Denote a log-verossimilhanga total por ¢7(0) e a fungao escore total por
Ur(0) = dér(9)/df. Entéo, T pode tomar a forma de qualquer estatistica a seguir

w = 2[r(0) — tr(0)], S =Ur(0)?/(nFe),

W = n(a— 9(0))2 /1%979, MW = n(é\— 9(0))2 E9,97

em que Kgg € Ko sdo a informacgdo para uma observagdo avaliada em 6 e 6,
respectivamente.
Tem-se que

P(T'<z)=P(xi <z)+0(n™").

P(T* <z) = P(x? <z)+0(n3?).
A seguir, apresentam-se trés propostas para corrigir a estatistica T

e Cordeiro e Ferrari (1991):

T =T 1—%(a1+a2T+a3T2) .

e Kakizawa (1996):

1 4
KT)=T"+ Z[a%T + 2000372 4 201003 + gagT?’

9
+ 3aa T + ga?TE’].

e Cordeiro, Ferrrari e Cysneiros (1998):
~ I ol
T=,/— -2 _
A/ 3o, exp <3a1 ag) x
[ 2 2
Pl vVoar T +4/—ay | —P — Q9 s
3aq 3o

se a1 > 0 (v é sempre nao negativo).
Quando a1 =0 (e ay #0)

T L exp(—a3z){1 — exp(—2a2T)}.

20(2
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As expressoes dos coeficientes «a, oo e a3 acima estdo descritas para cada
estatistica nos papers correspondentes. Vide, também, as Se¢des 5.7 a 5.9 do livro de
Cordeiro (1999). Diferentes «;’s sdo apresentados correspondendo as estatisticas de
razao de verossimilhancgas w, estatistica escore S, estatistica de Wald W e estatistica
de Wald modificada MW . Tem-se os seguintes «;’s para a estatistica da razao de
verossimilhancas w:

_ 5ndgg + 24rgy) (kg — roos)  Kosso +4(rgg ) — Figp)
! 12 53, 4r2, ’

OQ:O(g:O.

Para a estatistica escore 5, tem-se que

2
—Kp.0,0
3 b
36 Ky

o] =

2 3
10Kg 9.9 + 3 Kooko,0,0,0 — Iy

(65) 3
36 Ky

)

2 3
*5%0’9’9 - 3/€99/€9797979 + 9%09
3 .
12 K3,

Para a estatistica de Wald W, tem-se que

Q3 =

o —44&599 + 120&999/&&? — 81(/€é§)))2 + 12K60K06.,6,00
1=

12 k3,
 3K0059,0,0,0
12 k3,
—10kg002 + 48(2kg00 — 3K45)2
o=
2 72/{20
0 )
6(/'4;‘(90) — Regg)(l%‘ieeg — 45H(99))
+ 3
T2k5,
0 00
+3/€99,99 + 20%;;0 — 11Kkgg09 — 121€é0 )
1263, ’
2
_ _ _Mooe
37 36 k3,

E para a estatistica de Wald modificada MW, tem-se que

6 6
_ —44&599 + 1205999%&} — 81(/1;9))2 + 12&99&979,99 _ 3%99/@9,979,0
12 k3, 12 k3,

0 % 0
763/‘6999&%) — 22%399 — 45(Hé9))2 +4I€9099 — 4/&29)9 — 4/‘%979790 — 3%97979,9
2=

18 k3, 12 K3,

aq
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(0) 2
(3rgg — rove)
3
36 Ky,
Tome-se a distribuicao Poisson como forma de ilustragdo do uso dessas
estatisticas (1, 2 e 3 sdo indices que se referem a «;, as e az). Desse modo,
observa-se que

Q3= —

1

LRl= ;.

51:3%9, sz:_gl)ge, 53:6},
W1—69,7W2—189, W13—99,
MW2 =0, MW3= o

Ao exemplificar para a distribuicao em série logaritmica, tem-se que
1
LR1 = 20* + 660° log(1 — 0) + 86(0 + 1) log*(1 — 0
12600+ Tog(1 — g5 (20 + 00" log(1=0) +80°(0+ 1)log"(1 = 0)

—30 (0> — 20 — 2) log*(1 — 0) +2 (6> — 0+ 1) log* (1 — 0) } ,

{26% +3log(1 — 0)6 + (6 + 1) log*(1 — 0)}?

51 =
366{60 + log(1 — 0)}3 ’
1
2= 220* % log(1 — 2(2 log?(1 —
s 36610 + log(1 — 6))° {2260" + 660° log(1 — 0) + 6%(280 + 73) log™(1 — 0)
~30 (6% — 120 — 12) log*(1 — 0) + (76> + 80 + 7) log*(1 - 0) } ,
1
53 iE {220"+660° log(1 — 0)+6° (280 + 73) log® (1 — 0)

T 360{0+log(1 — 0
—30 (0°—120 — 12) log® (1 — 0)+ (76°+80 + 7) log* (1 — 0) } ,

1
1260{6 + log(1
+860%(0 + 1) log® (1 — 0) — 30 (6% — 20 — 2) log® (1 — 0)
+2 (6% —60+1)log" (1-6)},

1
360{0 + log(1 — 0)}3
+46% (6074430 — 20) log? (1 — 0)+ (700> —466) log* (1 — 6)
—2log” (1 — 0) + 30 (2560°+1860 — 18) log® (1 — )} ,

{36210g(1 — 0) + 267 + (40 — 2) log*(1 — )}

B 360{6 + log(1 — 6)}3 ’

Wil=

P {20*+66° log(1 — )

w2 {2260"+66°(120 — 1)log(1 — 6)

W3=
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1

" 360{0 + log(1— 0

+36%(2560 — 6) log®(1 — 6)

+6% (2467 + 460 + 1) log” (1 — 6)

+ (4307 — 280 + 7) log* (1 — 0) } ,

{467 +3(0 + 1) log(1 — )8 + (50 — 1) log”(1 — §)}
360{0 + log(1 — 0)}3 '

MW?2

g {226* + 66°(60 + 5) log(1 — 6)

MW 3=

4.2 Resultados de simulagao

Apresenta-se aqui alguns resultados de simulagao com o intuito de avaliar
a eficidcia das corregoes de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razao
de verossimilhancgas, escore, Wald e Wald modificada no teste de hipdtese sobre
os graus de liberdade da distribui¢do ¢-Student. Comparam-se os desempenhos dos
testes baseados nestas estatisticas com suas respectivas versoes corrigidas em termos
de tamanho. Estudos de poder serao realizados em pesquisa futura.

Por conseguinte, hé o interesse em testar o nuimero de graus de liberdade
f# em um modelo ty, em que § = 2 e 6. Os tamanhos amostrais considerados
foram n = 10,...,60. Em cada simulagao, computou-se o E.M.V. de 6 e as quatro
estatisticas nao corrigidas juntamente com as versoes corrigidas. Todas as entradas
das tabelas correspondem a porcentagens.

A taxa de rejeicao sob a hipotese nula, i.e., a percentagem de vezes que essas
estatisticas excederam os limites superiores apropriados (« = 0,05 e a = 0,10)
da distribuicio x7 de referéncia sio dados nas tabelas a seguir para § = 2 e 6,
respectivamente.

Todas simulacoes foram obtidas usando a linguagem de programacao R com
uma maximizacdo nao-linear da log-verossimilhanca com respeito a 6 e todos
resultados s@ao baseados em 10.000 replicagoes. Os valores nessas tabelas mostram
informagao importante.

Em principio, observa-se melhores resultados para as versoes corrigidas das
estatisticas tanto para a = 0,05 quanto para « = 0,10. Nota-se, ainda, que as
taxas de rejeigao se aproximam do valor nominal & medida que se aumenta n e 6.

Nos resultados da Tabela 1, para a distribui¢ao ¢-Student com dois g.l. (¢2)
e a = 0,05, tem-se que as estatisticas corrigidas apresentam melhores resultados
sendo a estatistica S* a que apresenta resultados préximos ao valor nominal para
n = 60. Para o = 0,10 correspondente a Tabela 2, observa-se um melhor
desempenho da estatistica corrigida S* e, ainda, que esta apresenta resultados
proximos ao valor nominal para n > 30. Ao analisar a Tabela 3 referente a
distribuigdo ¢t-Student com 6 g.l. (ts) para a = 0,05, tem-se que a estatistica
corrigida com melhor desempenho é S* quando se tem valores de n > 30. Para
a Tabela 4 em que a = 0,10, observa-se um melhor desempenho da estatistica
corrigida S* com relagao as demais estatisticas a partir de n > 20 e, ainda, que seus
resultados se aproximam do valor nominal para n > 30.
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Tabela 1 - Taxa de Rejeicao (%) obtida através das estatisticas ndo-corrigidas e
corrigidas para a distribuicao t-Student to

a=0,05

n 10 20 30 40 50 60
LR 545 257 183 146 119 83
LR* 145 126 11,1 93 7,7 62

S 31,0 22,1 178 152 124 99
S 11,7 108 94 71 68 56
1% 25,1 184 17,3 135 120 89

W 10,3 95 90 82 65 63
MW 272 239 192 16,7 141 94
MW* 11,9 104 92 83 69 58

Tabela 2 - Taxa de Rejeicao (%) obtida através das estatisticas nao-corrigidas e
corrigidas para a distribuicao t-Student to

a=0,10
n 10 20 30 40 50 60
LR 70,3 33,6 24,7 194 16,2 136
LR* 175 156 120 11,5 11,3 104

S 43,1 29,3 221 19,3 17,1 158
S 144 12,0 11,5 10,7 104 102
4% 36,9 253 237 181 154 14,2

W 15,7 13,8 12,6 11,9 11,3 10,5
MW 41,3 290 274 223 18,0 156
MW* 17,6 14,7 134 12,0 10,7 10,3

Tabela 3 - Taxa de Rejeicao (%) obtida através das estatisticas nao-corrigidas e
corrigidas para a distribuigao t-Student tg
a=0,05
n 10 20 30 40 50 60
LR 49,1 23,6 16,8 13,7 9,2 7,6
LR* 115 97 84 72 64 53

S 26,2 183 15,1 13,5 10,1 94
S 95 91 82 65 54 51
1% 234 17,5 16,0 124 11,8 83

w* 95 89 87 78 61 58
MW 257 204 17,9 154 13,6 8,7
MW* 112 99 85 7.7 64 56
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Tabela 4 - Taxa de Rejeicao (%) obtida através das estatisticas ndo-corrigidas e
corrigidas para a distribuigao t-Student tg

a=0,10
n 10 20 30 40 50 60
LR 63,1 32,3 221 173 14,1 133
LR* 14,4 132 11,7 11,1 10,8 10,3

S 395 27,7 208 17,9 16,3 15,1
S 132 11,8 11,1 105 10,2 10,1
0% 354 238 228 16,2 14,9 13,3

W 12,9 12,6 12,3 112 10,7 104
MW 393 272 251 19,7 16,1 14,0
MW* 130 124 11,9 108 10,5 10,2

Nota-se, em todos os casos apresentados nas tabelas, que a estatistica com
melhor desempenho é a S* e que as estatisticas nao-corrigidas apresentam piores
desempenhos dentre as demais quando comparadas aos valores nominais.

5 Correcao de Bartlett generalizada

Seja S* uma estatistica unidimensional com f.d.a. Fg«(y) e fungdo densidade
fs+(y). Considera~se que S* é obtida de uma amostra Y de n observagoes
independentes tendo funcoes densidades que dependem de um vetor de parametros
desconhecidos 6.

A idéia por tras do procedimento de modificacao de S* é baseado na suposigao
de que a fungao distribui¢do Fs«(y) possa ser formalmente expandida como

Fs-(y) = Fz(y) + Z(q)%%
=1

em que D'Fz(y) = d'Fz(y)/dy’, quando m — oo (vide equagao 5.6 em McCullagh,
1987).
A f.d.a. da estatistica S*, Fg«(y), pode ainda ser expandida como

Fs-(y) = Fz(y) + A1(y) + Az(y) + O(n=3/2), (21)

em que Fz(y) é a f.d.a. de uma varidvel aleatdria escalar Z de referéncia (nao
necessariamente normal) usada para aproximar a distribuigao de S*, 4 (y) e Aa2(y)
sao termos de ordens O(n~'/2) e O(n~1'), respectivamente, que dependem de
algumas diferencas dos cumulantes (k; —k;g) de S* e Z, sendo k; o0 i-ésimo cumulante
de S* e k;p 0 i-ésimo cumulante de Z.

A forma (21) daf.d.a. de S* sugere o uso de uma estatistica modificada definida
por

CF = 5% —b1(5") — ba(S™),
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em que b.(S*) = O,(n~"/2), para r = 1 e 2, sdo termos estocasticos aditivos
como funcoes da estatistica S*. Cordeiro e Ferrari (1998) deduziram que by (y) =
—Ai(y)/f2(y) e baly) = —A2(y)/f2(y) + Ai(y)*f7(y)/{2fz(y)*}, supondo que
fz(y) é ndo-nula no suporte de S*.

Assim, a estatistica modificada CF cuja fungao de distribuicao é Fz(y) até
termos de ordem O(n~!) é expressa como

_ o Ai(S%) 1 JAx(SY) - Au(ST)*f5(S%)
CF=58"|1+ F2(S%)S* + G {fZ(S*) 21,(5%)3 }] . (22)

O método que obtém (22) é formalmente valido e provado somente para que a
distribuigdo de S* inclua o termo de ordem O(n~!) da expansdo de Edgeworth.
Tem-se, P(CF < z) = P(Z < x) + O(n=%/2). O termo multiplicativo de S* em
(22) é um tipo de ajuste estocdstico envolvendo as fungoes A;(S*) e Ay(S*), de
ordens O(n~/2) e O(n~1), deduzidas da expansao (21), da densidade fz(y) com
sua primeira derivada f7(y) e da estatistica S*.

O fator multiplicativo estocédstico em (22) pode ser escrito como 1 +
b(S*,n;, F g) (y)), em que a notagao enfatiza a dependéncia das derivadas da fungéo
de distribui¢ao Fz(y), dos “momentos formais” 7;’s e da estatistica ndo modificada
S*.  Esses momentos formais sao definidos em termos de diferencas entre os
cumulantes de S* ¢ Z. Cordeiro e Ferrari (1998) definem este fator de ajuste
como corre¢ao de Bartlett generalizada tal que este é um resultado geral que pode
ser utilizado em muitos testes importantes na estatistica e econometria.

Suponha que existem p = () e 0 = o(f) tais que a estatistica padronizada
S* = (S — pu)/o, em que S é uma estatistica que depende dos pardmetros n e
0. A estatistica S* tem média zero e varidncia unitdria de forma a convergir em
distribuicao para uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao.

Combinando a equacao da expansao da f.d.a. em série de Edgeworth com
(21), pode-se observar imediatamente que Ay (y) = —p3d(y)Ha(y)/(64/n) e As(y) =
—o(y){paHs(y)/24+p3Hs(y)/72}/n. Substituindo esses resultados na equagao (22),
obtém-se

. P 1 [p3(48*2 —75")  pa(S** —35%)
F=5 - — -1+ — . 2
C S 5 \/H(S )+ 12”{ (23)
A equagdo (23) é a transformacéo cldssica polinomial de Cornish-Fisher para

obter normalidade quando os quantis estocasticos de ordem Op(n"g/ 2) e menores
sdo omitidos, isto é, CF ~ N(0,1) + O,(n=%/2).

3 2

Ezemplo 4. Mediante o uso da equagdo (20), apresenta-se a aproximagio da
distribuicdo gama G(u,®) de média p e pardmetro de dispersdo ¢ considerando
que é a f.d.a. da estatistica S*, em funcdo da distribuigdo exponencial Z com média
a (representando a f.d.a. da varidvel aleatéria Z). Seja Fz(y) = 1 —e %/ y > 0,
«a > 0. Inicialmente, tem-se que

D'Fy(y) = (1)1 , y>0, a>0. (24)
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A relagdo dos momentos em funcdo dos cumulantes para r =1, 2 e 3 é u; = K1,
llo = Ko, i3 = K3 € para 7 > 4 pode ser expressa como

21
My = HT+Z < _ 1)/€jﬂr—j~
im2

Assim, para r = 4, 5, 6 e 7 tem-se as seguintes identidades: 4 = k4 + 3K3, s =
K5+ 10K2Ks, g = Ke+ 1OKoK4 + 10f<a§ + 155% e 7 = k7 +10Kok5 + 805%&3 +20K3K4.
Sejam €’s as diferengas entre os cumulantes de S* e Z, tais que

e =(i—1lai [(bil‘l (g)z - 1} .

Tem-se que os 17; = O(a') x [¢;] representam momentos centrais em funcdo dos
cumulantes correspondentes, que sao iguais as diferencas entre os cumulantes de S*
e Z. Seja [e]; um fator que representa uma combinagio dos €;’s.

A aproximagdo da distribuicdo gama G(u,¢) em fungdo da distribuicao
exponencial de média « decorre substituindo na equacdo (20) a equacdo (24) e
i LOgO,

-~ i

Fs-(y) = Fz(y) —e™"/* > =

i=1

Supondo que m = 7, entdo a aproximagao para Fg«(y), que representa a distribuigao
gama G(u, @), serd

1 2 3 4
Fy(y) = Faly) =™ et greo b gres + (26 + ) + g (665 + Beocs)

) 1
+ 5[2466 +9(2¢e4 + €3) + 3€5 + 8€3] + ﬁ[72067 + 40€2(6€5 + Heaes)
+ 160€3¢3 + 120€3(2¢4 + €3)]},

emque, o =pee=¢ 07 1.

Na Tabela 5, apresentam-se os resultados exatos e aproximados para diferentes
valores de p e ¢ para a aproximacao da distribuigdo gama G(u,¢) em fungdo da
distribui¢do exponencial de parametro «, sendo @ = g = 1. Observa-se que a
aproximacao (20) é adequada somente quando ¢ > 1. Entretanto, pode ser usada
quando ¢ < 1 desde que y > 10. A Tabela 6 apresenta os resultados exato e
aproximado para y = 10 e ¢ < 1.

Ezemplo 5. Mediante o uso da equagdo (20), apresenta-se abaixo a aproximagao
da funcao de distribuicao ¢-Student com v g.l., considerando que esta é a f.d.a. da
estatistica S*, em fungao da distribuigao normal padrao Z. Tem-se,

t(t2+1)  t(3t5 — 7t* — 512 - 3)

P(T, <) = (1) - o(t) | = —+ 9612

+0W™3).  (25)
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Tabela 5 - Resultados exato e aproximado da distribuigao gama G(u,¢) pela
distribuicao exponencial de média um, para ¢ = 1,5,10,20 e 30 e
diferentes valores de y

y=1 &= 1 5 10 20 30
Exato 0.6321206  0.9932620  0.9999546 1 1
Aproximado  0.6321206  0.9915655  0.9960130  0.9983550  0.9991863

v =3 ¢= 1 5 10 20 30
Exato 0.9502130  0.9999997 1 1 1
Aproximado  0.9502130  0.9988585  0.9994604  0.9997774  0.9998899

y=5 ¢= 1 5 10 20 30
Exato 0.9932620 1 1 1 1
Aproximado  0.9932620  0.9998455  0.9999270  0.9999699  0.9999850
y =10, ¢= 1 5 10 20 30
Exato 0.9999546 1 1 1 1

Aproximado 0.9999546  0.9999990  0.9999995  0.9999998  0.9999999

Tabela 6 - Resultados exato e aproximado da distribuigdo gama G(u,d) pela
distribuigao exponencial de média um, para ¢ < 1 e y =10

y=10; ¢ = 0.2 0.4 0.6 0.8
Exato 0.8646647  0.9816844  0.9975212  0.9996645
Aproximado 0.8511665  0.9965158  0.9995440  0.9998807

A demonstragdo da equacdo (25) pode ser encontrada em Fisher (1925).
Johnson et al. (1995), também, apresenta esta equagao mas é importante a ressalva
de que é preciso realizar uma corregdo na equacao (28.15) contida na pégina 375
do livro, pois a segunda parte da férmula estd multiplicada pela funcao acumulada
da distribuicao normal, mas, a forma correta seria a fungao densidade da normal
padrao.

Finner et al. (2008) investigaram o comportamento assintGtico da f.d.p. e da
f.d.a. da distribuicao t-Student com v > 0 g.l. para v tendendo a infinito quando
o argumento t = t, da f.d.p. (f.d.a.) depende de v e tende a +o0o0. O respectivo
artigo volta-se para a andlise de algumas propriedades assintéticas da cauda da
distribuigao t-Student comparada com a distribui¢ao normal padrao.

Objetiva-se, portanto, utilizar o método apresentado no artigo de Cordeiro e
Ferrari (1998) para obter uma melhor aproximacéao da distribui¢ao t-Student.

Em principio, define-se v = n!/2, 12 = n e v® = n3/2, em que n é o tamanho
amostral. Tem-se, entao,

t(t?+1)  t(3t° —7tt — 5t2 - 3)

P(T, <t)=®(t) — o(t) Anl/2 + 96n

+0(n~%?). (26)
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Seja agora Fs(t) = ®(t) + A1 (t) + Aa(t) + O(n=3/2). Observa-se a partir de
(26) que

t(t*+1)
4nl/2 }

A(t) = -o(t)|

(35 — 7tt — 5t% — 3)}

Aat) = —6(t)| 56

Considerando como base a distribui¢do normal, através da equagiao (6) de Cordeiro
e Ferrari (1998), segue-se que

O T LRETLIE

ot t o(t)? (1) 2¢°(t)

Observa-se, entao, a necessidade da derivada de A;(t), sendo esta

AL(t) = _¢(t){3t2+ 1} B ,(t)[t(tQ + 1)}

4/ NG
Tem-se que % = ¢(t)(—=1)"H,(t), sendo assim, ¢'(t) = —¢(t)t, pois
H,(t) = t. Logo, obtém-se A/ (t) = % (t4 —2t2 — 1). Portanto,

t2+1) B+ —2t2-1) N t3(t2 +1)2 N (3t — 7t* — 5¢2 - 3)

t
=t -
+ 4Ant/2 16n 32n 96n

ou
tt2+1)  t(5t2+1)(t* +3)
4nt/2 96n.
Pode-se, assim, expressar a equagao (27) como
Qi) | Q1)

=t g 22
+\/ﬁ+n

em que Qu(r) = {0 ¢ Qy(r) = (O

Seguindo Cordeiro e Ferrari (1998, p. 515), deseja-se obter Fr, (t*) = ®(t),
em que t* é expresso pela equagdo (27). Dessa forma, é necessirio obtermos uma
equagao que expresse t em termos de t*. Esta equacao é deduzida a partir da
equacdo de inversao (6.74) em Kendall (1945, p. 167), sendo esta expressa por

=t . (27)

t—t* = g(t) = g(t* +t —t*)
= g(t*) +g(t")g'(t*) + g(t")g'(t*)* + %9(“)29”(“) +g(t")g' (t*)?
3 2 7

SV () () + ot g () 4
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Da equagao (27), tem-se, entdo, t — t* = g(t), em que g(t) = —Q\l/%") - Qr‘;l(t).

Para utilizar a equacao dada por Kendall (1945), torna-se necessério obter as
derivadas de g(t). Portanto,

3t24+1  25¢* +48t2+3

/
t =
g(t) 4yn 9%n
3t t(25t% + 24
DT D
2/n 24n
25¢2
q"(t) = _3 _ ﬂ
2y/n 8n

Apés determinar as derivadas de g(t), obtém-se a expansao de ¢t em funcao de
t*, ou seja,

*2 x4 *2 *2 *4
mt*{1— (2 —1) N (13¢** 4 8t*% 4 3) Lt (2t — 1)
4/n 96n 24n3/2
455¢*% — 656¢*¢ — 1158t** — 408t*% — 9
+ 921612
N 8970t*10 + 30745¢*% + 31464t*% + 12810t + 1950t*2 + 45
36864n5/2
656760t 10 + 1174855t*% + 827808t*% + 228375¢** + 19080¢*% + 297
+ 884736n3
25500t + 18550012 + 47911510 4 528055¢*% + 2392506 + 40194¢** + 2295¢*2 4 27
+ 884736n7/2
178125¢*1% + 1632000t 4 5586000t™'2 + 8765120t 4 6213130t*® 4 1733760t*5
+ 84934656n*

201096¢** + 8640t*2 + 81 }
84934656n4 :

E, considerando termos até ordem O(n~1), tem-se

(2 4+1) (52 + 1) (2 + 3) N (12 4+ 1)(3t*2 + 1)

N 961 160
2+ 1) (13t +8t*2 + 3
_p T AD PUST ST ) (28)
4v/n 96n

Para diferentes valores de v, apresenta-se na Tabela 7 a probabilidade exata
para a distribuicao ¢-Student, a probabilidade aproximada baseada na distribuigao
normal padrao (primeiro termo do lado direito de (26)), a probabilidade aproximada
baseada na equagdo (26) e a probabilidade da normal padrao utlizando o valor
da estatistica ¢ definida pela equagdo (28), isto é, a f.d.a. ®(-) no valor de ¢
correspondente & equagio (28).

Na Tabela 7 observa-se ainda que, a medida que v aumenta os valores obtidos
para (26), pela aproximagio de t obtida através das equagoes (27) e (28) sob
a distribuicdo normal padrao, se aproximam dos valores exatos da distribuigao

Rev. Bras. Biom., Sao Paulo, v.27, n.2, p.225-254, 2009 247



Tabela 7 - Valores aproximados da estatistica ¢ para diferentes valores de v = /n

v t Exato D(t) (26) (27) (28)
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
2 0.5 0.6666667 0.691462 0.666085 0.659960  0.666608
1.5 0.8638034 0.933193 0.862118 0.738720  1.000000
2.0 0.9082483 0.977250 0.893733  0.493767  1.000000
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
3 0.5 0.674276 0.691462  0.674071  0.671365  0.674171
1.5 0.884708 0.933193  0.884065 0.836974  0.961253
2.0 0.930337  0.977250  0.925134  0.795708  1.000000
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
4 0.5 0.678170 0.691462  0.678242 0.676724  0.678279
1.5 0.896404  0.933193 0.895693  0.871289  0.915385
2.0 0.940904 0.977250  0.939498  0.881713  0.999900
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
5 0.5 0.6808506  0.691462  0.680801 0.679831  0.680819
1.5 0.9030482 0.933193 0.902879  0.888018  0.908915
2.0 0.9490303  0.977250  0.947690 0.915821  0.987824
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
6 0.5 0.68256 0.691462  0.682530 0.681858  0.682541
1.5 0.9078596  0.933193  0.907757  0.897773  0.910083
2.0 0.9537868 0.977250  0.952973  0.932968  0.971901
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
7 0.5 0.6837964 0.691462 0.683778 0.683284  0.683784
1.5 0.9113508 0.933193 0.911284 0.904119  0.912351
2.0 0.9571903  0.977250  0.956659  0.942987  0.965457
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
8 0.5 0.684732 0.691462  0.684719  0.684341 0.684724
1.5 0.9139984  0.933193  0.913952  0.908563  0.914511
2.0 0.9597419  0.977250 0.959376  0.949461  0.963790
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
9 0.5 0.6854644 0.691462 0.685455 0.685157  0.685458
1.5 0.9160747 0.933193 0.916042 0.911841 0.916365
2.0 0.9617236 0.977250 0.961461 0.953949  0.963869
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
10 0.5 0.6860532 0.691462 0.686047  0.685805  0.686049
1.5 09177463 0.933193 0.917722  0.914356  0.917924
2.0 0.9633060 0.977250 0.963111  0.957227  0.964526
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
20 0.5 0.6887341 0.691462 0.688733 0.688673  0.688734
1.5 0.9253821 0.933193  0.925379  0.924577  0.925393
2.0 09703672 0.977250 0.970341 0.969073  0.970408
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
30 0.5 0.6896385 0.691462  0.689638  0.689611  0.689638
1.5 0.9279670 0.933193 0.927966  0.927615  0.927970
2.0 0.9726875 0.977250  0.972679  0.972143  0.972695
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
100 0.5 0.6909132  0.691462 0.690913  0.690911  0.690913
1.5 0.9316175 0.933193  0.931617  0.931587  0.931618
2.0 0.9758940 0.977250 0.975894  0.975849  0.975894
0.0 0.0 0.5 0.5 0.5 0.5
150 0.5 0.6910961 0.691462 0.691096 0.691095  0.691096
1.5 0.9321419 0.933193 0.932142  0.932128  0.932142
2.0 09763472 0.977250 0.976347 0.976327  0.976347

t-Student. Para o caso referente a f.d.a. ®(-) no valor de t correspondente &
equagao (27), observa-se que os valores das probabilidades aproximam-se do valor
exato apenas a medida que se aumentam os graus de liberdade. Para o caso
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referente a f.d.a. ®(-) no valor de ¢ correspondente & equagdo (28), nota-se que
os correspondentes valores das probabilidades se aproximam do valor exato da
distribuicao t-Student para valores pequenos de g.l. e para valores de ¢t pequenos
(exceto quando v < 5) e, ainda, & medida que o g.l. é aumentado esse valor de
probabilidade se torna ainda mais préximo do valor exato para qualquer valor de t
apresentado.

Dessa maneira, baseado em Cordeiro e Ferrari (1998), vé-se a possibilidade de
uso da propriedade Fr, (t*) = ®(t), em que t é agora expresso pela equagao (28), ou
seja, fazer uso da equacdo (28) em termos da distribui¢do normal padrao para obter
valores de probabilidade de uma distribuigao t-Student com v graus de liberdade.

6 Quadratura de Gauss-Hermite

A quadratura Gaussiana escolhe os pontos para se calcular a aproximagao da
integral de maneira otimizada, em vez de considerar apenas os pontos igualmente
espagados. Os nés y1,ys, ..., yn 0o intervalo [a, b] e os coeficientes ¢y, ¢a, . .., ¢, S80
escolhidos de modo a minimizar o erro esperado no calculo da aproximagao

b m
[ oy~ Y- it
a i=1

Para medicao da precisao é assumido que a melhor escolha desses valores seja a que
produza o resultado exato para a maior classe de polinémios, isto é, a escolha que
apresente o maior grau de precisdo (Burden e Faires, 2003).

Na quadratura de Gauss-Hermite, considera-se um método sistematico para
transformar a varidvel de integracao tal que o integrando seja amostrado em
uma regiao apropriada. A quadratura de Gauss-Hermite é usada muitas vezes
em estatistica para integracao numérica por causa da sua relagao com a fungao
densidade Gaussiana, mas parece que had uma freqiiente idéia inadequada dada a
sua implementacdo. A quadradura é definida em termos de integrais da forma

[ h fy) exp(—y)dy. (29)

Na quadratura de Gauss-Hermite, a integral (29) é aproximada por

/ " h ) exp(—)dy & S wif ), (30)
—o0 i=1

em que o0s y; sao zeros de m-ésima ordem do polinémio de Hermite e os w; sao pesos
adequados correspondentes (Liu e Pierce, 1994). Os y; s@o simétricos em relagio a
zero, de forma que a funcao f(y) é amostrada independente do campo em que se
estd interessado.

Para bons resultados, é necessario realizar algumas transformacoes ordinari-
amente, de forma que o integrando original seja amostrado num campo razoavel.
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Liu e Pierce (1994) consideram uma forma sistemédtica para aplicar a quadratura
de Gauss-Hermite para integrais da forma

/OO g(t)dt, (31)

— 0o

em que g(t) > 0. Como se pode observar, o requisito para resultados efetivos é
que a razao de g(t) com alguma curva Gaussiana seja uma funcdo moderadamente
suave. Isto resulta muitas vezes, por exemplo, quando ¢(t) é uma fungido de
verossimilhanga, no produto de uma funcao de verossimilhanga e uma fungao
densidade Gaussiana, e no produto de varias fungoes de verossimilhanga, etc. Liu
e Pierce (1994) assumem que ¢(t) apresentam tais caracteristicas e, em particular,
que é unimodal.

O objetivo da quadratura de Gauss-Hermite é realizar uma transformacao em
t tal que o integrando g(t) seja amostrado num campo aceitdvel. Liu e Pierce (1994)
definiram uma forma clara para alcangar esse objetivo, tal que fosse re-expressada
a quadratura de Gauss-Hermite (29) como a integral da forma

/_ T 06t o), (32)

em que ¢(t; u, o) é uma densidade Gaussiana arbitraria (Naylor e Smith, 1982). Os
nés amostrais sao, entao, t; = u + 2%0%, e os pesos sao modificados por w;/+/7.
Escolhe-se, entdo, pu e o tal que g(t) seja amostrada na regiao apropriada. Em

particular, toma-se [i para ter a forma de g(t), e 6 = l/f, em que

5 o
J=- ﬁlogg(t)

t=p
Isto resulta em uma densidade Gaussiana ¢(¢;{,6) que tem as mesmas
derivadas logaritmas de segunda ordem como na forma do integrando g(t). Define-se

g(t)

) = o(t; i, 0)

(33)
tal que se possa escrever

| swa= [ ot oy (34)

Ao aplicar a quadratura de Gauss-Hermite em (32) usando ¢(t; i, ), a funcao
h(t) e, por conseguinte g(t), serao amostradas no campo relevante, resultando

e - w; 1
[ ot~ 3" Senti+ 2to)

— 0 —1

NG
=256 > wiglji+2%6y,), (35)
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em que w; = w; exp(y?).

Liu e Pierce (1994) afirmam que a m-ésima ordem da quadratura de Gauss-
Hermite, conforme implementada em (35), serd altamente eficiente se a razao de
g(t) com uma fungao densidade Gaussiana ¢(¢; fi, &) possa ser bem aproximada por
um polindémio de ordem 2m + 1 na regiao onde g(t) é substancial.

Quando (35) é aplicada com apenas uma observagao, o resultado é

o0
| ottt = b@) = ) gt (36)
— 00

que é a aproximacao de Laplace para a integral. Assim, a m-ésima ordem da
quadratura de Gauss-Hermite, como implementada em (35), pode ser imaginada
como uma forma alternativa da “m-ésima ordem da aproximacao de Laplace”.

A precisdo assintética da aproximagdo de Laplace para inferéncia Bayesiana
foi estudada por Tierney e Kadane (1986). Wong e Li (1992) consideram que,
ao incorporar um termo de correcao de ordem superior, ocorre melhora das
aproximagoes de Laplace para aplicagoes na Estatistica. Esse método envolve
célculos de terceira e quarta derivadas do integrando g(¢). A quadratura de Gauss-
Hermite (35) envolve derivadas de g(t) apenas até segunda ordem, substituindo em
esséncia o uso de derivadas de ordem superior pela amostragem da fungéo g(t).

As aplicagoes estatisticas muitas vezes envolvem uma familia paramétrica de
integrais

o0
1)~ [ gt
— 00
em que a fungdo I() necessita apenas ser aproximada por uma constante de
proporcionalidade. Nesses casos, tudo que interessa sobre a precisao da quadratura
ou aproximacgao de Laplace é que o erro relativo varie lentamente com § (Liu e
Pierce, 1994).

Para o caso dos modelos lineares generalizados com efeitos aleatérios, Liu
e Pierce (1993), descobriram que a aproximacgao de Laplace é muitas vezes
praticamente exata. Essa mesma questao recai, também, na inferéncia Bayesiana
quando a integral de interesse define uma funcao de densidade a posteriori. Por
exemplo, se g(t) é somente proporcional & densidade a posteriori, entéo o significado
da posteriori para uma fungéo a(t) seria numericamente computada como

[ O:O alt)g(t)dt / L O:O g(t)dt.

7 Consideragoes finais

Neste artigo sao apresentadas algumas expansoes assintéticas utilizadas para
obter expansoes do tipo ponto de sela. O artigo faz uma revisao detalhada
das expansoes de Edgeworth, Lugannani-Rice e Daniels com exemplos. Foi feito
um estudo detalhado da estatistica proposta por Cordeiro e Ferrari (1998), que
aproxima, até a ordem de O(n~!), a soma padronizada de varidveis aleatérias
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independentes identicamente distribuidas. Através de avaliacbes numéricas
compara-se a peformance da estatistica de Cordeiro e Ferrrari (1998) com as
expansodes de Edgeworth, Lugannani e Rice(1980) e Daniels (1987). Mostra-se como
utilizar os resultados de Cordeiro e Ferrari (1998) na aproximagao da distribuigéo ¢-
Student para a distribuigdo normal padrao. As expansdes ponto de sela apresentam
diversas aplicagoes na estatistica, a exemplo da grande precisao em aproximar
fungoes densidade e de distribuicdo da soma e da média de varidveis aleatérias i.i.d..
Ainda, mediante aproximacao da funcao de distribuicao proposta por Cordeiro
(1998), foi possivel obter uma aproximagao da distribui¢ao gama G(p, ¢) em fungao
da distribuicao exponencial de média «. E, ainda, ao utilizar a estatistica, também,
proposta por Cordeiro (1998), foi obtida uma estatistica que ao ser usada em fungao
da f.d.a. da distribuigdo normal ®(t), resulta no valor aproximado da probabilidade
da distribuicao t de Student com v graus de liberdade. Isso, portanto, corresponde
a propriedade Fr, (t*) = ®(t). E importante observar que melhores resultados dessa
relagdo entre a estatistica (28) e a f.d.a. da distribui¢do normal sdo obtidos quando
v>9.
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density of the sample mean of independent and identically distributed random variables.
Cordeiro and Ferrari (1998) proposed a statistic which approximates to order O(n™") the
standardized sum of independent and identically distributed random variables, where
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