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Objetivo

Esse trabalho tem por objetivo introduzir, de forma intuitiva, o que se
conhece como a “Lei de Benford” para a distribuicao de probabilidade do
primeiro digito de numeros de um conjunto de dados.

llustraremos a lei para alguns conjuntos de dados como, por exemplo, a
sequéncia dos numeros de Fibonacci, sequéncia dos numeros primos € para

dados da CVM[4].

Introducao

Quando solicitamos a uma pessoa que diga qual € a probabilidade
associada para o primeiro digito de um conjunto de numeros, em geral, ela
deve fornecer intuitivamente o valor 1/9, ou seja, a mesma probabilidade de
ocorréncia para cada um dos nove digitos.

Newcombl[1] foi o primeiro a perceber que essa uniformidade nao era
valida em varias situacdoes e concebeu uma distribuicado de probabilidade
para o primeiro digito de numeros obtidos de varias fontes. Benford[2]
mostrou formalmente a lei, e encontramos resultados e propriedades mais
gerais da lei em Hill[3].

Consideremos o conjunto de dados fornecidos pela sequéncia dos
numeros de Fibonacci: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, .... Tomamos o primeiro digito de
cada numero, considerado da esquerda para a direita, e contamos a sua
frequéncia de aparicao. Por exemplo, para os numeros acima mencionados
verificamos que o primeiro digito desses numeros sao, respectivamente, 1, 2,
3, 95, 8,1, 2, ... . Considerando os 300 primeiros numeros de Fibonacci
temos a frequéncia relativa para o primeiro digito dada pela Tabela 1:

Primeiro digito 1 2 = 4 5 6 7 8 9 |Total
Porcentagem (%) |30,00(17,67|13,00(9,00(8,33|6,33|5,67|5,67|4,33| 100,00

Tabela 1: Tabela de frequéncia relativa para o primeiro digito dos numeros
da sequéncia de Fibonacci.

Notamos que para essa amostra dos numeros de Fibonacci a distribuicao
do primeiro digito esta longe de ser uniforme.

A lei

Como proposto por Newcomb, o primeiro digito dos dados acima segue
uma distribuicao logaritmica. O modelo tedrico foi demonstrado por
Benford[2], onde a probabilidade de ocorréncia do digito d, € na forma do
logaritmo:

P(d) =log (1+%_]), d=1,2,...9 (1)

A Figura 1 ilustra a Lei de Benford juntamente com os dados da Tabela 1:
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Figura 1: Grafico da frequéncia relativa do primeiro digito da sequéncia
dos numeros de Fibonacci e a Lei de Benford.

Observamos que, para os dados de Fibonacci, descritivamente, o ajuste
do modelo foi bom. Esse resultado foi validado pelo teste Qui-Quadrado de
aderéncia (a um nivel de significancia de 5%).

Outra fonte de dados que consideramos sao os valores (em reais) de
1.274 notas fiscais oriundos da CVM[4]. Contamos a frequéncia relativa do
primeiro digito do valor encontrado em cada uma dessas notas. Os
resultados indicam que a Lei de Benford se ajustou bem aos dados da CVM
conforme ilustra o grafico na Figura 2:
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Figura 2: Grafico da frequéncia relativa do primeiro digito dos dados da CVM.

Outros dados considerados foram a sequéncia dos numeros primos, onde
ilustramos na Figura 3 a frequéncia relativa do primeiro digito (ateé 100.000
ha 9.593 primos):
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Figura 3: Grafico da frequéncia relativa do
primeiro digito da sequéncia dos numeros primos.

Neste exemplo podemos verificar que o modelo de Benford ndo se
ajustou aos dados experimentais obtidos da sequéncia dos numeros primos.

Assim, observamos que a distribuicao de probabilidade para o primeiro
digito pode ser verificada em alguns tipos de dados como, por exemplo, 0s
numeros da sequéncia de Fibonacci e as notas fiscais da CVM que seguem
a Lei de Benford. Entretanto, em alguns dados como 0os numeros primos, a
lei nao se mostrou adequada para a distribuicao do primeiro digito.

Hill em seu artigo considerou uma generalizacao da lei dos digitos nao so
para o primeiro digito mas para os demais digitos. Por exemplo, formulando

a lei para o segundo digito temos que denotando d, o valor do segundo
digito:

0
Pd, =k)=> log(1+ 1 . k=0,1,2,...9 (2
(d, )%g( Aﬁdﬁ (2)

Com 4,4, denotando o nimero cujo primeiro digito € d, e segundo digito

igual a d,.
Por exemplo, para k=3,

P(d, =3)=log(1+ %3) +log(1+ %3) + ...+ log(1+ %3), (3)

Neste momento, temos a inclusao do algarismo O (zero) como mais uma
categoria que pode ser assumida pelo segundo digito.

Verificamos entao a distribuicao da frequéncia relativa do segundo digito
dos numeros da sequéncia de Fibonacci onde a contagem inicia-se a partir
do sexto numero (13) para que possa haver segundo digito, temos a
Tabela 2:

seqgundo digito 0 1 s 3 4 - G s o 9 |(Total
Porcentagem (%) |11,67 |12,00|9,00 (11,00 (9,00 (9,00 |8,00|11.00 (9,33 (10,00 (100,00

Tabela 2: Tabela de frequéncia para o segundo digito dos numeros da
sequéncia de Fibonacci.

A Figura 4 mostra que o modelo de Benford gerou uma curva quase
uniforme o que nao se adaptou bem aos dados do segundo digito dos
numeros de Fibonacci:
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Figura 4: Grafico da frequéncia relativa do segundo digito da sequéncia
dos numeros de Fibonacci e a Lei de Benford.

Conclusoes

Nem sempre a distribuicao uniforme € a que melhor se ajusta para
descrever o primeiro digito de um conjunto de dados. A Lei de Benford, com
forma logaritmica, € aplicavel em algumas situacoes e mostra que existe um
privilégio para o digito 1 frente aos demais digitos.

Hill também considerou a lei estendida para o segundo, terceiro e demais
digitos de numeros que “tende” a distribuicao uniforme.
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