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Prefacio

A area de teoria assintotica no Pais cresceu muito nos tltimos anos em termos de
producao cientifica. A idéia do trabalho surgiu face a inexisténcia de um livro em lingua
portuguesa que apresentasse os topicos mais importantes da teoria assintética. O texto
aborda estes topicos de forma introdutoria, embora o tratamento matematico seja super-

ficial para alguns deles.

Os pré-requisitos para sua leitura sdo conhecimentos elementares de célculo (diferen-
cial e integral) e de dlgebra linear e também nogoes basicas de inferéncia estatistica. O
texto, dividido em cinco capitulos, é destinado prioritariamente a alunos de mestrado e

doutorado. Entretanto, pode ser usado por alunos dos tltimos anos de graduacao.

O Capitulo 1 apresenta as nocoes basicas da teoria de verossimilhanga. O Capitulo
2 resume alguns conceitos fundamentais em métodos assintéticos que sao rotineiramente
usados em Probabilidade e Estatistica. Este capitulo é pré-requisito dos Capitulos 3, 4
e 5 que formam o nicleo da teoria assintotica de verossimilhanca. O Capitulo 3 trata
das expansoes assintoticas de maior interesse na Estatistica. O Capitulo 4 apresenta a
teoria assintotica de primeira ordem onde os resultados assintéticos classicos sao usados
com a finalidade de se fazer inferéncia. O Capitulo 5 aborda refinamentos dos métodos
e procedimentos do Capitulo 4, onde se modificam os resultados assintoticos classicos
para se obter melhores aproximagoes na inferéncia. Ao longo de todo o texto muitas
demonstracoes foram omitidas, principalmente quando o entendimento do assunto nao
depende delas. Por ser um texto introdutorio, intimeras vezes o formalismo matematico
foi sacrificado para se ter uma forma mais simples e evidente de apresentar os conceitos
e resultados. Em cada capitulo, exemplos procuram consolidar a teoria apresentada e a
série de exercicios no final, sendo a grande maioria destinada a alunos de mestrado, visa

a exercitar o leitor sobre o assunto abordado.

Vérias pessoas contribuiram para este livro. Sou grato aos colegas da UFPE,
Audrey Cysneiros, Claudia Lima, Francisco Cribari-Neto (Coordenador do Mestrado
de Estatistica da UFPE), Francisco Cysneiros, Hérbetes Cordeiro Junior, Isaac Xavier

e Jacira Rocha, e do IME/USP, Licia Barroso e Silvia Ferrari, que leram partes do
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manuscrito e deram sugestoes tteis. Agradeco a Coordenacao do Coldéquio Brasileiro de
Matematica e, em especial, aos professores Paulo Cordaro (USP) e Jacob Pallis (Dire-
tor do IMPA), pelo convite para escrever este texto. Agradego ainda ao Oscar P. Silva
Neto pelo excelente trabalho de preparacao dos originais e aos professores Adiel Almeida
(Coordenador do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia de Producao da UFPE),
Carlson Vergosa (Chefe do Departamento de Engenharia Mecanica da UFPE) e Enivaldo
Rocha (Chefe do Departamento de Estatistica da UFPE) pelas condigoes oferecidas de

apoio a este trabalho.

Finalmente, desejo expressar o meu apreco a minha esposa Zilma Cordeiro pela
paciéncia com o meu isolamento de fins de semana em Gravatd, onde pude escrever este

livro.

Rio, abril de 1999
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Capitulo 1

Fundamentos de Inferéncia
Estatistica

1.1 Introducao

A inferéncia é a parte fundamental da Estatistica e, claramente, é tao antiga quanto a
teoria e os métodos que formam a Estatistica atual. As primeiras técnicas de inferéncia
surgiram a mais de 200 anos com os trabalhos de Bayes, DeMoivre, Gauss e Laplace. A
inferéncia estatistica baseada diretamente na funcao de verossimilhanca foi proposta por
Sir Ronald Fisher em 1912 mas sé foi intensificada no periodo de 1930 a 1940 gracas as

suas contribuigoes em problemas de experimentacao agricola.

O processo de inferir a partir dos dados observados sobre parametros desconhecidos é
parte fundamental da l6gica indutiva. A inferéncia cientifica se confunde com a inferéncia
estatistica quando a conexao entre o “estado da natureza desconhecido” e os fatos obser-
vados sao expressos em termos probabilisticos, i.e., 0 mecanismo de geracao dos dados é
governado por uma componente especificada e um erro estocédstico que varia de acordo
com uma distribui¢do de probabilidade (conhecida ou desconhecida). Esta composi¢ao de-
fine o modelo estatistico que descreve a estrutura probabilistica dos dados como fung¢ao de

quantidades de interesse conhecidas e de outros parametros possivelmente desconhecidos.

A inferéncia visa a construir procedimentos ou regras apropriadas de alguma natureza
cientifica baseando-se num certo conjunto de dados, tais como: obter uma estimativa de

um parametro 6 desconhecido, construir um conjunto de valores possiveis de 6 que tenha
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uma confiabilidade especificada ou decidir sobre um valor previamente concebido para 6.
Neste sentido, as atividades fim da inferéncia sao: a estimacao, a construcao de regioes

de confianga e o desenvolvimento de testes de hipdteses.

Virias metodologias de inferéncia tém sido propostas e as mais importantes sao decor-
rentes das teorias de verossimilhanca, Bayesiana, “fiducial” e estrutural. Este texto trata
exclusivamente da teoria de verossimilhanga. Sobre esta teoria, Sir David R. Cox fez o
seguinte comentario: “The likelihood approach plays a central role in the great majority of
statistical theory and it does apply when the main object of the investigation is inferential,
i.e., to obtain answers to specific questions about the model.” Na teoria Bayesiana, qual-
quer incerteza sobre os parametros desconhecidos de um modelo estatistico (como por
exemplo, a validade do modelo) é expressa em termos de probabilidades que representam
“graus de credibilidade” do estatistico Bayesiano. A inferéncia sobre um parametro 6 para
um certo conjunto de dados é conduzida por uma distribuigao a posteriori apropriada para
0. A teoria “fiducial” é certamente a mais dificil e problematica destas teorias, pois alguns
dos seus principios sao obscuros e dao origem a interpretagoes contraditérias. Ela s6 é
considerada relevante quando 6 é completamente desconhecido antes da experimentagao.
Nao é necessario supor qualquer distribuicao a priori para #, pois ao aplica-la obtém-se
dos dados uma distribuicao de probabilidade para este parametro. Finalmente, a teoria
estrutural (Fraser, 1968) considera que um experimento tem estrutura prépria fora do
contexto da familia de distribuicoes proposta para as observacgoes dado #. Os erros de
medicao representam caracteristicas objetivas do processo de geracao dos dados e existem

independentemente do que foi realmente observado.

Este capitulo aborda os fundamentos da teoria de verossimilhanga. Os conceitos
bésicos de fungao de verossimilhanca, fungao escore, informacao e suficiéncia sao apresen-
tados de forma resumida como pré-requisitos dos Capitulos 4 e 5, onde serd discutida a
teoria de verossimilhanca no contexto de grandes amostras. O leitor podera consultar o
livro de Edwards (1972) para ter uma abordagem ampla das técnicas baseadas na fungao

de verossimilhanga.



229 Coldquio Brasileiro de Matemdtica 3

1.2 Funcao de verossimilhanca

Suponha que y é o valor observado de uma varidvel aletéria Y = (Y1,...,Y,)? caracteri-
zada por uma fungao de probabilidade ou densidade com forma analitica f(y;#) conhecida
mas dependente de um vetor § = (04, ...,0,)" de parametros desconhecidos. Seja © C R”
0 espaco paramétrico representando o conjunto de valores possiveis para o vetor . A
fungao f(y;60) é denominada func¢ao do modelo estatistico e define alguma familia F de
distribuicoes de probabilidade. O objetivo da inferéncia é determinar a distribuigao de Y’
na familia F, ou equivalentemente, testar uma hipdtese expressa através de #. A teoria

de verossimilhanca representa um dos métodos mais comuns de inferéncia estatistica.

A fungao de verossimilhanga L(0) é definida como sendo igual a fungao do modelo,
embora seja interpretada diferentemente como funcao de € para y conhecido. Assim,
L(0) = f(y;0). A inferéncia de verossimilhan¢a pode ser considerada como um processo
de obtencao de informacao sobre um vetor de parametros 6, a partir do ponto y do espaco
amostral, através da fungao de verossimilhanga L(6). Varios vetores 3's podem produzir
a mesma verossimilhanga ou, equivalentemente, uma dada verossimilhanca pode corres-
ponder a um contorno R(y) de vetores amostrais. Este processo produz uma redugao
de informacao sobre @, disponivel em y, que é transferida para as estatisticas suficientes
definidas pela funcdo de verossimilhanca (vide equacdo (1.5) a seguir). E impressionan-
te como os conceitos (aparentemente distintos) de suficiéncia e verossimilhanga, ambos

introduzidos por Fisher, estao intimamente relacionados conforme a descrigao acima.

A inferéncia via verossimilhanca é fundamentada em principios genéricos como os
descritos a seguir. O principio de suficiéncia estabelece que vetores de dados distintos
com os mesmos valores das estatisticas suficientes para um vetor # de parametros fornecem
conclusoes idénticas sobre 6. O principio fraco de verossimilhan¢a implica que vetores de
dados com verossimilhancgas proporcionais produzem as mesmas conclusoes sobre . Para
a validade destes dois principios, admite-se que o modelo estatistico em investigagao é
adequado. O principio forte de verossimilhanca é relativo a variaveis aleatorias distintas
que dependem de um mesmo parametro e de um mesmo espaco paramétrico. Supondo
que dois modelos sao adequados aos vetores de dados y e z em questao, este principio

estabelece que se y e z fornecem verossimilhancas proporcionais, entao as conclusoes sobre
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0 tiradas destes dois vetores de dados sao idénticas.

Muito frequentemente, as componentes de Y sao mutuamente independentes para
todas as distribui¢oes em F e a verossimilhanca de 6 reduz-se a

n

L) = [ f(vi:0) - (1.1)

=1

Usualmente, trabalha-se com a log-verossimilhanga ¢(0) = log L(6), também chamada de
funcao suporte. No caso de varidveis aleatérias independentes, a log-verossimilhanca é

aditiva

(0) = f)log [y 0) . (1.2)

Em geral, mesmo no caso de variaveis aleatorias dependentes, a log-verossimilhanca pode
ser dada por uma soma, definindo-a a partir das fung¢oes densidade (ou de probabilidade)
condicionais. Seja Y;) = (Y7,...,Y;)" e defina a fungao densidade condicional de Y; dado

Yij—1) = Y-1) PO fyj|v,_y, (UilY(i-1); 0). Assim, a log-verossimilhanca de 6 ¢ dada por

00) = > log fy,iv,, WilyG-1);0) (1.3)

=1

com Y(g) especificando o que for necessario para determinar a distribuicao da primeira

componente Y;. A versao (1.3) é importante nos modelos de séries temporais.

Exemplo 1.1 Suponha que as componentes de Y sdao geradas por um modelo autore-
gressivo estaciondrio de primeira ordem com parametro de correlacao p e média p, i.e.,
Y; = p+p(Y;_1—p)+e€j, onde €, . . ., €, sao varidveis aleatorias independentes distribuidas
como normal N(0,7). A log-verossimilhanga (1.3) para 6 = (u, p,7)T se simplifica pois a
distribuicao de Y dado Y;_1y = (Y1,. .. ,Y; 1) depende somente de Y;_ e contribui para

a log-verossimilhanga com o termo

| )
log. fy v, (W3lY-13 0) = =5 log(2r7) = (27) " Hy; — 1 = ply;1 — w)}* -
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Assim, a log-verossimilhanga total £(0) reduz-se a
n 1 2 -1 2
(6) = 5 og(2mr) + 3 loa(1 - ) — (2r) ™ {(3a — )

+(yn — 1) + (1 + p) Z:: 1)’} + = Z 1) (yj—1 — ) -

A funcao de verossimilhanga informa a ordem natural de preferéncia entre diversas
possibilidades de #. Um conjunto de dados é mais consistente com um vetor 6 do que
com outro & se a verossimilhanca associada a 6 for maior do que aquela associada a
0'. Generalizando, entre os possiveis candidatos para estimar o parametro verdadeiro 6,
a partir dos mesmos dados y, o vetor de parametros mais plausivel é aquele de maior
verossimilhanga. Neste sentido, o método de méaxima verossimilhanca (MV') objetiva
escolher o valor do vetor 6 de parametros (ou a hipdtese no sentido mais amplo) que fornece
a chance mais provavel de ocorrer novamente os mesmos dados que ocorreram. Assim,
para estimar o vetor verdadeiro 6y de parametros, escolhe-se aquele vetor de parametros
que maximiza a fungao de verossimilhanga no espaco paramétrico ©. Logo, a estimativa
de mdzima verossimilhanga (EMV) de 6 é o vetor 6 que maximiza L(f) em O, isto ¢,
L(0) > L(0) para todo § € ©. Muitas vezes existe um tnico vetor de parametros que
maximiza a verossimilhanca em ©, sendo portanto o uUnico vetor mais plausivel neste
espaco paramétrico. Entretanto, a EMV pode nao ser tinica e nem mesmo finita dentro
de um dado espago de parametros. A EMV 0 desempenha um papel central na inferéncia

paramétrica em grandes amostras (vide Capitulo 4).

Como a funcdo logaritmo é monétona, maximizar L(6) e £(f) em O sdo processos

equivalentes. Entao, a EMV 6 ¢ definida de modo que para todo 6 € ©

1(0) > 0(6) . (1.4)

O gréfico de £(0) versus 6 em © é chamado superficie suporte. Para p = 1 este gréfico
(curva suporte) é bastante informativo, embora nao tenha valor imediato no célculo de 0.
Para p > 3 a superficie suporte nao pode ser tracada e deve-se recorrer a técnicas iterativas

apresentadas na Secao 1.4. Se © é um conjunto discreto, computa-se £(6) para os diversos
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0's e escolhe-se f como aquele valor de 6 correspondente ao méximo £(A). Quando £(6)
é continua e diferenciavel em ©, a EMV 0 pode ser obtida resolvendo-se o sistema de
equagoes simultaneas 00(0)/00, = 0 para r = 1,...,p desde que # nao se encontre na
fronteira do espago paramétrico. Das solugoes deste sistema (em geral nao-linear) pode-se
achar a EMV 6. Convém frisar, entretanto, que a EMV nao coincide necessariamente com
alguma solucao do sistema. Mesmo que o sistema tenha solucao tnica, nao significa que

ela seja a EMV, que pode até mesmo nem existir.

Como foi enfatizado anteriormente, a funcao de verossimilhanca resume toda a in-
formagao relevante sobre um vetor de parametros e, em especial, o quociente de verossi-
milhancas ou a diferenga entre log-verossimilhancas expressa as plausibilidades relativas
de dois vetores de parametros especificados. Assim, a verossimilhanca retira dos dados
toda a informacao relevante para inferir sobre um vetor de parametros de interesse e a
sua “inspecao” possibilita responder questoes especificas sobre estes parametros. Toda
informacao relevante na verossimilhanca sobre um vetor de parametros esta contida num
conjunto de estatisticas denominadas suficientes, definidas a seguir. Assim, um conceito
diretamente relacionado a verossimilhanca é a suficiéncia. Considere-se uma estatistica
S = S(Y) funcdo das varidveis aleatdrias Y,...,Y,. Seja s o valor observado de S. Diz-
se que S é suficiente para 6 na familia de distribuicoes definida por F se a distribuicao
condicional f(y|s) de Y = (Yi,...,Y,)T dado S = s independe de 6. A suficiéncia de S
implica que toda informacao relevante que os dados y contém sobre 6 estd concentrada
em S. Uma condigao necesséria e suficiente para esta suficiéncia é que a verossimilhanca

possa ser fatorada na forma

L(0) = g(s,0)h(y) , (1.5)

onde ¢(+,-) depende dos dados y somente através de s = s(y) e h(y) é uma fun¢ao dos
dados que independe de #. A condic¢ao (1.5) é conhecida como o Teorema da Fatora¢ao
de Neyman-Fisher. Uma demonstracao detalhada (o caso discreto é trivial) pode ser
encontrada no livro de Lehmann (1959, p.470). Claro que se S é suficiente para 6, qualquer
fungao um-a-um de S também é suficiente. A escolha entre distintas estatisticas suficientes
para um parametro pode ser baseada na consisténcia, eficiéncia e no fato de ser nao-viesada

(Segao 4.1.1).
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Uma propriedade que relaciona a suficiéncia e a verossimilhanca pode ser deduzida
diretamente da fatoragao (1.5). Se existe um conjunto de estatisticas Sy, ..., Sy, conjun-
tamente suficientes para os parametros 0y, ...,60,, segue-se de (1.5) que maximizar L(0)
equivale a maximizar a distribui¢do conjunta dessas estatisticas (identificada como g(s, 6))
em relagao aos parametros. Entao, as estimativas de MV él, e ,ép devem ser funcgoes de
S1,..., S5, Entretanto, as dimensoes m e p de S e 0, respectivamente, nao sao necessa-
riamente iguais. O caso m < p podera ocorrer se existirem relagoes nao-lineares entre as
componentes de #, mas a situagao mais comum na pratica é m > p. Como as componentes
do vetor 0 podem nao ser funcoes um a um das estatisticas suficientes Si,...,.5,,, as es-
timativas él, e ,ép nao formam necessariamente um conjunto de estatisticas suficientes

para 6, pois podem ser apenas fungoes de um subconjunto dessas estatisticas.

Usando-se a defini¢ao de suficiéncia ou a condigao (1.5) é facil mostrar, por exemplo,
que no caso de observagoes iid (independentes e identicamente distribuidas), a média
amostral é suficiente para a média da distribuicao de Poisson e para a probabilidade de
sucesso da distribuigao binomial. Pode-se ainda verificar no caso iid que se Y ~ N(ju, 0?)
a verossimilhanca para 6 = (u,0?)” pode ser fatorada como (1.5) com ¢(7, s%, i, 0?)
onde ¥ = My;/n e s> = X(y; — ¥)?*/n e, portanto, a média 7 e a variancia s* amostrais

2

sdo estatisticas conjuntamente suficientes para p e o?. Entretanto, s sozinha nao serd

suficiente para o? quando yu for desconhecido. A partir da log-verossimilhanca do modelo
n—1
autoregressivo discutido no exemplo 1.1, observa-se que as estatisticas y? + y2, Z y]2 e

J=2
n

Z Y;y;—1 sao suficientes para os parametros p e 7 quando g é conhecido.
=2

A inferéncia através da fungao suporte deve ser consistente com os dados observados
e, portanto, as conclusdes nao deverao ser alteradas por dois tipos de transformagoes: (i)

transformacao inversivel de Y'; (ii) transformacao néo necessariamente inversivel de 6.

Mostra-se agora que a funcao suporte quando usada relativamente é invariante segun-
do transformagao univoca dos dados. Supondo uma transformacgao um-a-um da variavel
aleatdria continua Y para Z=Z(Y), a verossimilhan¢a segundo os novos dados z (L*(; z))

pode ser expressa em termos da verossimilhanga segundo os dados y (L(6;y)) por

L*(0;z) = L(0;y)|T| , (1.6)
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onde 7' = % é o Jacobiano da transformagao de Y para Z suposto ndo-nulo. De (1.6) vem
05(0; z) = £(6;y) + log |T|, o que demonstra a invariancia da fungao suporte em relagao a

transformacao dos dados.

A funcao suporte relativa a um novo parametro ¢, supondo que os dados sao mantidos
constantes, onde ¢ = f(f) e f é uma transformagdo um-a-um, é encontrada diretamente
substituindo § por f~1(¢). Tem-se £(0) = £(f~(4)) = £*(¢), onde £ e £* sdo os suportes em
termos de 0 e ¢, respectivamente. Se 6 é a EMV de 6, obtém-se £(6) > £() para qualquer
0. Definindo ¢ = f(0) vem, para todo ¢, £(f~1(d)) > L(f~1(¢)) ou seja £*(d) > £*(¢), o
que implica ¢ ser a EMV de ¢ = f(6). Note-se que as superficies suportes £(6) e £*(¢) tém
formas distintas, porém o mesmo méximo £(f) = ¢*(¢). Assim, o valor da verossimilhanca
maximizada segundo um modelo estatistico é unico, qualquer que seja a parametrizagao
adotada para o modelo. A propriedade de invariancia estabelece que a EMV de f(0) é a
funcao f avaliada na EMV de 6. Ela é importante, pois alguma parametrizagao do modelo

pode conduzir a simplificacoes mais consideraveis no calculo da EMV. A demonstragao

desta propriedade é imediata usando a regra da cadeia no caso de f(6) ser diferencidvel.

1.3 Funcao Escore e Informacao

A primeira derivada da fungao suporte é chamada fun¢do (ou vetor) escore

o)

U®) = 5 (1.7)

onde o operador % é interpretado como um vetor coluna e, portanto, U(f) é um vetor
p x 1. Assim, U(f) é o vetor gradiente da superficie suporte em . As equagoes de MV

sao expressas por U(f) = 0 mostrando que a fungao escore é zero em 6.

~

As equagdes de MV sao usualmente nao-lineares e nestes casos as solugoes de U(#) = 0
devem ser obtidas por técnicas iterativas. Quando as EMV tém forma fechada, pode
ser viavel determinar suas distribuicoes exatas e, portanto, obter suas propriedades em
pequenas amostras. Quando este nao é o caso, a inferéncia deve ser baseada na teoria

assintética apresentada nos Capitulos 4 e 5.

Como ilustragao do célculo de EMV, considere n observacoes #id da distribui¢ao nor-
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mal N(p,0?) e da distribuicao de Cauchy, cuja densidade é f(y;0) = 7 {1 + (y —
0)*}~1, y € IR, com o parametro 6 representando a mediana da distribuigao. No caso da
normal, as EMV sao facilmente obtidas de /i = 7 e 6% = 52, i.e., igualam as estatisticas con-
juntamente suficientes para estes parametros. Sabe-se que ji ~ N(u,0?/n) e 62 ~ %2)(,21_1
e como suas distribuigoes sdo independentes, v/n — 1(y — p)/s tem distribuigao ¢, ; (¢
de Student com n — 1 graus de liberdade). Estes resultados possibilitam determinar in-
tervalos de confianca exatos para os parametros da normal ou de qualquer distribuicao
definida por uma transformacao a partir da distribuicao normal. A idéia de transformar
uma variavel de modo a obter normalidade é de grande interesse na Estatistica. Por
exemplo, se Y ~ N(u,0?) define-se a distribuigao lognormal (Z ~ LN(u,c?)) de dois
parametros por Z = exp(Y). E evidente que a estimacao por MV dos parametros em

2. Por exemplo, a

qualquer parametrizacao de Z é feita através das estimativas ji e &
EMYV do r-ésimo momento p,. = E(Z") de Z é simplesmente /i, = exp(rj + r?6%/2) para
r > 1. No caso da estimagao do parametro 6 da distribuicdo de Cauchy (exemplo 1.4
dado a seguir), a equagdo de MV nao tem forma simples, sendo representada por um
polinémio de grau n — 1 em 6 cujas solu¢oes em geral incluem varios maximos e minimos

da log-verossimilhanca. Portanto, a inferéncia sobre 6 deve ser baseada em propriedades

assintéticas de sua EMV 6.

A matriz de informacao (algumas vezes chamada informagao esperada) para 0 € IR?

obtida dos dados y é uma matriz p x p definida por

K(0) = E{UO))UO)"} . (1.8)

Para observagoes independentes, a funcao escore e a informagao sao somas de contribuicoes

individuais sobre 6.

Este texto considera apenas problemas regulares que satisfazem as seguintes condigoes:
(a) © é fechado, compacto e tem dimensao finita sendo o parametro verdadeiro 6y um
ponto interior de ©; (b) f(y; #) ¢ uma fungdo um-a-um de 6; (c) as trés primeiras derivadas
de () existem numa vizinhanga de 6y; (d) K(6) é finita e positiva definida numa viz-

inhanca de . Além das condigoes (a)-(d), admite-se, para modelos continuos, que a
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igualdade
;E{t(Y)} = /t(y)aaef(y; 0)dy

é vélida para qualquer estatistica t(Y'). Para modelos discretos basta substituir esta
integral por um somatério. Esta equagao garante que as operacoes de diferenciacao com
respeito a f e integracao em y sao permutaveis. Isso é possivel, por exemplo, se os limites
de variacao de y sao finitos e independem de # ou, no caso de infinitos, se a integral
resultante da permutacao é convergente para todo € e o integrando é uma fungao continua

de y e 0. Estas condicoes de regularidade serao rediscutidas na Secao 4.1.3.

As condigoes anteriores sao usadas para justificar expansoes em séries de Taylor e
técnicas similares. Uma discussao mais detalhada destas condig¢oes pode ser encontrada
em LeCam (1956, 1970). De agora em diante omite-se o argumento 6 das fungdes de
verossimilhanca, suporte, escore e informagao, escrevendo abreviadamente estas quanti-
dades como L, /¢, U e K. Ainda, a distribuicao conjunta dos dados é escrita apenas como f
sem os argumentos y e 6. As demonstracoes serao dadas em forma resumida para modelos

continuos. Para modelos discretos, basta substituir a integral por um somatorio.

A esperanca e a covariancia da fungao escore sao dadas por

EU)=0 (1.9)
e
our ¢
CoviU)=F|—F+|=FE|——= ] =K 1.10
ov() ( 00 ) ( 6989T> ’ (1.10)
respectivamente. De (1.7) U = %% e, entdo, E(U) = [ g—gdy = %(f fdy) = 0. Diferen-
ciando [ U fdy = 0 em relagao a # vem f{ag—;f + Uaaf%}dy = f{ag—; + UUT} fdy = 0.

Por (1.8) e (1.9) obtém-se (1.10). Esta equagao implica que o elemento (r,s) de K pode

52 . .
ser calculado de duas formas, como —E{325-} ou E{2- 2L}, sendo a primeira geral-

mente mais facil. De agora em diante, quantidades avaliadas na EMV 6 serao escritas
com superescritos A.
. . . . ~ . . T
A matriz de primeiras derivadas da funcao escore com sinal negativo J = —aa% =
2 , . . . ~ . . s
—aga—gT é denominada matriz de informacdo observada. A matriz Hessiana é simplesmente

—J e tem-se E(J) = K. Para  ser um méximo local, as condi¢oes U = 0 e J > 0 (J
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positiva semi-definida) sdo necessdrias enquanto que U=0eJ>0 (j positiva definida)

sao suficientes.

Exemplo 1.2 Se Y = (Yi,...,Y,)T e os Y/s sao varidveis aleatdrias iid tendo dis-
tribuicao exponencial com funcao densidade pe="Y, entdao a log-verossimilhanca e a func¢ao
escore para p sao, respectivamente, £(p) = nlog p—pzn: y; eU(p) = n/p—zn: yi. E simples
checar diretamente que E{U(p)} =0 e Var{U(p)} :Z:7”1L/,02. .

Exemplo 1.3 A funcdo de probabilidade em série de poténcias SP(0) € definida por

P(Y = y;0) = a,0Y/f(0) paray = 0,1,... e 0 > 0, onde a, > 0 e f(f) = >_ a,b".
y=0

Supondo que as observagoes sao iid, a func¢ao de verossimilhanca € expressa por L(0) =

9”?]”((9)_"1_[@%, sendo y a média amostral. A EMV 0 € uma funcao nao-linear de y
i=1
obtida iterativamente de 5/60 — f'(0)/f(0) = 0. A média amostral § € suficiente para 0 e

a informacgao para 6 é dada por
n

K(0) = W[f’(é’) +O{f(0)1'(0) — £(0)°}] -

Expandindo o suporte ¢ em # em série multivariada de Taylor ao redor de 6 e notando

que U=0 obtém-se, aproximadamente,

~

é—e:;(e—é)Tj(e—e). (1.11)

A equagao (1.11) revela que a diferenca entre o méximo suporte e o suporte num
ponto arbitrario, que pode ser vista como a quantidade de informacao dos dados sobre 6,
é proporcional a J (i.e. & informacao observada no ponto ). O determinante de J(|.J])
pode ser interpretado geometricamente como a curvatura esférica da superficie suporte
no seu ponto maximo. A forma quadrética do lado direito de (1.11) aproxima a superficie
suporte por um paraboldide, passando pelo seu ponto de maximo, com a mesma curvatura
esférica da superficie neste ponto. O reciproco de ]j | mede a variabilidade de 6 ao redor

da EMV 6. E, como esperado, quanto maior a informagao sobre €, menor sera a dispersao
de 6 ao redor de 6.
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A interpretagao geométrica dos conceitos acima ¢ melhor compreendida no caso uni-
paramétrico, onde (1.11) reduz-se a equacdo de uma parabola ¢ = [ — (0 — é)2j Uma
inspecao grafica mostra que esta parabola aproxima a curva suporte, coincidindo no seu
ponto maximo e tendo a mesma curvatura desta curva em é, revelando ainda que quanto

maior a curvatura menor a variagao de # em torno de 6.

A equacao (1.11) implica que a verossimilhanga L num ponto qualquer 6 segue, apro-

ximadamente, a expressao

L:zexp{ (e—é)Tj(e—é)} , (1.12)

1

2
que representa a forma de curva normal multivariada com média 6 e estrutura de co-
idncia igual a J~'. Através dest imacio pode-se entdo trat tor d
variancia igual a . ravés desta aproximacao pode-se entao tratar o vetor de
parametros como se fosse um vetor de variaveis aleatérias tendo distribuicao normal mul-
tivariada com média igual & EMV 6 e estrutura de covariancia J~!. Quando o suporte
for quadrdtico, a verossimilhanca tera a forma normal. A forma de L se aproximara cada

vez mais da distribuicao normal quando n tender para infinito.

A férmula (1.12) mostra a fatoragao da verossimilhanca como (1.5) pelo menos para
n grande, estabecelendo a suficiéncia assintética da EMV (Segao 4.2). Conclui-se que,
embora as EMV nao sejam necessariamente suficientes para os parametros do modelo,

esta suficiéncia serd alcancada quando a dimensao do vetor de dados tender para infinito.

Convém citar nesta secao algumas propriedades da matriz de informacao. Seja
K,(0) a informagao sobre um vetor paramétrico § contida nos dados y obtidos de
certo experimento. A informacao é aditiva para amostras y e z independentes, isto é,
Ky.(0) = K,(0)+K.(0). Estaigualdade implica que a informagao contida numa amostra
de tamanho n de observacoes iid é igual a n vezes a informagao devida a uma tnica ob-
servagao. Como seria previsto, a informacao (esperada ou observada) sobre # contida
nos dados mantém-se invariante segundo qualquer transformagao um-a-um desses dados.
Como conseqiiéncia direta de (1.6), obtém-se K,(0) = K,(f) se z = z(y). Uma pro-
priedade procedente do teorema da fatoragao expressa que a informagao sobre 6 fornecida

por uma estatistica suficiente s = s(y) é a mesma daquela fornecida pelos dados y. Em
simbolos, K,(0) = K,(6).
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Em geral, para qualquer estatistica ¢ = t(y) definida pela sua fungao de probabilidade
ou funcao densidade g;(x; ) tem-se K;(6) < K,(#). A igualdade ocorrera se e somente se
t for suficiente para . Para demonstrar esta importante desigualdade basta desenvolver
E{U(#) — % log g¢(z;0)}?%] e usar a férmula da esperanga condicional da fungao escore
dado t = x, ou seja,

B{UO)|t =} = - log gu(r:0)
Assim, a reducao de uma amostra por uma estatistica podera implicar perda de informacgao
relativa a um parametro desconhecido. Entretanto, nao haverd perda se e somente se a

suficiencia for mantida no processo de reducao dos dados.

As propriedades da EMV e alguns critérios para a estimagao paramétrica serao dis-

cutidos na Secgao 4.1.

1.4 Métodos Iterativos

Os métodos iterativos para o calculo da EMV sao bastante utilizados na pratica e, em ge-
ral, mostram-se imprescindiveis quando a dimensao p do espaco de parametros é grande.
Expandindo U (a fungao escore em é) em série multivariada de Taylor até primeira ordem
ao redor de um ponto qualquer # pertencente a uma vizinhanca de é, tem-se, aproximada-
mente,

~ out

Como U = 0 obtém-se a relacao aproximada

0—0=J"'U (1.13)

entre a EMV e a fungao escore e a informacao observada avaliadas no ponto 6 proximo
de 6. O método de Newton-Raphson para o calculo da EMV consiste em usar a equacao
(1.13) iterativamente. Obtém-se uma nova estimativa §™*+1 a partir de uma anterior 6™
através de

gl — glm) 4 g rtm) (1.14)

onde quantidades avaliadas na m-ésima iteracao do procedimento iterativo sao indicadas

com o superescrito (m). O processo é entdo repetido até a distancia entre 8™+ e §™) se
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tornar desprezivel ou menor que uma quantidade pequena especificada. Geometricamente,
uma iteracdo do método equivale a ajustar um paraboléide a superficie suporte em (™),
tendo o mesmo gradiente e curvatura da superficie neste ponto, e entao obter o ponto
méaximo do paraboléide que corresponderd & estimativa atualizada Y. Quando 6
é um escalar, a equacdo (1.14) reduz-se a "+ = g(m) — g /7'M onde U’ = %,
que representa o método das tangentes, bastante usado para calcular a solucao de uma

equagcao nao-linear U=0.

A seqiiéncia {#™;m > 1} gerada depende fundamentalmente do vetor inicial #(!)
dos valores amostrais e do modelo estatistico e, em determinadas situacoes, onde n é
pequeno, pode revelar irregularidades especificas aos valores amostrais obtidos do experi-
mento e, portanto, pode nao convergir e mesmo divergir da EMV 6. Mesmo existindo a
convergéncia, se a verossimilhanca tem raizes multiplas, nao ha garantia de que o proce-
dimento converge para a raiz correspondente ao maior valor absoluto da verossimilhanca.
No caso uniparamétrico, se a estimativa inicial ) for escolhida préxima de 6 e se Jm
para m > 1 for limitada por um ntmero real positivo, existird uma chance apreciavel que

esta seqiiéncia va convergir para 6.

A expressao (1.13) tem uma forma alternativa assintética equivalente, pois pela lei
dos grandes nimeros J deve convergir para K quando n — oo (vide Secao 4.1.4). Assim,

substituindo a informagao observada em (1.13) pela esperada, obtém-se a aproximagao

0—0=K'U. (1.15)

O procedimento iterativo baseado em (1.15) é denominado método escore de Fis-
her para parametros, i.e., 0 = gm) 4 KW (M) O agpecto mais trabalhoso dos
dois esquemas iterativos é a inversao das matrizes J e K. Ambos os procedimentos sao
muitos sensiveis em relacido & estimativa inicial . Se o vetor #1V) for uma estimativa
consistente, os métodos convergirao em apenas um passo para uma estimativa eficiente

assintoticamente (Segao 4.1.7).

Existe evidéncia empirica que o método de Fisher é melhor, em termos de con-

vergéncia, do que o método de Newton-Raphson. Ela possui ainda a vantagem de usufruir
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(através da matriz de informagcdo) de caracteristicas especificas ao modelo estatistico.
Ademais, em muitas situacoes, é mais facil determinar a inversa de K em forma fechada
do que a inversa de .J, sendo a primeira menos sensivel a variagoes em ¢ do que a segunda.
Neste sentido, K pode ser considerada aproximadamente constante em todo o processo
iterativo, requerendo que a inversao seja feita apenas uma vez. Uma vantagem adicional
do método escore é que usa-se a matriz K ! para obter aproximacoes de primeira ordem

para as variancias e covariancias das estimativas 6, . . ., 6, como serd visto na Segao 4.1.6.

Exemplo 1.4 No caso da funcao densidade de Cauchy f(y;0) = 7' {1 + (y — 0)*} 71,
apresentada na Segdo 1.3, mostra-se facilmente que a informagio é K = {5} e o processo

iterativo (1.14) seque de

Exemplo 1.5 A func¢do densidade de Weibull W («, ¢) é dada por

ono-2()" {2

coma >0 eq¢>0. Supondo observacoes iid, as EMV sao expressas por

5 —1
. > 5t log v )
a= =222 logy 1.16

< D0 s ( )

A 1/2
¢ = (n‘l Z?ﬁ) , (1.17)
onde § € a média geométrica dos dados. A EMV & € calculada iterativamente de (1.16)

e depois obtém-se ¢E de (1.17). A matriz de informagao de o e ¢ € dada por

o ¢
72 /6+17(2)? I'(2)
a? ¢
K= :
b _T'(2) a?
¢ #?

onde T'(p) = [ aP~ e *dx € a fungdo gama e T'(p) a sua derivada.
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1.5 Modelos Exponenciais

Suponha que p parametros desconhecidos 6 = (0y,...,0,)" e p estatisticas (i.e. fungdes
dos dados y) s = (s1,...,5,)! sdo tais que a fungdo densidade (ou de probabilidade no

caso discreto) de Y = (Y7, ...,Y,,)T possa ser expressa como

f(y;0) = h(y) exp{s"6 — b(6)} , (1.18)

onde as componentes de s = s(y) sao linearmente independentes. O modelo (1.18) é
denominado modelo exponencial com parametros canonicos 0y, ...,0, e estatisticas sufi-
cientes si,...,,. Observa-se que (1.18) tem a forma (1.5). O espago paramétrico ©
consiste de todos os 0's tais que [ h(y)exp(sT0)dy < oo. A quantidade exp{—b(0)}

representa a constante normalizadora de modo a tornar a integral (1.18) igual a 1.

O modelo exponencial (1.18) é de grande interesse pois inclui véarias distribuigoes
importantes na andlise de dados, tais como, normal, gama, Poisson e binomial, como
casos especiais. Cordeiro, Ferrari, Aubin e Cribari-Neto (1996) listam 24 distribui¢oes

importantes no modelo exponencial uniparamétrico (p = 1).

Exemplo 1.6 Considere o modelo de regressio normal linear Y ~ N(p,021), onde p =
E(Y) = XB e X é uma malriz n X p conhecida, € IRP é um vetor de parametros

2

desconhecidos e o° € a variancia comum desconhecida. A log-verossimilhanca para os

parametros 0 = (8T, 02)T pode ser escrita como

52 ly = XB)"(y— XP) (1.19)

‘6(6702) - _glog 02 -
Mazimizando (1.19) obtém-se as EMV 3 = (XTX)'XTy e 6> = SQR/n, onde
SQR = (y—XB)T(y—XB). A forma da log-verossimilhanga para o modelo normal mostra

que a EMYV de (3 iguala aquela de minimos quadrados correspondente a minimizacao de

(y—XB) T (y — XB). A forma explicita de B implica

(y—XB)"(y—XB)=(y— XA (y—XB)+ (B-B)"'X"X(B-7) .
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Assim, os dados y entram na log-verossimilhanca (1.19) através das estimativas B e da
soma de quadrados dos residuos SQR. Entdo, as estatisticas suficientes para (87, 02)T

sio (67, SQR)T. Quando o2 ¢ conhecido, [ € a estatistica suficiente para (3.

Observe-se que o modelo normal linear pertence a familia exponencial (1.18) pois a

verossimilhanga pode ser expressa por

L(0) = f(y;0) = (2%1)”/2 exp {yTy (—2}'2) + BT <(X:Ff2)_lﬂ>

T T -1
202 2

sendo as estatisticas suficientes (87, yTy). Este exemplo ilustra que a suficiéncia é preser-

vada sequndo transformacao um-a-um, pois y'y = SQR + BT(XTX)”BA.

A funcao escore e a informacao para o modelo (1.18) sao obtidas de (1.7) e (1.8),

respectivamente, como

U(G)zs—ag(o@ e K(0)

9%(0)
~ 00007

Usando (1.9) verifica-se que o vetor S de estatisticas suficientes tem esperanca E(S) =
o0b(0)/06. Além disso, obtém-se de (1.10) a matriz (p x p) de covariancia de S como
Cov(S) = 9°b(6)/0000". No exemplo 2.5 (Segao 2.3) mostra-se que b(-) em (1.18) ¢é
a funcao geradora de cumulantes de S e, portanto, os casos acima se referem aos dois

primeiros cumulantes de S.

A EMV 60 do parametro canonico § em modelos exponenciais é solucao da equagao

o) _

20 |,

ou seja, é obtida igualando E(S) avaliado em 0 ao valor observado s do vetor S de

estatisticas suficientes.
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1.6 Estimacao por Intervalos

Suponha que Y tem funcao densidade ou funcdo de probabilidade f(y;6) dependendo
de um parametro real 6 desconhecido. A partir dos dados y constroem-se intervalos de
confianga para 6 através de uma quantidade pivotal p(t, ) cuja distribuigdo pode ser obtida
(pelo menos aproximadamente) ndo dependendo de 6, onde ¢ = t(y) é uma estimativa

pontual razodvel de #. Da distribuicao de p(t, ) calculam-se os limites a e b tais que

Pla<p(t,0) <b)=1-a, (1.20)

onde 1 — « é uma confiabilidade especificada. Suponha ainda que, para t fixo, p(t,60)
seja uma fungdo mondtona de #. Entao, observado ¢, a desigualdade em (1.20) pode ser
invertida para produzir uma regiao de valores de ¢ com confiabilidade 1 — «. Esta regiao

é frequentemente um intervalo do tipo

Pk(t) <0< k() =1—a, (1.21)

onde k1(t) e ko(t) sao fungoes de t,a e b mas nao envolvem ¢. O conjunto [k (t), ka(t)]
é um intervalo de 100(1 — «)% de confianga para 6. A generalizacdo para um vetor
6 seréd feita nas Segoes 4.3 e 4.4. A desigualdade em (1.21) deve ser cuidadosamente
interpretada. Como os limites em (1.21) sao aleatérios, nao se pode interpretar 1 — «
como a probabilidade do parametro verdadeiro 6y estar em algum intervalo observado.
Isto s6 teria sentido se o parametro desconhecido fosse uma variavel aleatéria e os limites
ki(t) e ko(t) constantes. Contrariamente, os intervalos do tipo [ki(t), k2(t)] serdo em
geral diferentes para amostras diferentes. Alguns deles conterao o valor verdadeiro de
0 enquanto outros nao. Assim, deve-se interpretar 1 — o como a freqiiéncia esperada
dos casos, numa longa série de amostras independentes, em que os intervalos [k (t), ko (t)]

conterao 6.

A distribuicdo assintética N (6, K (6)~') da EMV 0 do escalar 0 (Secao 4.1.6) possibilita
construir um intervalo aproximado para este parametro, supondo que (é —0K (é)_l/ 2 tem
distribuicao N(0,1) aproximadamente. Logo, 6 T 2K (6)"/? corresponde a um intervalo

aproximado de 100(1—a)% de confianga para 6, onde z é tal que ®(z) = 1—a/2, sendo ®(+)
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a funcao de distribuigao acumulada da normal reduzida. A informagao observada .J (é)

poderd substituir K (f) no calculo deste intervalo. No exemplo 1.2 sobre a distribuigao

exponencial pode-se calcular diretamente um intervalo de confianca para o parametro p

como p F zp/+/n.

1.7 Testes de Hipodteses

A teoria dos testes de hipoteses paramétricos é parte integrante da inferéncia de verossimi-
lhanca e esta intimamente relacionada a teoria de estimacao. A partir de repeti¢goes de um
experimento envolvendo um modelo paramétrico, o interesse consiste em determinar se
um ou mais parametros pertencem a uma dada regiao do espaco paramétrico. Nos testes
paramétricos, as hipéteses sao classificadas em simples e compostas. Se uma distribuicao
depende de p parametros e a hipotese especifica valores para d parametros, entao ela é
simples se d = p e composta se d < p. Em termos geométricos, uma hipdtese simples
seleciona um tnico ponto de IR? enquanto uma hipétese composta corresponde a uma
regiao de IRY com mais de um ponto. Nas hipSteses compostas, os parametros adicionais

nao-especificados devem ser estimados.

Admite-se que f(y;0) é a fungao de probabilidade conjunta dos dados y € IR" e 6 é
um ponto de IRP. Considere-se uma hipétese nula H : § € ©y C O versus uma alternativa
A:0 €0, C OO =06 —0). Qualquer teste de hipdtese divide o espago amostral (i.e.,
o conjunto de valores possiveis do vetor y) em duas regides mutuamente excludentes: C),
a regido de rejeigao de H (regido critica), e C, a regido complementar de aceitacio de H.
A decisdo de um teste consiste em verificar se o vetor de dados y pertence a C oua C. Se
a distribuicao de probabilidade dos dados segundo a hipotese nula H é conhecida, pode-se
determinar C' tal que, dado H, a probabilidade de rejeita-la (i.e., y € C') seja menor ou

igual a um valor « pré-especificado tal que

PlyeClheBy)<a. (1.22)

A rejeicao erronea da hipdtese nula H, quando ela é verdadeira, é denominada erro

tipo I. Assim, a equagao (1.22) expressa que a probabilidade do erro tipo I ou alarme falso
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nunca excede « (nivel de significancia do teste). O outro tipo de erro que se pode cometer
ao se testar uma hipotese, denominado erro tipo II, é funcao da hipotese alternativa A e

representa a aceitacao erronea da hipdtese nula H quando ela é falsa, sua probabilidade
sendo 3 = P(y € C|0 € ©).

Em geral, pode-se encontrar vérias regides criticas satisfazendo (1.22). Qual delas
deve ser a preferida? Este é o problema crucial da teoria dos testes de hipoteses. Pode-se

escolher uma regiao critica C* tal que ela maximize

1-8=PlyeClfec6,).

A probabilidade 1 — (3, para C fixo, como funcao do vetor 6 especificado na hipdtese

alternativa, é denominada fun¢do poder do teste de H versus A.

1.7.1 Hipoteses Simples

Se ambas as hipdteses sdo simples Oy = {6y} e ©1 = {0}, pode-se demonstrar que

L(00)
Lo =

C* corresponde ao conjunto de pontos C* = {y; ko }, onde k, é escolhido tal que
Jo L(0o)dy < o e L(0) é a verossimilhanga de 6. A regidao C* é considerada a melhor regido
critica (MRC), pois sua fungao poder nao é menor do que aquela de qualquer outra regiao
satisfazendo (1.22). O teste baseado em C* é denominado de teste mais poderoso (TMP).
A razdo de verossimilhanca L(6p)/L(6;) é uma estatistica suficiente quando ha apenas
duas distribuigoes em consideracao e, portanto, nada mais natural que obter a MRC
através desta razao. Quanto menor for esta razao, pior a consisténcia de H aos dados em

questao. Este resultado geral de que a regiao critica baseada na razao de verossimilhianca

produz o TMP de 6, versus #, é conhecido como o Lema de Neyman-Pearson.

Quando a alternativa a 0 = 6y é unilateral 61 > 6y (ou 6; < 6y), o mesmo teste
também é Gtimo para todos os #]s maiores (menores) do que 6y, sendo denominado de
teste uniformemente mais poderoso (TUMP). Claramente, esta é uma propriedade mais
desejavel. Entretanto, quando a alternativa é bilateral 6, # 6, em geral nao existe o

TUMP. Para obté-lo, o teste deve estar restrito a certas formas de hipdteses alternativas.

Suponha que existe um vetor S de estatisticas conjuntamente suficientes para um
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vetor # de parametros. Comparando-se duas hipdteses simples relativas a 6, o teorema
da fatoragao (1.5) implica L(6y)/L(61) = g(s,60)/g(s,61). Como esperado, se existe a
MRC ela é, necessariamente, funcao dos valores do vetor S segundo H e A. Note-se
que a MRC s6 tera a forma S > a, (ou S < b,) quando a razao acima for uma fungao
nao-decrescente de s para 6y > 6;. No caso de 0 e s serem escalares, a forma acima
ocorrerd quando 92 log g(s,0)/000s > 0. Esta condicao ¢ satisfeita para quase todas as

distribuicoes uniparamétricas de probabilidade.

Quando a distribuicao dos dados tem mais de um parametro e o teste é de uma hipotese
simples H versus uma alternativa composta A, uma MRC variando com os parametros
segundo A somente existird em casos especiais. Se existir uma MRC que produza o
TUMP de H versus A e um vetor S de estatisticas conjuntamente suficientes para o
vetor 6, entao a MRC sera funcao de S. Pode-se provar que, se existir um TUMP de
H versus A satisfazendo determinadas condigoes, entao existird um vetor S suficiente
para 6. Entretanto, a reciproca em geral nao é verdadeira, e a existéncia de um vetor de

estatisticas suficientes nao garante a existéncia de um TUMP para 6.

1.7.2 Hipoéteses Compostas

Quando o problema envolve varios parametros, a hipétese nula usualmente é composta.
Mesmo quando a hipdtese nula for simples, a funcao poder do teste devera variar com
todos os parametros, e o ideal seria aumenta-la rapidamente em todas as direcoes a partir
do valor 60, especificado na hipdétese nula. Entretanto, um sacrificio de declividade, numa
dada direcao pode aumentar o poder em outra dire¢gao. Este dilema sé pode ser resolvido

ponderando a importancia de cada direcao de acordo com suas respectivas conseqiiéncias.

Seja 07 = (T, A7) € IR? o vetor de parametros particionado em duas componentes.
O objetivo é testar a hipdtese nula composta H : 1) = (®) versus a hipdtese alternativa
composta A : 1p # (0 onde ¥ e A sdo os vetores de interesse e de perturbacio, respecti-
vamente, com dimensées ¢ e p— ¢, e 1 é um vetor especificado para ). Como a hipdtese
H nao define todas as componentes de 8, o tamanho da regiao critica deste teste é funcao,
em geral, dos valores nao especificados em . Deve-se, entao, procurar regioes criticas

de tamanhos inferiores a um valor especificado o para todos os valores possiveis do vetor
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de perturbagao, ou seja, a(A) < a. No caso de igualdade para todo A, a regiao critica é
denominada similar para o espaco amostral com respeito a A. O teste baseado na regido
critica stmilar é denominado teste similar de tamanho «. Em geral, s6 existem regioes

similares no caso de varidveis aleatdrias continuas #id.

Define-se a funcao caracteristica do conjunto de pontos de uma regiao C por 6(C) = 1
sey € Ced(C)=0sey ¢ C. A esperanga matemética Fy{dJ(C)} em relacio a Y
representa a probabilidade que o ponto amostral y pertenca a C' e, portanto, é igual ao
tamanho de C' quando H é verdadeira e a funcao poder do teste associado a C' quando
A é verdadeira. Suponha que S é uma estatistica suficiente para 6 segundo ambas as
hipoteses H e A. E f4cil mostrar que existe um teste de mesmo tamanho que C' baseado
em alguma funcao de S que tem igual poder daquele teste associado a regiao critica C'.
Isto é uma conseqiiéncia imediata do teorema da fatoragao (1.5). Note-se que no caso de
variaveis continuas Ey{6(C)} = [J(C)L(0)dy, onde L(0) é a verossimilhanca de 6. No
caso discreto, o somatério substitui a integral. Usando-se (1.5), obtém-se a igualdade,
Eyv{6(C)} = Es[Ey{6(C)|S}]|, com o operador Eg significando esperanga em relagao a
distribuigao de S. Como S é suficiente para 6, Ey{d§(C)|S} independe de # e tem a mesma
esperanga de §(C'). Logo, existe um teste baseado em S que tem « e 3 coincidentes com
aqueles da regiao critica original C'. Neste sentido, pode-se restringir, sem perda de poder,

a construcao dos testes de hipdteses as fungoes das estatisticas suficientes.

Felizmente, apesar das dificuldades inerentes as hipdteses compostas, existe um
método geral para construir regioes criticas em testes de hipdteses compostas, que foi
proposto por Neyman e Pearson em 1928. Este método é baseado na razao de veros-
similhancas maximizadas segundo ambas hipdteses. No teste de H : ¢ = 9 versus
A ap # 9O com o vetor A desconhecido, seja L(1), \) a verossimilhanca de 1) e X. Se-
jam ainda 07 = (T, A7) e 67 = (@7 XT) as estimativas de MV de 67 = (7, A7)
correspondentes a maximizagao de L(1), \) segundo A e H, respectivamente. A razao de

verossimilhanga no teste de H versus A é definida por

L. 3)
L3,

)

gR: )
)

(1.23)

>z>v

e, portanto, representa o quociente entre os maximos das verossimilhangas condicional a
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¢ = 1 e incondicional. Evidentemente, £z € [0,1]. Note-se que r é uma estatistica
razoavel para testar a hipétese nula H, pois representa a fracao do maior valor possivel
da verossimilhanca que é consistente com esta hipotese. Valores grandes de /r indicam

que H é razoavel para explicar os dados em questao.

A regido critica do teste é, portanto, C' = {y;fr < k,}, onde k, é determinado da
distribuicao (exata ou aproximada) g(¢) de {g para produzir um teste de tamanho «, ou
seja, f(f”‘ g(0)dl = a. O método da razao de verossimilhanga produz regides criticas simi-
lares quando a distribuicao de £z nao depende de parametros de perturbacao. Em geral,
isso ocorre num grande ntumero de aplicagoes. Como a distribuicao de £ é, em geral,
complicada, utiliza-se uma transformacao conveniente de {r definida por w = —2log /g
(vide Segao 4.4) que tem, assintoticamente e sob certas condi¢oes de regularidade, dis-
tribuicao x? com graus de liberdade ¢ igual a dimensao do vetor 1) que est4 sendo testado.
A regiao critica do teste aproximado de H versus A passa a ser C' = {y; w > Xg(a)}, onde

Xg(a) é o ponto critico da Xg correspondente ao nivel de significancia a.

1.8 Exercicios

1. A func@o de probabilidade de Y em série logaritmica é expressa por P(Y = y) =
ab/y para0 <0 <ley=1,2..., onde a =—{log(l —6)}~'. Demonstre que a
EMV de 6 é obtida da equagao

—0/{(1 = 0)log(1 - 0)} = 7,

onde 7 é a média amostral.

2. Suponha uma familia de densidades indexada por dois parametros ¢, e 6. Demons-
tre que, se t; é suficiente para #; quando #, é conhecido e ty é suficiente para 6y

quando #; é conhecido, entao (t1,t2) é suficiente para (61, 0s).

3. Suponha a fungao densidade simétrica em (0,1) dada por ¢(0)y’(1 —y)?, onde c(8) ¢
a inversa da funcao beta. Calcule a EMV de 0 baseada numa amostra de tamanho

n. Qual a sua variancia assintética?
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. Obtenha uma estatistica ¢ de modo que P(0? < t) = 1 —« a partir de uma amostra

aleatéria de tamanho n extraida da distribuicao N(u, c?).

. Considere a fun¢ao densidade da distribuicao gama

flysa,¢) = a®y~'e ™™ /T(¢)

onde a > 0 e ¢ > 0. Mostre que as EMV & e c;AS no caso #id sao calculadas de qg/d =7

(§]
log ¢ — () = log(7/7) .

onde 7 e § sao as médias aritmética e geométrica dos dados e ¢)(x) = dlog I'(x)/dx

¢ a funcao digama.

. Uma distribuigdo multinomial tem 4 classes de probabilidades (1 —6)/6, (1+6)/6,

(2—-0)/6 ¢ (2+60)/6. Em 1200 ensaios as freqiiéncias observadas nestas classes
foram 155, 232, 378 e 435, respectivamente. Calcule a EMV de 6 e o seu erro

padrao aproximado.

. Demonstre que a forma mais geral para uma distribuicao com parametro escalar 6

cuja EMV iguala a média aritmética 3 dos dados é 7(y;0) = exp{a(f) + a'(9)(y —
0) + c(y)}. Assim, 7 é suficiente para . Interprete a(f). Mostre ainda que se 6 é
um parametro de locagao, m(y;0) é a funcao densidade da distribuigao normal de
média 6, e se § é um parametro de escala, w(y;0) = 0~ exp(—y/0). Quais seriam
as formas da distribuicao se no lugar da média aritmética fossem consideradas as

médias geométrica e harmonica?

. Sejam yi,...,y, varidveis aleatérias idd com fungao densidade 7(y;0). Seja t =

t(y1,-..,yn) uma estatistica suficiente unidimensional para 6. Se 6, e 0y sdo dois

valores fixados de 6 demonstre que, para todo 6,
0 7(y; 6) }/ 0 {77(?/;92)}
—lo —lo
dy ° {W(y;ﬁl) dy "\ wly: 61)

¢ funcao somente de 6.
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9.

10.

11.

12.

Sejam 1, ...,¥y, uma amostra aleatoria de uma distribuicao cuja funcao densidade
é
fly:0) =@+ 1)y’ yel(0,1)

¢ > 0. (a) Demonstre que a EMV de 6 ¢ § = ~Sieg s, — 1; (b) Calcule um intervalo

de 95% de confianca para 6.

Mostre que as seguintes distribuigoes sao modelos exponenciais da forma (1.18) com
p = 1 ou p = 2: Poisson, binomial, geométrica, gama (indice conhecido), gama
(indice desconhecido), Gaussiana inversa e valor extremo. Identifique em cada caso

as estatisticas suficientes e os parametros canonicos.

Sejam yq, ..., y, observacoes iid de um modelo de locagao e escala definido por

fmo) = (1),

o

(a) Mostre como obter as EMV de y e o;

(b) Calcule a matriz de informagao para esses parametros.

A funcao densidade da distribuicao normal inversa com parametros A > 0ea > 0¢é

A ~ 1.
fly;a,\) = \/gemy 3/26Xp{—2(ky 1+04y)} :

(a) Mostre como obter as EMV de a e A;

(b) Calcule a matriz de informagcao para esses parametros.
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Capitulo 2

Meétodos Assintoticos

2.1 Conceitos Basicos

O objetivo deste capitulo é apresentar sistematicamente alguns métodos assintéticos
uteis em Probabilidade Aplicada e Estatistica. O interesse principal é resumir algumas
idéias bésicas importantes em teoria assintotica e ilustra-las com aplicacoes. Os detalhes
matematicos sao excluidos e, quando muito, sao fornecidas apenas algumas referéncias
e/ou estratégias de demonstragao dos resultados. As nogoes apresentadas neste capitulo
formam a base necessaria para se entender os demais capitulos deste livro. As secoes
seguintes exigem que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de probabilidade da-
dos aqui. Seja {Y,} uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias de interesse definida para n
grande. Aqui n nao representa necessariamente o tamanho da amostra. Apresentam-se

inicialmente os quatro modos mais importantes de convergéncia estocastica.

Convergéncia em Probabilidade

A seqiiéncia {Y,,} converge em probabilidade para uma varidvel aleatéria Y (que pode ser
degenerada) se Lim P(|Y,,—Y| <€) =1 para todo real € > 0. Indica-se esta convergéncia
por Y, L, Y. Esta convergéncia implica, para n suficientemente grande, que Y, e
Y sao aproximadamente iguais com probabilidade préxima de 1. O caso especial mais
importante é quando Y, £, k, onde k é uma constante. Se h(u) é uma func¢ao continua

- )

em u = k, entdo Y, —— k implica h(Y,) —— h(k). A nocio associada em inferéncia

27
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estatistica é aquela de consisténcia na estimacao de parametros.

Se {Y,,} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias tal que E(Y,,) — k e Var(Y,,) — 0
quando n — o0, entao Y, L k. Entretanto, se Var(Y,,) #— 0, ndo se pode tirar

qualquer conclusdo sobre o comportamento de {Y,,}. Por exemplo, E(Y,) — k e Y, ——

K £ k.

Convergéncia Quase-Certa

Uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias {Y,,} converge quase-certamente (ou converge com
probabilidade um) para uma variavel aleatéria Y se P ( lim Y, = Y) = 1. Indica-se esta
n—oo

N q.c.
convergencia por Y,, — Y.

Convergéncia em Meédia

Uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias {Y,,} converge em média de ordem r para Y se
. ~ L . . . ~ .
lim E(]Y,—Y]|") = 0. Usa-se a notacao Y,, — Y para indicar este tipo de convergéncia.

n—oo

Quanto maior o valor de r mais restritiva é esta condi¢ao de convergéencia. Assim, se

YniY,entéanhYparaO<s<r.

Este modo de convergéncia estocastica admite um critério de convergéncia. Uma
_— L. : L , . ,
condicao necessaria e suficiente para Y,, — Y é que para todo € > 0 exista um nimero

no = no(€) tal que |Y, — ¥,,|" < € para quaisquer m,n > ny.

As defini¢oes de convergéncia em probabilidade e convergéncia quase-certa valem para
qualquer seqiiéncia de variaveis aleatérias. Entretanto, a convergéncia em média nao vale

para qualquer seqiiéncia, pois requer a existéncia de certos momentos.

Convergéncia em Distribuicao

Uma seqiiéncia de varidveis aleatérias {Y,} converge em distribuigdo para Y se
lim P(Y, < y) = F(y) para todo ponto y de continuidade da fungao de distribuigao
n—oo

(ndo-degenerada) F' de Y. Para indicar esta convergéncia usa-se a notacao Y, 2y,

Se F' é uma fungao de distribuicao degenerada no ponto k, entdao P(Y,, < y) — 0 ou
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1 dependendo se y < k ou y > k. Se h(u) é uma fungao continua e Y, 2, Y, entao

h(Yn)

Dentre as quatro formas de convergéncia definidas acima, a convergéncia em dis-

tribuicao é a mais fraca. Pode-se demonstrar (vide, por exemplo, Wilks, 1962, Capitulo

2, hY).

4, e Serfling, 1980, Capitulo 1) que:

As convergéncias em probabilidade e quase-certa nao implicam convergéncia em
média. A convergéncia em distribuicao também nao implica convergéncia de momen-

tos e nem mesmo a existéncia deles. Pode-se comprovar este fato supondo que Y,, tem

Convergéncia quase-certa implica convergéncia em probabilidade;
Convergéncia em média implica convergéncia em probabilidade;

Convergéncia em probabilidade implica convergéncia em distribuicao.

As reciprocas das proposicoes (a) - (¢) nao s@o, em geral, verdadeiras;

, . - D
Se Y é uma variavel aleatoria degenerada em um ponto ke Y,, — Y,
~ P
entao Y,, — k;

Se " P(|Y;, — Y|) > ¢€) < oo para todo € > 0, entdo Y, = Y;

n=1

Se > E(]Y, — Y|") < 0o, entdo Y, == Y;

n=1

Y, 2 Y % lim E(Y,) = E(Y):;

n—o0

Y, 25 Y # lim E(Y,) = E(Y);

n—oo

Se Y, =5 Y, entdo lim E(Y,|") = E(|Y]") para k <.

Um caso especial importante de (i) corresponde a r = 2. Se lim E(|Y, —Y|*) =0,

n—oo

entdo lim E(Y,) = E(Y) e lim E(Y?) = E(Y?),

Se Y, Y, entao existe uma subseqiiéncia {Y,, } de {Y,,} tal que Y, ey

P TN . , TN .
Y,, — Y se e somente se toda subseqiiéncia {Y,,; } de {Y,,} contém uma subseqiiéncia

que converge quase certamente para Y .
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funcao densidade
faly) = (L= e™)o(y) + e {m(1+ ")},

onde ¢(y) é a funcdo densidade da normal reduzida. Assim, f,(y) é uma combinagao
linear das funcoes densidades das distribui¢oes normal e Cauchy e converge rapidamente

em distribui¢ao para a normal reduzida, mesmo sem seus momentos existirem.

As quatro formas de convergéncia apresentadas aqui podem ser ilustradas no expe-
rimento de infinitos ensaios de Bernoulli independentes. Seja Y, a proporcao de sucessos
nas n repeticoes de Bernoulli independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p

constante. Tem-se:

\/ﬁ(Yn - p) L N(O, 1)’ \/ﬁ(Yn - p) i) 07

{p(1 —p)}1/2 (log log n)
—\/ﬁ(Yn—p) 7(1&0 e Y, i)p

(log log n)'/2

Ordens de Magnitude

Os simbolos o(-) (“de ordem menor que”) e O(-) (“de ordem no méximo igual a”) sao
usados para comparar as ordens de magnitude de seqiiéncias de constantes {b,},{c,}.
Escreve-se b, = o(c,) se Zc’—z — 0 quando n — oo e b, = O(c,) se a razao b,/c, é
limitada quando n — oco. Assim, supondo n suficientemente grande, b, = o(c,) implica
que a ordem de magnitude de {b,} é menor que a de {c,}, enquanto que b, = O(cy)
significa que a ordem de magnitude de {b,} é no maximo igual & ordem de {¢,}. Neste
termos, b, = o(n~!') implica que b,n — 0 quando n — oo, enquanto b, = O(n~1!)
significa que b, < k/n para alguma constante k& quando n é suficientemente grande.

As ordens de magnitude acima sao trivialmente generalizadas para variaveis aleatorias.

Yo

P . P, .
;- — 0. Em especial, Y;, — k é equivalente a Y, = k +0,(1).

Diz-se que Y, = o,(by,) se
Por outro lado, diz-se que Y,, = O,(c,) se a seqiiéncia {}C/—Z} é limitada em probabilidade
para n suficientemente grande. Mais explicitamente, se Y,, = O,(c,) entao, para todo
e > 0, existem constantes k. e ng = ng(e) tais que P(|Y,,| < ¢ k) > 1 — € quando n > ny.

Adicionalmente, se Y;, — Y, entdo Y, = O,(1).
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Um caso especial importante ¢ quando Var(Y,) < ¥ se n > ng para algum v > 0

finito. Entdo, Y, = E(Y,) + O,(n"1/2). Se, além disso, E(Y,,) = p + O(n~'/?) obtém-se o
resultado Y,, = pu + Op(n_l/ %), que especifica a taxa de convergéncia em probabilidade de

Y, para pu.

Mais genericamente, para duas seqiiéncias {Y,,} e {X,} de varidveis aleatdrias, a
notagao Y, = 0,(X,,) significa que Y, /X, L0, enquanto Y,, = O,(X,,) significa que a
seqiiéncia {Y,,/ X, } é O,(1).

E f4cil verificar que as ordens de magnitude 0,0, 0, e O, satisfazem igualdades tais
como: O(n=)0(n) = O(n~4%), O, )O(Mm™) = Oy(n~2), Op(n~2)o,(n~?)

0,(n7"7°); 0,(n"*)O(n™?) = 0,(n""7?), etc.

Normalidade Assintotica

A seqiiencia {Y,} ¢é assintoticamente normal se existem seqiiéncias de constantes
{an}, {by} tais que (Y, — an)/bpy —— Z, onde Z tem distribui¢io normal reduzida
(Z ~ N(0,1)). As constantes a,, b, sdo denominadas média e desvio padrao assintéticos
de Y, respectivamente. Nao hé conexao direta entre as constantes a,,b, ¢ a média e o
desvio padrao de Y,,, embora estas constantes representem realmente em varios casos bem
comportados, a média e o desvio padrao de Y,,, respectivamente. Por exemplo, a variavel
qui-quadrado padronizada (x? — n)/v/2n é assintoticamente normal. O grande interesse
em obter a distribuicao normal assintotica é aproximar os quantis da distribuicao de Y,

por aqueles da distribuigao N (ay,,b?) (vide Secao 3.3).

Embora a normalidade assintética seja uma caracteristica freqiiente e desejavel na
pratica, existem definicoes similares que se aplicam a convergéncia para outras dis-

tribuicoes, tais como exponencial, qui-quadrado, Poisson e valor extremo.

Desigualdade de Bienaymé-Chebyshev

Seja Y uma variavel aleatéria de média e variancia finitas. E possivel, a partir destes

momentos, calcular alguns limites de probabilidade na variabilidade de Y. A desigualdade
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de Bienaymé-Chebyshev é expressa (para todo € > 0) como

P([Y — E(Y)| > e Var(Y)/?) < 2.

Se Y é uma soma de n varidveis aleatérias iid, o teorema central do limite (Segao 2.5)
mostra que a probabilidade acima tende para 2®(—¢) quando n — oo, onde ®(-) é a

fungao de distribui¢ao acumulada (fda) da distribuigado normal N(0,1).

2.2 Funcao Caracteristica

A fungao caracteristica de uma varidvel aleatéria Y tendo funcao de distribuicao F'(y) é
definida por
olt) = B(e™) = [ evar(y) (21)
—o0
onde i = v/—1 et € IR. Sejam dois exemplos: para a distribuicao de Poisson P(\)
de parametro A\, p(t) = exp{\(e" — 1)}, e para a distribuigao normal N(u,c?), ¢(t) =
exp(it u — t*0?/2).
Supondo certas condicoes gerais, a funcao caracteristica determina completamente a
funcao de distribuicao. Este fato permite determinar resultados de grande interesse na teo-
ria assintética. Em iniimeras situagoes envolvendo fungoes lineares de varidveis aleatorias

independentes, o uso da funcao caracteristica possibilita determinar a distribuicao da

fungao linear em consideragao (vide Segao 2.4).

Se o r-ésimo momento p, de Y existe, ¢(t) pode ser diferenciada k vezes (0 < k <)

em relacao a t e tem-se

Hp= " 0sk<r,

com ¢ (t) = ¢(t). Assim, p(t) pode ser expandida na vizinhanca de t = 0 como

o) =1+ Y o). (22)
k=1 :



229 Coldquio Brasileiro de Matemdtica 33

O logaritmo de ¢(t) também apresenta uma expansao similar a expansao de ¢(t)

g (1) = 3 -+ o)

onde os coeficientes rg(k = 1,2,...) sdo denominados de cumulantes. Evidentemente,
d*1 t ~ / C A
K = #%‘m]t:@ para 0 < k£ < r. Na Secao 2.3, mostra-se que x; ¢ um polinémio em

Wiy .oy € ), € um polinomio em Ky, ..., K.

Define-se a transformagao linear Z = aY + b e sejam @y (t) e ¢z(t) as fungoes carac-

teristicas de Y e Z. Mostra-se, facilmente, que

pz(t) = ey (at) .

Em especial, se Z é uma varidvel aleatéria padronizada, isto é, Z = (Y — pu)/o onde
p=E(Y)eo=Var(Y)/? vem

Quando Z =Y + b, pz(t) = e’ oy (t) e, entdo, log ¢z (t) = bit + log oy (t). Logo,
uma translacao da variavel aleatdria Y altera somente o coeficiente de it na expansao
de log pz(t), ou seja, os primeiros cumulantes de Z e Y estao relacionados por k1(Z) =
k1(Y) + b, mas os demais cumulantes de Z e Y sdo iguais k,(Z) = k,.(Y) para r > 2.
Por causa desta semi-invariancia por translagao, os cumulantes sao também chamados de

semi-tnvariantes.

Exemplo 2.1 Suponha que Y tem distribuicao gama (Y ~ G(p,«)) com pardametros p e

a, ambos numeros reais positivos. A funcao densidade de Y € dada por

fly) = oPy?~le /T (p) ,

onde T'(p) = [° 2P~ e ™ dx € a fungdo gama definida para x real ou complezo. A fungdo

caracteristica seque de

Oép oo .
t = y(—oz-i—zt) p_ld .
o(t) ) /0 e Y’ dy
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A substituicao z = y(a —it) implica

e, finalmente, p(t) = (1 — £)7P. Assim,

p..  plp+1)(it)?
=14 L4 T2 .

produz os momentos py = p/a, ph=p(p+1)/a?, py=pp+1)(p+2)/a3, etc. Os cumu-
lantes sao diretamente obtidos de log ¢(t). O k-ésimo cumulante ki, de'Y € o coeficiente

de (it)*/k! em —plog(1 — %) e, portanto, K, = (k — )lpa™ k=1,2,...

Conhecendo a fun¢ao de distribuigao F(y), a fungao caracteristica pode ser obtida de
(2.1). A reciproca também é verdadeira e a fungao caracteristica determina univocamente
a funcao de distribuicao. Em muitos problemas de inferéncia estatistica é mais facil cal-
cular a funcao caracteristica do que a correspondente funcao de distribuicao. O problema
que surge é como calcular a funcao de distribuicao a partir da funcao caracteristica. A

resposta segue da formula de inversao.

Assim, dado ¢(t), a correspondente fungao de distribuicao F'(y) é obtida de

Fly) = F0) = L [ g 2.3
— = — —(t)dt .
W)~ FO) = 5 [ ()t (23)
suposta continua em y e 0. Adicionalmente, se [72°|¢(t)|dt < oo, a funcdo caracteristica
determina univocamente a fungao densidade f(y) = %;y) de uma distribuicao continua
por

1 400 ity

fw) =5 [ et (2.4)

T J—o0
A demonstracao de (2.3) e (2.4) pode ser encontrada em Wilks (1962, p.116), Fisz (1963,
p.116) e Rao (1973, p.104). Comparando as férmulas (2.1) e (2.4) pode ser constatado
o tipo de relagao reciproca entre f(y) e (t). Apresentam-se agora dois exemplos de

determinacao da funcao densidade a partir da funcao caracteristica.

Exemplo 2.2 Obtém-se aqui a funcao densidade correspondente a func¢ao caracteristica
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o(t) = e /2. Da equagio (2.4) vem

1 4o
fly) = / e M2y

o
L L e )

- () e,

e, finalmente, f(y) = \/%e_yzﬂ, que € a funcao densidade da distribuicao normal reduzida.

Exemplo 2.3 Deseja-se calcular a fungao densidade correspondente a funcgdo carac-

teristica p(t) = e . De (2.4) vem

Lot —ity ,—|t|
) =g [ emeay

")

e, por simetria,

mf(y) = / e cos(ty) dt = —e" COS(ty)‘ZO — y/ e 'sen(ty) dt = 1 —y?*nf(y) .
0 0
Logo, f(y) = m, y € IR, que é a func¢ao densidade da distribuicao de Cauchy.

A equagao (2.3) contém F'(0) e a determinacao desta quantidade pode ser evitada

usando a férmula de inversao alternativa
1 1 foo . - dt
R = b et - g
W)= 5+5 [ feo(—t) — e o)}

No caso de distribuicoes discretas nos inteiros nao negativos, a féormula correspondente a

equagao (2.4) é
1
27

P(Y =y) /_ : e Wo(t)dt,

com alteragao apenas nos limites de integracao.

Como a funcao caracteristica determina univocamente a funcao de distribuicao, o

problema de convergéncia em probabilidade de uma seqiiéncia de variaveis aleatorias
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pode ser resolvido através da convergéncia da seqiiéncia correspondente de fungoes ca-
racteristicas. Kste principio fundamental, de grande interesse na teoria assintética, é

conhecido como o teorema da continuidade (Levy, 1937; Cramér, 1937), descrito abaixo.

Teorema da Continuidade

Seja {Y, } uma seqiiéncia de varidveis aleatérias tendo fungoes de distribuicao Fy, Fy, ... e
com funcoes caracteristicas correspondentes 1, ¢o, ... Se ¢, converge pontualmente para
um limite ¢ e se ¢ é continua no ponto zero, entao existe uma funcao de distribuicao F

. . D ~ -
de uma variavel aleatéria Y tal que Y,, — Y, sendo ¢ a fungao caracteristica de Y.

Da definigado de convergéncia em distribuicao de uma seqiiéncia {Y,} de varidveis
;. . D , - .
aleatorias, i.e., Y, — Y, usa-se também uma notagao equivalente F,, — F' para as

funcoes de distribuicao de Y,, e Y.

Corolario
Supondo que as funcoes de distribuicao F), F}, F,, ... tém funcoes caracteristicas corre-
spondentes ¢, ©1, @9, ..., entao as seguintes proposicoes sao equivalentes:

i) F, — F;

ii) 1}1_}1{)1(} ©on(t) = p(t), para qualquer t € R, e ¢(t) sendo continua em t = 0;

iii) lim / gdF, = /ng, sendo g uma funcdo continua limitada, i.e., |g| < ¢ para

n—oo

algum c € R.

Se F,, — F', e F' é continua, entao a convergéncia é uniforme, ou seja, lim sup |F,(z) —
n—oo T

Fl=0.

2.3 Momentos e Cumulantes

As fungdes geratrizes de momentos (fgm) e de cumulantes (fgc) de Y sao definidas por
M(t) = E(e™) e K(t) = log M(t), respectivamente. Observe-se que a funciao carac-
teristica ¢(t) é expressa diretamente pela fgm M (t) através de p(t) = M(it). Quando a

fgm nao converge para t real num intervalo contendo a origem, trabalha-se geralmente
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com a funcao caracteristica, que existe sempre para t real e determina univocamente a
distribuigao. Evidentemente, M (t) e K(t) tém a mesma propriedade geradora de mo-
mentos e cumulantes que p(t) e log ¢(t), respectivamente. Com efeito, p/. = M™(0) e

k, = K((0), onde o sobrescrito (r) indica a r-ésima derivada em relacio a t.

Exemplo 2.4 Para a distribuicao normal N(u,0?) obtém-se, facilmente,

1
M (t) = exp <t,u + 2t202)

e, entio, K(t) = pt + 302t%, de modo que k1 = p, ko = 0* e K, = 0 parar > 3. Como
todos os cumulantes da normal, acima de sequnda ordem, sao nulos, a proximidade de
uma distribuicao pela distribuicao normal pode ser determinada pelas magnitudes de seus

cumulantes. Este fato revela a importancia dos cumulantes na teoria assintotica.

Exemplo 2.5 Suponha que Y tem funcdao densidade na familia exponencial

f(y) = exp{yd —b(0) +a(y)}, y € Ry . (2.5)

A condicao de normalizacao

[ cxvlud —b(6) +a(y)}dy = 1

implica para todo 6
M) = [ exp{yt +y0 — b(6) + aly) }dy

e, entao, a fgm de'Y € dada por

M(t) = exp{b(60 +t) —b(0)} .

A fgc de’Y seque como K (t) = log M (t) = b(6+t)—b(0). Logo, o r-ésimo cumulante de'Y’
¢ dado por k, = KM (0) = b")(0). Assim, a funcio b(0) na familia exponencial (2.5) gera
0s cumulantes de'Y. A fungao b(0) estd relacionada diretamente a log-verossimilhanga de
0 e este fato representa uma das maiores motivacoes para o uso de cumulantes na teoria

assintotica.
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Seja Y uma varidvel aleatéria e Z = aY + b uma transformacao linear de Y. E
facil verificar que os r-ésimos cumulantes de Z (k,(Z)) e Y (k,(Y)) sdo expressos por
kr(Z) = a"kp(Y'). Assim, os cumulantes padronizados de Z e Y definidos por p, = ﬁr/mg/Z
sao iguais, i.e., p.(Z) = p,(Y). Logo, os cumulantes padronizados de varidveis aleatérias
sao invariantes segundo transformacoes lineares. Os momentos tém uma vantagem sobre
os cumulantes devido & interpretagao (fisica e geométrica) simples. Entretanto, os cu-
mulantes na teoria assintotica sao de maior interesse que os momentos, principalmente
porque se anulam para a distribuicao normal e, com uma simples padronizacao, se tornam

invariantes segundo transformagoes lineares. Mostra-se, a seguir, que o conhecimento de

momentos e de cumulantes até uma dada ordem sao equivalentes.
A fungao geratriz de momentos M (t) pode ser representada pela expansao

/tk
M(t) =1+ Y 4 (2.6)
Mg

suposta convergente para todo |t| suficientemente pequeno. A soma ilimitada em (2.6)
pode ser divergente para todo real || > 0 porque alguns dos momentos de ordem superior
sao infinitos ou porque os momentos, embora finitos, aumentam rapidamente, for¢cando
a divergéncia. Neste caso, trabalha-se com expansoes finitas até um certo nimero de
termos, especificando a ordem do erro como funcao do tamanho da amostra n ou de

alguma quantidade relacionada a n.

A fungao geratriz de cumulantes é expandida como

K(t) = ;M’:’ . (2.7)

Das equagbes (2.6) e (2.7) vem

tk

tk
exp (Zﬁkk'> =1+ Z/Afg .
k : k :

Expandindo em série de Taylor a funcao exponencial anterior e igualando os coefi-

cientes de mesma poteéncia em t, expressam-se os momentos em termos dos cumulantes
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de mesma ordem e de ordem inferior. Os seis primeiros momentos sao:

Wy = ki, ph = Ko+ K2, pih = K3 + 3koky + K5, py = Ky + dksky + 3K3 + Brok? + K7,
Pt = ks + braky + 1063k + 108363 + 15K3Kk1 + 10kaK3 + K3, s = ke + 6Ksk1 + 15k4k0
+15k4K7 + 10k3 + 60r3k9k1 + 20k365 + 15K35 + 45K3K3 + 15k9k] + K§.

A inversao das equacoes acima pode ser obtida diretamente destas formulas ou, mais

facilmente, expandindo o logaritmo abaixo em série de Taylor
tF 1
Zk:/fkﬂzlog 1+Xk:NkH

e igualando os coeficientes de mesma poténcia em ¢t. Encontram-se,
K1 = [y, Ko = py — [, Ky =y — Spopy + 20, Ky = iy — dpigpy — 3ps + 12050
—6p5", ks = pus — Sulypy — 105 + 20507 + 30u5 py — 6055 + 2447,
Ko = pg — Opgpy — 15ty + 30pyp? — 1045 + 1205 paypay — 120450 + 3015
—270p2 P2 + 360ubpit — 120070

Assim, existe uma relagdo biunivoca entre momentos e cumulantes. Entretanto, os
cumulantes oferecem mais vantagens em termos estatisticos do que os momentos. En-
tre estas vantagens, citam-se: (a) muitos cdlculos estatisticos usando cumulantes sao
mais faceis do que os célculos correspondentes através de momentos; (b) para varidveis
aleatdrias independentes, os cumulantes de uma soma sao, simplesmente, somas dos cumu-
lantes das varidveis individuais; (c) séries do tipo Edgeworth para aproximar densidades
e distribuigdes (vide Segao 3.3) e logaritmos de densidades sao expressas de forma mais
conveniente via cumulantes ao invés de momentos; (d) os cumulantes de intimeras dis-
tribui¢oes podem ter ordens pré-estabelecidas, o que nao ocorre com os momentos; (e)
considerando a aproximagao normal (vide Secoes 3.3 e 3.10), os cumulantes (mas nao os
momentos) de ordem superior a um valor especificado podem, usualmente, ser ignorados,

pois tendem a zero mais rapidamente que os demais quando o tamanho da amostra cresce.

Além destas vantagens, os cumulantes tém interpretagao simples. Os dois primeiros

cumulantes sao o valor médio e a variancia da variavel Y em consideracao. O terceiro
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cumulante é uma medida de assimetria da distribuicao de Y no sentido de que k3 é zero
quando Y é distribuida simetricamente. Entretanto, k3 = 0 nao é uma condi¢ao sufi-
ciente para Y ter distribuicao simétrica. Para termos simetria a distribuicao deve ser
univocamente determinada pelos seus cumulantes e todos os cumulantes de ordem impar
devem se anular. O quarto cumulante é uma medida de curtose da distribuicao de Y. Os
cumulantes de ordem superior a quatro podem ser interpretados como medidas de nao-
normalidade, pois eles se anulam quando Y tem distribui¢ao normal. Na teoria assintética
os cumulantes padronizados p, = K,/ /ig/ 2, para r = 1,2,..., sao mais importantes, prin-
cipalmente p3 e py, por causa da invariancia segundo transformacao linear e por terem

ordens pré-estabelecidas.

Em muitas situagoes é mais fécil trabalhar com momentos centrais (j,) do que com
momentos ordindrios (u..). Existem relagdes simples de recorréncia entre esses momentos.

Tem-se p, = E{(Y — p})"} e desenvolvendo o bindémio vem:
_ Ty I\
fr = <k,) py—r(—11)"

Analogamente,
,

r
I 1k
e =7 (k> [k 1y
k=0
Em especial, relagoes entre cumulantes e momentos centrais sao bem mais simples do que

entre cumulantes e momentos ordinarios. As seis primeiras sao:

p1 =0, po = Ko, fi3 = K3, Ha = Ka + 3K3, fi5 = k5 + 10KaK3,
e = ke + 15Kakg + 1063 + 1553

Ro = 2, R3 = U3, K4 = U4 — 3M%a ks = s — 10popus,
K6 = i — 151gp1q — 1043 + 3043,

Exemplo 2.6 Suponha que Y tem distribui¢ao binomial B(n,p) com parametros n e p.
Tem-se M(t) = (1—p+pe')”, K(t) = nlog(1—p+pe') e p(t) = M(it) = (1 —p+ pe').
Calculam-se, facilmente, k1 = py = np, ko = uy = np(1 —p), kK3 = pg = np(l — p)(1 —
2p), g = 3n*p*(1 —p)® +np(1 —p)(1 — 6p + 6p?) e kg = np(1 — p)(1 — 6p + 6p?).
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Assim, os cumulantes padronizados ps = fig/kg’/Q e py = Ka/K3 de Y sdo

) 1—2p . 1 — 6p + 6p?
3= =
np(1l —p) np(1 —p)

Note-se que p3 e py — 0 quando n — oo. Este resultado estd de acordo com o teorema
de DeMoivre-Laplace (Se¢ao 2.5) que mostra que a distribuicdo binomial padronizada

tende para a distribuicao normal quando n — oo.

Na Secao 2.2 mostrou-se que os momentos de uma variavel aleatéria, se existirem,
podem ser calculados derivando a funcao caracteristica e que, também, a funcao carac-
teristica determina a distribuicao. Entretanto, isto nao implica que o conhecimento dos
momentos determine completamente a distribuicao, mesmo quando os momentos de todas
as ordens existem. Somente segundo certas condigoes, que felizmente sao satisfeitas para
as distribuicoes comumente usadas na teoria assintética, é que um conjunto de momentos
determina univocamente a distribuicao. Em termos praticos, o conhecimento de momen-
tos, quando todos eles existem, ¢ em geral equivalente ao conhecimento da distribuigao,
no sentido de que é possivel expressar todas as propriedades da distribuicao em termos

de momentos.

Em algumas situacgoes, os momentos sao mais facilmente obtidos através de outros
métodos que nao o de derivar ¢(t) ou M(t). Uma pergunta pertinente é: Quais as
condicoes para que uma seqiiéncia de momentos pf, 15, ... de uma variavel aleatéria Y
determine univocamente a funcao de distribuicao de Y7 Uma condicao suficiente devida

a Cramér (1946) ¢é a seguinte. Seja F(y) uma funcao de distribui¢do cujos momentos
00 ! 1k

t
W, k=1,2,... sdo todos finitos. Se a série Z #k—' ¢é absolutamente convergente para
k=0
algum ¢ > 0, entao F'(y) é a unica fungao de distribui¢ao cujos momentos correspondentes

sao iguais a puy, k=1,2,...

No caso da variavel aleatéria ser limitada, i.e., se existirem nimeros a e b finitos (a < b)
tais que F'(a) = 0 e F(b) = 1, entdo sua funcao de distribuigdo F(y) é univocamente
determinada pelos momentos pj, k= 1,2,..., desde que todos eles existam.

Uma dificuldade que surge no calculo de momentos e cumulantes para demonstrar re-

sultados de natureza genérica em teoria assintdtica é que o conjunto infinito de momentos
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(ou cumulantes), pode nao ser suficiente para determinar a distribuigdo univocamente.
Por exemplo, Feller (1971, Se¢ao VII.3) apresenta um par de fungdes densidades distintas
produzindo momentos idénticos de todas as ordens. A nao-unicidade ocorre quando a
fungdo M (t) nao é analitica na origem. Em um grande nimero de problemas, pode-se
evitar a nao-unicidade incluindo a condi¢ao de que a expansao (2.6) seja convergente para

[t] < §, onde § > 0.

Finalmente, suponha que {Y,,} é uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias com fungoes de
distribuigao Fi, Fy, ... e cujas seqiiéncias de momentos sdo conhecidas. Seja p,, o r-ésimo
momento de Y,,, suposto finito para quaisquer n e r. Apresenta-se, agora, um critério
simples baseado em momentos para determinar se Y, 2y, Suponha que 7}13)10 u;,n =,
onde . é finito para todo r. Se F,, — F', entao g, i}, pih, . . . € a seqiiéncia de momentos
correspondente a F. Em sentido inverso, se pug, i}, fth, . .. determina univocamente a
distribuicao F'(y), entao F,, — F. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada

em Kendall e Rao (1950).

2.4 Somas de Variaveis Aleatérias Independentes

O calculo de distribuicoes assintéticas de somas de variaveis aleatoérias independentes é
muito freqiiente em inferéncia estatistica. Esta secao trata de algumas propriedades das
somas de variaveis aleatorias independentes supondo um ntimero n finito dessas variaveis.

Na Secao 2.5 e no Capitulo 3 consideram-se propriedades das somas quando n — oo.

Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatérias iid, copias de uma varidvel aleatoria Y. Seja
n
S, = Z Y; a soma das n variaveis supondo que todos os momentos de Y existem e que
i=1
E(Y)=pe Var(Y) = 0% Tem-se E(S,) = nu e Var(S,) = no?.
Em célculos estatisticos ¢ comum padronizar a variavel aleatoria de interesse de modo
que uma distribuicao limite nao-degenerada seja obtida quando n — oo. Em geral,

padroniza-se a nova variavel de modo que ela tenha, exatamente ou aproximadamente,

média zero e variancia constante, ou mesmo unitaria. Assim, obtém-se a soma padronizada

Sk = (S, —nu)/(v/no), que satisfaz E(S%) =0 e Var(S:) = 1.
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A fgm Mg, (t) de S, é calculada a partir da fgm My (t) de Y através de

Ms, (1) = B(e5) = [] B(e") = My (1)"

i=1
e, portanto, a fgc Kg, (t) é simplesmente um miiltiplo da fge Ky (t)

Ks, (t) = n Ky (t) . (2.8)

Logo, os cumulantes de S, sao simplesmente iguais a n vezes os respectivos cumulantes

de Y, ou seja,

kir(Sn) = n s (Y) (2.9)

para r > 1. A equagao (2.9) apresenta um forte motivo para se trabalhar com cumulantes
no contexto de somas de varidveis aleatérias iid. Da equagao (2.9) obtém-se os cumulantes

padronizados de S,, como

s =20 (s = 240

T opr/2-1

e, assim, estes cumulantes decrescem em poténcias de 1//n. Este fato também é muito
importante no desenvolvimento das expansoes de Edgeworth apresentadas na Secao 3.3.
Os cumulantes padronizados de S} sao iguais aos correspondentes cumulantes de S,, devido

a invariancia segundo uma transformagao linear.

A funcao densidade exata de S, (ou S}) pode ser calculada pela convolugdo (soma
ou integral), quando n é pequeno. Assim, no caso continuo, onde as varidveis sao iid com
funcao densidade fy(y), a fungao densidade fg, (s) de S,, é expressa pela integral miltipla

de dimensao n — 1
n—1 n—1 n—1
fs.(s) = /{H fy(yz)} Iv., (3 - Z%) H dy; .
i=1 i=1 i=1

No caso discreto esta integral deve ser substituida por um somatério. As funcoes de
distribui¢ao de S, e S seguem de Fg, (2) = [* fs,(s)ds e Fg:(2) = Fs,(npu + /noz),

respectivamente.
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O calculo algébrico da funcao densidade de S,, pela formula da convolugao sé é ttil
para valores pequenos de n ou em casos especiais. Na pratica é mais comum determinar
a distribuicdo exata de S, a partir da férmula de inversao (Segao 2.2) ou do critério de
reprodutividade da funcao caracteristica dado a seguir, ou entao através das aproximagoes

assintéticas quando n — oo (vide Secao 2.5 e Capitulo 3).

Para a determinagdo numérica da integral relativa a fs, (s) dada anteriormente
aproxima-se, em geral, a fungao densidade fy(y) de Y por uma funcdo densidade con-
hecida g(y), onde as convolugoes podem ser calculadas explicitamente em forma simples.
Considera-se, assim, fy(y) = g(y) + 0(y), onde d(y) é uma pequena perturbagao. Em
especial, a escolha de 6(y) pode ser 6(y) = g(y) >, ¢;p-(y), onde {p.(y)} é um conjunto
de polinomios ortogonais associados a g(y) (vide Segao 3.2). Neste caso, pode-se ter uma

expansao para a convolugao onde os termos principais sao facilmente calculados.

No contexto das aplicacoes, as funcoes caracteristicas fornecem os métodos mais
poderosos para determinar a fungdo de distribuicdo de somas (e médias) de varidveis
aleatdrias independentes. Em especial, a funcao caracteristica g, (t) de S, tem a pro-
priedade do produto linear similar aquela de Mg, (t). Assim, no caso de variaveis aleatérias

independentes Y1, ..., Y, com fungoes caracteristicas respectivas i (), ..., v,(t), a fungao

n
caracteristica de S,, = Z Y; é dada por
i=1

ps.(t) = [T @i(t) - (2.10)

Quando as varidveis aleatérias sao iid, as funcoes caracteristicas de S,, e da média Y, =

n

Sy /n sdo iguais a @(t)" e (L)
de

i) = o (Y20 ) o (L) 2.11)

, respectivamente, e a funcao caracteristica de S segue

O resultado (2.10) da funcao caracteristica de uma soma de varidveis aleatdrias inde-
k

pendentes é facilmente estendido para uma combinacgao linear Z = Z ¢;Y;. Sendo ;(t;)
=1
A 7
a funcdo caracteristica de Y;, i =1,...,k, tem-se @z(t) = [] wi(cit).
i=1
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A fungao de distribuicao de S, (ou Y,,), pelo menos em teoria, pode ser determinada
a partir da sua fungao caracteristica em (2.10) usando a integral (2.3), embora em cer-
tos casos a avaliagao desta integral seja dificil. Em muitas situagoes onde as variaveis
aleatérias sao iid, a determinacao das funcoes de distribuicao de S, e Y,, pode ser feita
a partir do critério de reprodutividade da funcao caracteristica. Segundo este critério, se
py (t;0) é a fungao caracteristica de Y, que depende de um certo vetor 6 de parametros

da sua distribuicao, entao a funcao caracteristica de S,, pode ser expressa por

©s, (t;0) = oy (t;0)" = @y (t;nb) .

No caso do critério acima ser satisfeito, .5,, tem a mesma distribuicao de Y a menos

da permuta do vetor de parametros 6 por nf. Por exemplo, baseando-se neste critério, é
n

fécil mostrar que se Y tem distribui¢do B(m,p), P(p) e N(p,0?), entdo S, = »_Y; tem

i=1
distribuicao B(nm, p), P(nu) e N(nu, no?), respectivamente.

2.5 Teoremas Limites

A Secao 2.4 tratou do célculo da distribuicao de uma soma de varidveis aleatérias iid
supondo n fixo. Esta secao apresenta resultados importantes sobre a distribuicao da
soma de variaveis aleatérias iid quando n — oo. Estes resultados consistem em teore-
mas limites bastante uteis na inferéncia para aproximar distribuigbes de estatisticas (em
grandes amostras) pela distribui¢ao normal. Nas aplicagoes verifica-se que muitos desses
resultados assintéticos fornecem boas aproximagoes em amostras moderadas. Os teore-
mas limites mais citados sao aqueles de Lindeberg-Lévy, Liapunov, Lindeberg-Feller e a
integral de DeMoivre-Laplace. A grande maioria destes teoremas foi desenvolvida entre
1920 e 1945 por B.W. Gnedenko, A. Khintchin, P. Lévy, J.W. Lindeberg e A.N. Kol-
mogorov. Um estudo detalhado pode ser encontrado em Wilks (1962, Capitulo 9), Fisz
(1963, Capitulo 6), Feller (1971, Capitulo VIII) e Rao (1973, Segao 2c).

n
Seja {Y,, } uma seqiiéncia de variaveis aleatérias iid, S,, = Z Y; a soma das n primeiras
n=1
observagoes e Y, = S, /n a sua média. Quando se conhece apenas a média E(Y;) = pu
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da seqiiéncia, as conclusoes sobre o comportamento de Y,, para n grande sao dadas pelas

Leis Fraca e Forte dos Grandes Numeros apresentadas a sequir:

Lei Fraca dos Grandes Niumeros

Se existe B(Y;) = p < oo, entdo Y, —— p.

Lei Forte dos Grandes Numeros

Uma condigdo necesséria e suficiente para Y, —— pu é que exista E(Y;) e B(Y;) = p.

Quando se conhece a média E(Y;) = u e a variancia Var(Y;) = o2 da seqiiéncia,
pode-se trabalhar com o teorema central do limite, que mostra o papel de destaque da
distribuigdo normal na teoria assintética. O teorema central do limite é um nome genérico
para qualquer teorema dando a convergéncia (em distribui¢ao) de uma soma de varidveis
aleatorias para a distribuicao normal. Formas cléssicas deste teorema se referem a soma de
variaveis aleatorias independentes. No contexto de teoremas limites algumas vezes usam-
se os termos “global” e “local” para se referir as convergéncias das fungoes de distribuicao
e densidade, respectivamente. O termo “teorema limite local” é também usado quando
uma fungao de probabilidade discreta é aproximada por uma funcdo densidade (vide
teorema de DeMoivre-Laplace a seguir). Se, além da média y, a variancia o2 da seqiiéncia
{Y,,} é também conhecida, pode-se obter mais informacao sobre o comportamento de Y,
quando n — oo. No contexto de variaveis aleatorias iid, o teorema central do limite
de Lindeberg-Lévy representa a forma mais simples dos teoremas centrais de limite mais

gerais.

Teorema de Lindeberg-Lévy

Seja S = % — Y2V, — 1) a soma padronizada de n varidveis aleatérias iid. Se os
no o

2 existem e ambos sao finitos, entao

dois primeiros momentos E(Y;) = p e Var(Y;) = o
Sr 25 N(0,1), ie.,

lim P(S; <y)=o(y) . (2.12)

n—oo

Como a distribuicao limite é continua, a convergéncia da fungao de distribuicao de S

para ®(-) é uniforme e, entao,

{(P(S: < ty) — ®(tn)} — 0

n
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quando n — oo, onde t,, pode depender de n de qualquer forma.

Seja p(t) a fungao caracteristica de Y; — u. Como E(Y; — ) = 0 e Var(Y; — p) = o

obtém-se, expandindo p(t) como em (2.2),
2t2

plt) = 1= =+ o(t") .

A fungao caracteristica de Sy = Y (Yi — ) /ov/n é s (t) = p(55)". Logo,
=

. 42 _42 , ~ P . . .~
rtan im pg(t) = e . Como e un racteristi istribui
e, portanto, | sx (¢ ©/2 Como e /2 é a funcio caracteristica da distribuicio
n—oo

normal N(0,1), a equagao (2.12) decorre do teorema da continuidade.

A convergéncia S* —2» N(0,1), ou equivalentemente, o~ '/n(Y, — 1) — N(0,1)
representa o resultado central da teoria estatistica, pois permite construir intervalos de
confianca aproximados e testar hipéteses sobre p usando a média amostral Y, e sua

distribuigao normal N (u, %2) aproximada.

A equagao (2.12) garante que a fda da soma padronizada S’ converge para a dis-
tribuicao normal reduzida. Entretanto, a fungao densidade de S} nao converge neces-
sariamente para a funcao densidade da distribuicao normal reduzida, pois as variaveis
aleatorias Y7, ..., Y, podem ser discretas. H4 condicoes bem gerais que garantem que a
funcao de probabilidade de S} pode ser aproximada no caso discreto pela fungao densi-
dade ¢(x) = %6_352/2 da distribuigao N(0,1). O leitor deve consultar na Secao 3.10 as

2
aproximacoes baseadas na distribuicao normal para algumas variaveis aleatorias discretas.

Teorema Central do Limite (Local) para Densidades

Seja Fs:(y) = P(Sy; < y) a fda de S} no contexto de varidveis aleatérias 4d. Entao, S}

tem uma funcao densidade continua fg: (y) = dFZ’Z(y) para todo n suficientemente grande
e
lim_fs:(y) = é(y) (2.13)

n—0o0
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uniformemente em y € IR se, e somente se, existir um inteiro k£ > 0 para o qual a func¢ao

caracteristica comum ¢(t) de Y1, ..., Y, satisfaz

/ o)t < oo . (2.14)

O teorema seguinte é um coroldrio do teorema de Lindeberg-Lévy.

Teorema de DeMoivre-Laplace

Se S, ~ B(n,p) entao S} = % tem distribui¢ao normal N (0, 1) assintética. Além

disso, se k = k, depende de n mas |(k — np)//np(1 — p)| permanece limitado quando

n — 00, entao

1 k —
P(S, = k) ~ ¢ ( i ) , (2.15)
Vrp(1—=p) \y/np(1 - p)
com a notagao a, ~ b, significando que nll_{go % =1.

A equagao (2.15) pode ser demonstrada por simples expansao de Taylor e aproximando
os fatoriais do coeficiente binomial pela férmula de Stirling (Secao 3.5, exemplo 3.7). A
proporgao de sucessos em n ensaios Y, = S, /n tem, portanto, uma distribui¢io normal

N(p,p(1 — p)/n) assintética implicando a férmula aproximada

P(yy <Yy < 12)=P(2) — O(21) ,

onde z; = (y; — p), foipy Parai=1,2.

O teorema de Lindeberg-Lévy é um caso especial do teorema seguinte mais geral.

Teorema Central do Limite

Seja {Y,,} uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes (mas nao necessariamente

identicamente distribuidas) com os dois primeiros momentos E(Y;) = u; e Var(Y;) = o7
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finitos para i = 1,2, ... e com pelo menos um o? > 0. Segundo condigoes gerais, tem-se

==L __ P, N(0,1). (2.16)

Varias condigoes que garantem a convergéncia em distribuicao de S} para a dis-
tribuicao normal reduzida no teorema acima tém sido dadas por diferentes autores, in-
cluindo generalizacoes para o caso de somas de variaveis aleatorias dependentes. No caso
de varidveis independentes apresenta-se a seguir uma condicao suficiente (teorema de Li-
apunov) e uma condi¢do necesséria e suficiente (teorema de Lindeberg-Feller) para que a
convergéncia (2.16) seja satisfeita. Outras condi¢bes que garantem (2.16) estao fora do

objetivo deste trabalho.

Teorema de Liapunov

Se para variaveis aleatoérias independentes a relagao

¢ satisfeita, entao segue-se (2.16).

Teorema de Lindeberg-Feller

Suponha que para varidveis aleatérias independentes, Fj(y) é a funcao de distribuicao
de Y; e que s2 = Var(S,) = I, o7 satisfaz % — 0,5, — oo quando n — oo. A

convergéncia (2.16) ¢ satisfeita se, e somente se, para todo € > 0

hm72/ (y — w)dFi(y) = 0.
n—oo g ly—pi|>esn

n =1



50 Introdugdo a Teoria Assintdtica — Gauss M. Cordeiro

Uma conseqiiéncia importante do teorema acima estabelece a seguinte condicao: se para

algum k& > 2

> B(Y = wil*) = olsy)
i=1
quando n — oo, entao (2.16) ¢é satisfeita.

Finalmente, torna-se de interesse pratico e tedrico caracterizar o erro do teorema
central do limite, i.e., o erro da aproximacao de Fs:(y) = P(S; < y) por ®(y). No caso
11d tem-se a desigualdade de Berry-Esséen
33E(Y: — ul*)

Fgi(y) — @ << —
sup | () — 2()| < 7]

que é vélida para todo n e implica que a taxa de convergéncia de (2.12) é n~Y2. Sob
condicOes mais restritivas na expansao assintética de Fs: (y) —®(y) em poténcias de 1/y/n,
pode ser demonstrado que (Ibragimov e Linnik, 1971)

3
o B{Y: =’}

[Fsp(y) = @) < = 5= (1~ y))e ' 4 o(n™'1?)

uniformemente em y.

2.6 Transformacao Funcional

Um resultado muito util de transformac¢ao funcional se refere ao comportamento
assintético de uma fungao de duas varidveis aleatorias, onde uma delas admite con-
vergéncia em distribuicao, nao se impondo qualquer restricao sobre uma possivel de-
pendéncia entre essas varidveis aleatdrias. Seja h(Y,,,U,) uma transformagao funcional
envolvendo duas variaveis aleatérias Y,, e U,, supondo que Y,, P.yve U, £, k, onde Y
tem distribui¢ao nao-degenerada e k é uma constante finita. Admitindo-se que h(y,u) é
uma fungao continua de u em u = k para todos os pontos y no suporte de Y, pode-se
demonstrar que h(Y,,U,) — h(Y, k). Este resultado tem grande aplicabilidade na de-
terminacao de inumeras distribuigoes assintoticas de fungoes de varidveis aleatorias. Em
especial, Y, + U, Py k, Y, U, PkY e Y, /U, 2, Y/k se k # 0. Como motivagao

pratica, suponha a estatistica T, = v/n(Y,,—u)/s definida a partir de n varidveis aleatérias
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Yi,...,Y, #d com média p e variancia 02, onde Y, = En: Yi/nes? = zn:(Yi—?n)Q/(n—l).
A distribuigao exata de T, é t,,_1 (t de Student comlzn1 — 1 graus d(lezlliberdade). Tem-se
E(s2) = 02 e lim,_o Var(s2) = 0, de modo que s2 -~ ¢2 e, portanto, s, — o. Pelo
teorema central do limite /7 (Y, — 1) — N(0, 02). Combinando as duas convergéncias
obtém-se T}, = N (0,1), resultado bastante conhecido de convergéncia da distribuigao ¢

de Student para a distribuicao normal reduzida quando seus graus de liberdade tendem

a infinito.

Uma situacdo comum na pratica envolve a seqiiéncia {Y,} admitindo-se as con-
vergencias Y, £, pwe~n(Y,—p) 2.V, onde Y tem fungao de distribuicao F' arbitraria.
Logo, v/n(Y, —p) =Y +0,(1) e

Y
Y,=p+ N +0,(n"Y?)

vn

Em muitos casos, F' é a funcao de distribuicao ® da normal reduzida.

Seja {h(Y,)} uma transformagao funcional de {Y, }, sendo A(-) uma fungao qualquer
duas vezes diferenciavel com h'(u) # 0 e h”(y) suposta uniformente limitada no suporte
de {Y,,} para n > ny. Por expansao de Taylor vem

V{h(Y,) = h(p)} = b/ (1) (Yo — 1)

1 (2.17)
+§\/ﬁh”<Zn>(Yn - M)z )

onde Z,, = u+ (1 —¢)Y,, para & € (0,1). Como A" é limitada, o segundo termo em (2.17)

6 O,(n1/?). Assim, a equacdo de linearizacao decorre de (2.17)
Vidh(Ya) = h(p)} = b/ () (Yo = 1) + 0p(1) - (2.18)

Por hipétese v/nh/ (1) (Y, — u) L, W(n)Y e, entio, (2.18) implica que

Valh(Y,) = h(w)} o
" Y . (2.19)
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Estimando-se /(1) por h'(Y,) segue, também, a convergéncia

Vilh(Y,) = h(w} o,
(Y, ‘

Em especial, se Y ~ N(0,0?), entao (2.19) conduz ao resultado

Vidh(Ya) = h(u)} = N(0, 1 (n)*0”) .

Além disso, se 0 = o(u) é uma funcdo continua de p, sendo estimada por o(Y},), obtém-se

também,

Vath(Y,) ~ b} o
ATA N(0,1) .

Exemplo 2.7 Supée-se que /n(Y, — j1) — N(0,02) e sejam hi(Y,) = Y2 e hy(Y,) =
VY. Entio, /n(Y? — %) 2 N(0,41%0%) e /a(v/Y, — /i) — N(0,0%/(4p)).

Os momentos centrais definidos a partir de n observagoes id Y7,...,Y, por my =
n
n Yy (V- Y)* (k=1,2,...) sdo freqiientes nas formulas das estatisticas e é importante
i=1
conhecer suas propriedades em grandes amostras. Para k =1 e k = 2 tem-se a média e a

variancia amostrais. Pode-se demonstrar que (vide Serfling, 1980, Secao 2.2.3)

(i) mp == s

(ii) o viés de my é dado por

k(k — D) pg—1pio — 2k

N
o™ +O(n™7);

E(mk - Mk) =

111) a variancla de myg 1guala var\my) = —= + n- ), onae
e - A . d . 1 V O;lk? O 2 d

g, = figr — py — 2k s + K popi_y;

(iv) va(my, — ) — N(0, ) com y, dado em (iii).
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Os resultados (i) — (iv) sao verdadeiros para qualquer distribuigdo de Y. Note-
se que a média e a variancia de my estao definidas em termos dos momentos centrais

[y [ok—1s My i1 € fok de Y. O item (iv) para k =1 e 2 produz

VnY 25 N(0,0%) e vns® 25 N(O, pig — o) |

pois 1 = 0 e pp = o%. Portanto,

Vs == N(0, (11 — o) /(40%)) .

A equagao (2.18) escrita como

h(Yn) = hp) + hl(ﬂ) (Y — ) + Op(n71/2>

pode ser generalizada, supondo que A(-) é uma funcao real diferencidvel até ordem k, para

() , ,
S = o).

h(Ya) =

=0 J

Os momentos (e, entdo, os cumulantes) de h(Y;,) até uma ordem pré-fixada podem ser
obtidos a partir dos momentos de Y,, elevando-se a expansao acima a poténcias de ordens

dos momentos a serem calculados.

Finaliza-se este capitulo tratando o problema de estabilizacao da variancia na es-
timacao de um parametro ¢ através de uma estatistica Y,, que é assintoticamente normal
mas sua variancia assintética depende de 6. Suponha que /n(Y, —8)/v(8)Y2 25 N(0,1),
ou seja, v(f)/n é a variancia assintética de Y. Neste caso, a regiao de rejeicao do
parametro 6 depende de 6 através de v(f) e pode nao haver a propriedade desejdvel
de monotonicidade no parametro. Objetiva-se determinar uma transformacao h(Y,) para

se fazer inferéncia sobre 7 = h(f) de modo que

Vi(h(Ya) =) o
- 2, N(0,1),
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ou seja, a variancia assintdtica k*/n de h(Y,) é uma constante independente de . Tem-se

Var(h(Y,)) = k' (0)*Var(Y,,) .

Entao, k% = h/(0)?v(6), implicando

h(6) = k/ot iit) . (2.20)

Dado v(0) obtém-se de (2.20) a transformacao estabilizadora e o intervalo de confianga
segue baseado em h(Y,) e 7 = h(0), ie., Vn|h(Y,) — 7| < kzaj2, onde 2,/ é 0 ponto
critico da distribuigdo N(0,1) correspondente ao nivel de significancia a.. Por exemplo,
se v(f) = 6*™ e m # 1 vem h(f) = k0'"™/(1 —m). Para m = —1,2 e 1/2,h() iguala
k0%/2,—k/0 e 2k\/8, respectivamente. Para m = 1,h(d) = klogf. Cada um desses
valores de m corresponde a uma distribuigdo importante. Sejam os casos m = 1/2 e
m = 1. O primeiro caso pode ser caracterizado pela soma S, de n variaveis aleatorias
iid com distribuicdo de Poisson P(6). Logo, S = /n(Y, — 6)/v8 = N(0,1) e v(d) =
6. Assim, h(f) = 2k e a varidncia da raiz quadrada de Y, é estabilizada, ou seja,
\/ﬁ(\/?»n —0) 25 N(0,1). O segundo caso (m = 1) pode ser exemplificado pela soma
S, de n variaveis aleatorias iid com distribuicao gama parametrizada pela média 6 e pelo
parametro de forma p (vide, também, exemplo 2.1). Assim, E(Y) = 6 e Var(9) = 62 /p.
A soma S} padronizada é Si = \/np(Y,, —6)/0 ¢ v(0) = 6*/p. Entao, h(d) = k./plog 0 e

a variancia de h(Y’,) é estabilizada mediante a transformagao logaritmica. Tem-se,

yrp(logY, —log 0) = N(0,1) .

2.7 Exercicios

1. Mostre que a varidvel qui-quadrado padronizada (x? — n)/v/2n converge em dis-

tribui¢ao para a normal N(0,1). Avalie um limite para o erro desta aproximagao.

1

2. Mostre que a varidvel aleatéria Y com funcao densidade f(y) = {cosh(my)} ', y €

IR, tem fungao caracteristica ¢(t) = sech(t/2).
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10.

11.

12.

13.
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Demonstre que os momentos ordinarios da varidvel aleatéoria com fungao densidade
fly) =kyPe ¥, v>0, y>0sdopu. =7T(p—1—-7)/T(p—1)ser <p—1eque,

caso contrario, os momentos nao existem.

Justifique que a distribuigao N(u,0?) é determinada univocamente pelos seus mo-

mentos.

Mostre que: (a) a distribuigdo exponencial cuja fungao densidade é dada por f(y) =
o~ le7¥/7(o > 0) tem cumulantes x, = o"(r—1)!, r = 1,2,...; (b) a fungdo exp(—t*)

nao pode ser uma funcgao caracteristica, exceto se a = 2.

Mostre que: (a) se Y —- Y, entdo Y, = O,(1); (b) se Y,, = 0,(U,), entdo Y, =
0p(Uy); (c) se Y, LvYeX, 5 X, entio Y, + X, =Y + X.

. Seja o1 (Y, — p) — N(0,1). Entdo, Y, — u se, e somente se, 0, — 0 quando

n —— OoQ.

Seja p(t) a funcao caracteristica da variavel aleatéria Y. Mostre que se Y é continua

limyg oo (t) = 0 e se Y é discreta limy . sup |@(t)| = 1.

Suponha as convergéncias /n(Y, — pu)/o —> N(0,1) e V/n(X, — )/ —>
N(0,1), ¢ # 0. Mostre que cv/n(Y, — p)/(0X,) — N(0,1).

Demonstre que as fungoes caracteristicas das distribuicoes logistica e de Laplace cu-
jas fungoes densidades sao f(y) = e ¥(1+e7¥) 2 e f(y) = exp{—|y—p|/o}/(20), y €
IR em ambos os casos, sao dadas por p(t) = ['(1—it)['(1+it) e () = e (1+0%t?) 71

respectivamente.

Sejam (Y, — p)/on —> N(0,1) e X,, = 0 e n com probabilidades 1 — n~! e n~!
respectivamente. Mostre que (Y, + X,, — p)/o, 2, N(0,1).

Mostre que se p(t) é a funcao caracteristica de uma varidvel aleatéria, p(t)? também

¢ uma funcao caracteristica.

(a) Uma varidvel aleatdria tem momentos u,. = k/(k+r), r=1,2,..., onde k > 0.

Mostre que sua funcao densidade é f(y) = y*', y € (0,1); (b) uma varidvel
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aleatéria tem funcao caracteristica ¢(t) = (1 + ¢*)~'. Mostre que sua funcao densi-

dade é f(y) =e /2, y € R.

Se Y é uma varidvel aleatéria tendo momentos u!. = (k + r)!/k!, k um inteiro
positivo, entdo a sua func¢ao densidade é univocamente determinada por f(y) =

yPe Y /Kl y > 0.
Se Y, ..., Y, satisfazem as suposicoes do teorema de Lindeberg-Lévy e, além disso,
o momento F(|Y;|?) existe, entao Sf = /n(Y, — u)/n tem fda que satisfaz

Fst) — o) < “EE,

onde k é uma constante.

Se Y é uma varidvel aleatéria tal que E(e®V) existe para k > 0, entdo

P(Y >¢€) < E(efY) /e .

Se Y1,Ys, ... é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias iid. Se F(Y;) = p é finito, entao
Y. - p
A fungdo densidade da distribuigao de Laplace tem a forma f(y;u,¢) =

(2¢) L exp(—|y — ul|/p), ¢ > 0. Mostre que a sua funcio caracteristica é dada
por o(t) = (1 + ¢*t*)Lexp(ity). Mostre que ela tem momentos de todas as ordens

e que nao ¢ preservada segundo convolucao.



Capitulo 3

Expansoes Assintoticas

3.1 Introducao

Considere uma ezpansao assintdtica para a fun¢ao g,(y) em algum ponto fixo y expressa

para n — o0 COmo

9a(y) = £(9) {1 + %J(%) 22ty f’% +-- } 7 (3.1)

onde n é usualmente o tamanho da amostra ou uma quantidade de informacao. Na
inferéncia a funcao g¢,(y) de interesse é tipicamente uma fungao densidade (ou de dis-
tribuicao) de uma estatistica baseada numa amostra de tamanho n e f(y) pode ser
considerada uma aproximagao de primeira ordem tal qual a fungao densidade (ou de
distribuigao) da normal reduzida. A funcao g,(y) pode ser definida diretamente de uma

seqiiéncia de comprimento n de variaveis aleatorias, por exemplo, como a funcao densi-
n

dade da média amostral Y,, = n~! Z Y; de n varidveis aleatérias iid sendo f(y) sua fungao
i=1

densidade limite, que é usualmente a fungao densidade ¢(y) da normal reduzida. Ela pode

ser também uma funcao geratriz de momentos ou cumulantes. Embora a equacao (3.1)

seja definida para um valor fixo y, tem-se o interesse em saber para qual regiao dos valores

de y ela permanece vélida como uma expansao assintética.

Uma caracteristica importante da expansao assintotica (3.1) é que ela néo é, em geral,
uma série convergente para g,(y) e, assim, tomando-se mais termos no seu lado direito a

aproximacao para g,(y) nao necessariamente melhora.

o7
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As expansoes assintoticas sao usadas rotineiramente em muitas areas da andlise
matematica. Os livros de Jeffreys (1962), DeBruijn (1970) e Bleistein e Handelsman
(1975) sao excelentes fontes para estudos aprofundados. Embora uma aproximagao do
tipo (3.1) seja somente vélida quando n — oo, obtém-se frequentemente uma boa pre-
cisao mesmo para valores pequenos de n. H& interesse de investigar em cada caso a
precisao da aproximagao (3.1) para varios valores de y, bem como o intervalo de variagao
de y para o qual o erro da aproximagao é uniforme. Apresentam-se a seguir expansoes
do tipo (3.1) permitindo o termo principal f(y) depender de n para algumas fungoes

matematicas de grande interesse na Estatistica:

(i) A funcdo gama I'(n) = / 2" e "dx admite para n grande a expansao de Stirling
0

expressa somente em poténcias de n=!

1 1 139 571
— 1/2 _—n,n—0,5 . . -5
[(n) = (2m)Fe™n {1'+ Ton T 28802 ~ 518408 24ss3oont T O )}'

Fixando n e tomando mais termos no lado direito da féormula acima, o erro da
aproximacao aumenta. Para valores de n > 5, a férmula assintética /2w e nm %9

é suficiente para muitos propositos;
otk
(ii) A fungao gama incompleta I'(k,y) = / e "t*~1dt admite a expansao
y

T(k,n) = klﬂ{1+k_1+(”_n%_2)

n n?

+ O(R_S)};

(iii) A fungao log y — ¥ (y), onde ¥ (y) = dl%yf‘(y) ¢ a fungao digama, ¢ estudada na
estimacao do parametro de forma da distribulgao gama. Valores inteiros sao com-
putados como (1) = —v, ¥(n) = —y+ Z k~'(n > 2), onde v = 0,5772156649 . . .
¢é a constante de Euler. Tem-se a expansao quando o argumento y — 0o (ao invés

de n — o0)

1 1 1 1
log y — = {l+———t—— 40y} .

Neste capitulo sao apresentadas varias expansoes importantes do tipo (3.1), geral-
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mente até termos de ordem n~!. Entre estas expansoes, citam-se as expansoes de Gram-
Charlier, Edgeworth, Cornish-Fisher, ponto de sela, Laplace e as expansoes que relacionam
funcoes de distribuicao e de varidveis aleatérias. O leitor que desejar maiores detalhes
mateméticos podera consultar os livros de McCullagh (1987, Capitulos 5 e 6), Barndorff-
Nielsen e Cox (1990, Capitulo 4) e Hinkley, Reid e Snell (1991, Capitulo 12).

3.2 Expansao de Gram-Charlier

Seja f(y) uma fungao densidade conhecida, cujos cumulantes sdo dados por ki, ko, ...
O interesse reside em usar f(y) para aproximar uma fungdo densidade g(y) (em geral

desconhecida) a partir da aplicacao de um operador T'(D) a f(y). O operador é formulado

como T'(D) = exp Z ¢;(=D)? /4! e a aproximagdo para g(y) ¢ definida por
j=1

onde D é o operador diferencial, ou seja, D7 f(y) = & f(y)/dy’.

Os cumulantes de g(y) sdo determinados como os coeficientes de t"/r! na expansao de
log { / o etyg(y)dy} (Segao 2.3). Expandindo o operador T'(D) em série de Taylor vem
T(D) = i l' i ﬂ de onde se conclui que os cumulantes de g(y) sao dadas por

— il = !
K1+ €1,k2 + €,... A fungdo g(y) pode nao satisfazer a condi¢ao g(y) > 0 para todo y,

mas seus cumulantes k, + €, sao definidos mesmo que esta condicao nao seja satisfeita.

De g(y) = T(D) f(y) obtém-se, pela expansao de T'(D),

o) = f&)~aDily) + 3(& +e)D()
(3.2)

1 1
—é(ez{’ + 3erea +€3) D3 f(y) + ﬂ(e;’L + 6€2ey + deres + e) DU f(y) + - - -
A equacao (3.2) mostra que a fungado densidade g(y) de uma variavel aleatéria continua
qualquer pode ser expandida em termos de uma fungdo densidade f(y) de referéncia
conhecida e de suas derivadas, cujos coeficientes sdo fungoes de diferengas (€)s) en-

tre os cumulantes correspondentes associados as fungoes densidade g(y) e f(y). Em
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muitos casos, D7 f(y) = P;(y)f(y), onde P;(y) é um polindmio de grau j em y. Es-
ses polinomios sao geralmente ortogonais com relagao a distribuigao associada a f(y), ou
seja, [ Pj(y)Pi(y)f(y) = 0 para j # k. Por exemplo, se f(y) é a fungao densidade ¢(y)
da distribuigao normal reduzida, (—1)?P;(y) é o polindmio de Hermite H,(y) de grau j

definido pela identidade

Os primeiros polinoémios de Hermite sao Hy(y) =1, H,(y) =y, Ho(y) = y*> —1, Hs(y) =
v’ =3y, Hi(y) =y'—6y>+3, H5(y) = y” — 10y° + 15y e He(y) = y° — 15y" + 45y — 15.

Esses polinomios tém propriedades interessantes decorrentes da identidade

ot
exp(ty — t/2) = Zﬁ

tals como:

d
@Hr(y) =rH,1(y),

DiH,(y) =rYH,_;(y) para r>j,

onde r0) = r(r —1)--- (r — j + 1). Satisfazem ainda a relacio de recorréncia

H.(y) =yH, 1(y) — (r =) H, 2(y) (r>2).

Suponha agora que as médias e as variancias de g(y) e f(y) sdo tomadas iguais, por
exemplo, pela padronizacao através de transformacao linear das varidaveis. Neste caso,
€1 = €3 = 0 e (3.2) implica

€3

90 = 1)~ {5 P - GP0 +} 1) (33)

Integrando (3.3) obtém-se uma relacao equivalente para as fungoes de distribuicao G(y) =

[Y o gt)dt e F(y) = [Y f(t)dt correspondentes a ¢g(y) e f(y):

Gly) = F») = { SPl) — SR+ £0) (34)

O caso especial mais importante e de maior aplicabilidade das expansoes (3.3) e (3.4)

surge quando f(y) é a funcao densidade ¢(y) da distribui¢ao normal reduzida. Neste
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caso, k, = 0 para r > 2 (Se¢ao 2.3) e €3, €4, . .. se igualam aos cumulantes de g(y). Assim,

(3.3) simplifica-se para

(€6 + 10€3)

o) = 00 {1+ ) + 1)+ St + D 4 s

A expansao (3.5) é denominada expansao de Gram-Charlier. Usualmente, nao se con-
sideram em (3.5) polinomios de ordem superior a seis. Os termos em (3.5) ocorrem numa
seqiiéncia determinada pelas derivadas sucessivas de ¢(y). Entretanto, esta seqiiéncia nao
se apresenta necessariamente em ordem decrescente de magnitude e, algumas vezes, uma
ordenacao diferente deve ser adotada a partir da avaliacao da magnitude dos seus varios

termos. Integrando (3.5) e usando a relagdo [ H,.(y)o(y)dy = —H,_1(y)p(y)(r > 1) vem

(€6 + 10€3)

SURTIURRE LAURS LAURS LAURE

3! 41 51 Hs(y) + - } o(y), (3.6)

onde ®(y) é a funcao de distribui¢do da normal reduzida.

As férmulas (3.5) e (3.6) mostram que as fungoes densidade e de distribuigao de uma
variavel aleatéria qualquer Y padronizada podem, em geral, ser expressas por expansoes
envolvendo seus cumulantes, os polinomios de Hermite e as funcoes densidade e de dis-
tribuicdo da normal reduzida. Nas aplicagoes de (3.5) e (3.6) é importante coletar os

termos de mesma magnitude, conforme mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 3.1 Seja Z uma varidvel aleatdria com distribuicao gama de parametros 1(es-
cala) e A > 0 (forma). A funcio geratriz de cumulantes de Z é K(t) = —Alog(1 — t)
e 0s seus cumulantes igualam v, = N(r — 1)!. Deseja-se obter uma aprorimagdo para a
funcao densidade g(y) da varidvel gama padronizada Y = (Z — 71)/721/2 em termos da
funcao densidade ¢(y) da distribui¢cao normal reduzida. Os cumulantes de Y sao dados

por K, + €, = (r — DINC/2 (yide Secdo 2.3), sendo k1 =0, ky =1 ek, =0, 7 > 2.
12

Na ezpansio de Gram-Charlier da func¢io densidade g(y) = ¢(y) > _ ¢;H;(y), decorrente
=0

de (3.5) e até o termo envolvendo Hy2(y), os coeficientes c; tém as sequintes ordens de

magnitude em \:

Co C3 Cq Cs Ce Cr Cg Co C10 C11 C12
0 —1/2 -1 —3/2 -1 —3/2 -2 —3/2 -2 —5/2 -2
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Assim, os termos da expansao de Gram-Charlier nao necessariamente decrescem em or-
dem de magnitude de . Deve-se ter cuidado ao truncar (3.5) de modo que todos os
termos nao incluidos sejam realmente de ordem inferior aqueles da expansdao truncada.
Por exemplo, para obter uma expansio corrigida para g(y) até ordem \=3/%, somente os

termos correspondentes a cg, Cig, C11 € C12 nao seriam tncluidos.

3.3 Expansoes de Edgeworth

Trata-se aqui das expansoes de Edgeworth para somas padronizadas de variaveis aleatorias
univariadas 7id. Estas expansoes sao importantes na teoria assintotica quando a integral de
convolucao referente a soma de variaveis aleatorias nao pode ser calculada explicitamente.
A extensao para o caso de variaveis multivariadas estd fora dos objetivos deste texto e o

leitor poderd consultar o livro de McCullagh (1987, Capitulo 5).

Seja Y uma varidvel aleatéria com fungoes densidade f(y) e geratriz de cumulantes
K(t). Os cumulantes padronizados de Y s@o p, = m/ngﬂ para r > 2. Tem-se k3 =
E(y) = p e ky = Var(Y) = 0. Suponha que Yi,...,Y, sdo realizagoes iid de Y e sejam:
Sy, = zn: Y, a soma estocéstica e S’ = (S,, — nu)/(oy/n), a soma padronizada. Como as
Variévzezié aleatérias sao 7id, as fungoes geratrizes de cumulantes de S,, e S sao dadas por
Kg, (t) =nK(t) e

t t
Ko(t) = — Y™ L ke () , (3.7)
" o ovn
respectivamente. A expansao de K (t) em série de Taylor equivale a uma soma de fungoes

dos cumulantes padronizados de Y

K(t) = ut + 022/2 + pso®t® 16 + pacitt /24 + ..

que substituida em (3.7) implica

Kg: (t) = t2/2 + pst®/(6y/n) + pat*/(24n) + O(n™3/?) . (3.8)

A expansao (3.8) revela o esperado, ou seja, que Kg:(t) — t*/2 quando n —
00, pois pelo teorema central do limite (Segao 2.5) S’ converge em distribuicao para a

distribui¢ao normal N(0,1) quando n tende a infinito. A fungao geratriz de momentos
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Mg (t) de S} ¢é obtida de (3.8) tomando exponenciais. Logo,

Mg (t) = exp(t2/2){1 + pst®/(6v/n) + pat®/(24n) + p3t/(72n) + O(n~*/?)}.

Para obter a funcao densidade de S}, a equagao acima deve ser invertida termo a termo

usando a identidade
[ o) H(y)dy = ¢ exp(t2/2)

Entao, a funcao densidade de S} é dada por

foi () =¢><y>{ Ha(y) + Ly >+p3H6<y>} Lo . (39)

6\/_ 72

A integral de (3.9) produz a expansao da fungao de distribuicao de S como

i) = 0(0) — o) { L Halo) + ot tat) + )+ 00 (310

As férmulas (3.9) e (3.10) sao as expansdes de Edgeworth para as fungdes densidade
e de distribuicao de uma soma padronizada S;;, respectivamente. E importante salientar
que a expansao (3.9) segue diretamente da expansao de Gram-Charlier (3.5), pois os
cumulantes de S sdo simplesmente ¢, = O(n'~"/2) para r > 3 com e3 = p3/\/n e
€4 = pg/n. O termo principal em (3.10) é a fungao de distribuicao ®(y) da normal
1/2

reduzida, como previsto pelo teorema central do limite. O termo de ordem n~"/¢ é um

-1

ajustamento face a assimetria da distribuicao de Y e os termos de ordem n™" representam

um ajustamento simultaneo devido a assimetria e curtose da distribuigao de Y.

A adequagao das aproximagoes ¢(y), ¢(y){1 + psHs(y)/(64/n)} e (3.9) para a fungao
densidade de S} depende do valor de y. A aproximagao (3.9) podera nao ser apropriada
nas extremidades da distribuigao de S quando |y| crescer, pois os polinémios de Hermite
nao sao limitados. No ponto y = 0, o erro da aproximagiao normal ¢(y) é O(n™!) e nao
O(n~%/?), enquanto o da expansdo (3.9) ¢ O(n~2), pois os termos de poténcia fmpar em
n~Y? dependem apenas de polinémios de grau impar e todos eles se anulam para y = 0.
Assim, desejando-se aproximar a funcdo densidade de S} na origem, fs:(0), obtém-se

1

uma expansio em poténcias de n~' ao invés de poténcias de n~/2. Quando p3 # 0

(distribuicdes de Y assimétricas) o termo de ordem n~'/2 poderd ser muito grande nas ex-
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tremidades da distribui¢do de S quando Hj3(y) for apreciavel, invalidando a aproximagao
&(y){1+ psHs(y)/(64/n)} para a fungao densidade de S?. Diferentemente, a aproximagao
em torno da média E(S}) = 0, onde H3(0) = 0, serd satisfatoria, pois envolvera somente
termos de ordem n~'. Obviamente, se a funcao densidade de Y ¢ simétrica (p3 = 0), a
aproximacao normal usual para a funcio densidade de S estard correta até ordem n~1/2

ao invés de até ordem 1.

A funcao ¢(y){1+ psHs3(y)/(64/n)} formada pelos dois primeiros termos de (3.9) nao
¢ uma fungao densidade em y para n fixo e p3 # 0, pois para psy suficientemente grande
e negativo, o valor desta funcao pode ser negativo. Entretanto, isto nao contradiz a
suposicao assintética da validade de (3.9) que é “y fixado e n — o0”. Uma forma de
superar esta dificuldade é escrever a aproximagao acima como ¢(y) exp{psHs(y)/(61/n)}.
Entretanto, esta forma tem a desvantagem de ser ilimitada e, portanto, pode nao ser

normalizada exatamente em IR.

O erro em (3.10) s6 serda O(n~%/2) se S’ tiver distribui¢do continua. No caso discreto,
a funcao de distribuigao exata de S} é descontinua nos seus possiveis valores, com saltos
de ordem O(n~%/2). A aproximacdo (3.10) é continua e deve envolver erros de ordem n~'/2
préximo aos pontos de descontinuidade. Entretanto, Kolassa e McCullagh (1990) propoem
uma versao de (3.10), vdlida até O(n~1) para distribuigoes discretas, pelo ajustamento

dos cumulantes p3 e py através das corre¢oes de Sheppard.

Exemplo 3.2 Sejam Y, ...,Y, varidveis aleatorias itd com distribuicdo exponencial de

média um. A funcao densidade exata de S} € dada por

7s; () = Vn(n+yvn)"texp(—n —yv/n)/(n —1)! .

Para obter de (3.9) a expansao de Edgeworth tem-se E(S,) =n, Var(S,) =n, ps =2 ¢
ps = 6. Logo,

fs: () = o) {1 n Hs(y) 4 Hy(y) 4 Hﬁ(y)} + O(n_3/2) .

3v/n 4n 18n

Na Tabela 3.1 compara-se para n = 5 o valor exato mg:(y) com a aproximagao normal
#(y) (termo principal) e com aquelas expansoes de fs:(y) obtidas da equagdo acima con-

siderando apenas o termo O(n~'%) e com aqueles dois termos de ordem O(n™').
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Tabela 3.1: Aprozimacées de Edgeworth para a funcdo densidade da soma

padronizada de 5 varidveis exponenciais iid

Expansoes de Edgeworth
y Exato Normal até O(n~'/?) até O(n™')

-2 0,0043  0,0540 0,0379 0,0178
-1,5 0,1319  0,1295 0,1512 0,1480
-1,0  0,3428  0,2420 0,3141 0,3329
-0,5 0,4361 0,3521 0,4242 0,4335

0 0,3924 0,3989 0,3989 0,3922
10,1840 0,2420 0,1698 0,1887
20,0577 0,0540 0,0701 0,0500
30,0144 0,0044 0,0163 0,0181

Para valores pequenos de n, a expansao de Edgeworth nao € boa nas caudas da distribuicao
de S. A Tabela 3.1 mostra que, fora dessas caudas, a expansao de Edgeworth incluindo
0s termos O(n™1) € superior aquela expansio de Edgeworth até O(n=/?). Exceto no ponto
y = 0, a aprozimagdo normal ¢(y) para ws=(y) nao é satisfatoria, como esperado, pois n

€ pequeno.

Exemplo 3.3 FEste exemplo (Barndorff-Nielsen e Cox, 1990, p.96) ilustra o desempenho
da expansao de Edgeworth no contexto discreto. Seja S, a soma de n varidveis aleatorias
itd com distribuicdao de Poisson de média 1. Assim, S, tem distribuicao de Poisson de
média n. Todos os cumulantes da distribuicao de Poisson sao iguais e, entao, ps = py = 1.

A soma padronizada S} = (S,—n)/\/n tem funcao de distribuicao aprozimada, decorrente

de (3.10), dada por

Hy(y) N Hs(y) N Hs(y)

Fs:(y) = ®(y) — ¢(y) { 6/n 24n, 72n

} + O(n_?’/Q) )

No uso desta expansao para aprozimar P(S, <), pode-se adotar uma corregio de con-
tinuidade como y = (r —n+0,5)/y/n de modo que P(S, <r)= Fs:(y).

A Tabela 3.2 compara a aprovimagdo ®(y) e as expansoes de Fs:(y) até O(n=?) e
O(n™1) com o valor exato de P(S,, < r) quando n = 8. Ambas as expansies de Edgeworth

aprozimam melhor P(S,, < 1) do que a fungao de distribuicao normal ®(y).
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Tabela 3.2: Aprozimacoes para a funcdio de distribuicio da Poisson de média n = 8

Expansoes de Edgeworth

r Exato Normal até O(n~2) até O(n™!)

20,0138 0,0259 0,0160 0,0148

40,0996 0,1079 0,1021 0,1011

6 0,3134 0,2981 0,3128 0,3141

8 10,5926 0,5702 0,5926 0,5919
10 0,8159 0,8116 0,8151 0,8146
12 10,9362 0,9442 0,9340 0,9374
14 0,9827 0,9892 0,9820 0,9824

Em inferéncia, o interesse principal reside em computar niveis de significancia e, assim,
a expansao (3.10) é mais 1til do que a expansao para a fungao densidade (3.9). Frequente-
mente, em testes de hipdteses, trabalha-se com estatisticas padronizadas de média zero,
variancia um e cumulantes p; = €;/ 62/ de ordens O(n'~7/?) para j > 3. Neste caso, as
probabilidades unilaterais envolvendo estatisticas padronizadas do tipo P(Y,, > y) podem

ser calculadas até O(n~!) diretamente de (3.10) como

P(Y,2y) = 1 - d(y) + oy >{ Hay) + L oy >+p3H5<y>}, (3.11)

\/_ 72
envolvendo um termo de ordem O(n~'/2) e mais dois termos de ordem O(n~!). Entretanto,

as probabilidades bilaterais do tipo P(|Y,,| > y) s@o obtidas (para y > 0) de (3.10) como

2

() + 20,

P(|Ya] > y) = 2{1 - ®(y)} + 26(y ){24

envolvendo apenas correcoes de ordem O(n~'). Neste caso, ocorre cancelamento das
corregoes de ordem O(n~'/?). Elas sdo iguais em magnitude, mas com sinais diferentes, e

se cancelam quando as duas extremidades sao combinadas.

Pode-se trabalhar com as expansoes de Edgeworth (3.9) e (3.10) se as componentes
Y; sao independentes mas nao sao necessariamente identicamente distribuidas. Tem-se
Ky (Sn) = Xk, (Y;) e padroniza-se S,, na forma usual

* Sn - El{l(Y;)
Sy ="
Yra(Y))
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e as expansoes (3.9) e (3.10) continuarao valendo desde que as quantidades

Sro(V) o Za(Y))
T2 © T Eam)P

pP3 =

sejam limitadas quando n — oo.

3.4 Expansoes de Cornish-Fisher

As expansoes de Cornish-Fisher sao usadas para determinar numericamente as dis-
tribuigoes de probabilidade de estatisticas quando suas distribuicoes exatas sao dificeis
de ser computadas. Suponha que uma varidavel aleatéria continua padronizada Y tem
média zero, variancia um e cumulantes p; de ordens O(n'77/?) para j > 3. Neste caso, a
expansao de Edgeworth para P(Y < y) segue diretamente de (3.11). Suponha agora que
Yo € Ugq 530 definidos por P(Y < y,) = ®(un) = 1 — . As expansoes de Cornish-Fisher
sao duas expansoes assintéticas relacionando os quantis y, € u,: uma expansao normali-
zadora que expressa u, como funcao de y, e sua expansao inversa dando y, em termos

de u,.

A demonstracao dessas expansoes requer calculos algébricos longos e apresenta-se aqui

apenas a idéia da prova. Expandindo ®(u,) vem

(ua) = Dya + (0 — o)} = B(ya) +z e =9 gy,

e, entao,

Bug) = () + > I 1y (). (3.12)

r=1
Igualando P(Y < y,) proveniente de (3.11) a equacao (3.12), pode-se expressar u, em

funcao de y, até O(n~1) como

P32 P3 P4
= (1) = Va -1 4y — Ty,) — — o) - 1
P(Ya) =¥ 6\/ﬁ(ya )+ v (4y2 — Tya) Y (2 — 3ya) (3.13)

Entao, qualquer probabilidade P(Y > y,) até O(n™!) é facilmente calculada como

1 — ®(u,), com o quantil u, dado por (3.13). Este procedimento de célculo é vélido
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para qualquer estatistica continua padronizada que tenha terceiro e quarto cumulantes de

ordens O(n~2) e O(n™'), respectivamente, e os demais cumulantes de ordem o(n™").

O polinémio (3.13) de Cornish-Fisher representa a transformag¢dao normalizadora p(Y')
da varidvel Y até O(n™1), isto é, p(Y) ~ N(0,1) + O,(n~%?). Este polinomio é usado
comumente para normalizar qualquer distribuicao de probabilidade fazendo algum dos
seus parametros tender para infinito, ou seja, substituindo-se n no resultado assintético
de grandes amostras (n — o00) por algum parametro da distribuigdo de interesse que

cresce indefinidamente. O exemplo a seguir ilustra isso.

Exemplo 3.4 Considere o cdlculo da expansao de Cornish-Fisher normalizadora da
varidvel aleatdria de Poisson Z ~ P()\). Padronizando-se esta varidvel Y = (Z — \) /v
pode-se usar (5.13) com A\ — 0o ao invés de n — co. Observe-se que Y —— N(0,1)
quando X — co. Como p3 = \"Y2 e py = X\, obtém-se
1 1
V)=Y - —(Y?>—1)— —~(3Y> —8Y*4+5Y) .
Assim, a varidvel transformada p(Y) acima tem distribuicio N(0,1) com erro O(A~%/2).

A ezpansao formal de Edgeworth para a distribui¢io de P(Z < z) seque de (3.10) como

v —1 v =Ty +3y
6v/A 72\

P(Z < 2) = B(y) — 6(y) { } OO,

sendo y = (z — A+ 0,5)/vV'\ com a correcio 0,5 de continuidade.

O objetivo da expansao inversa de Cornish-Fisher é expressar os quantis y, de Y
como funcao dos correspondentes quantis u, da distribuicao normal reduzida. A inversao
da expansao (3.13) para calcular y, em termos do quantil u, da normal reduzida é feita
através da férmula geral de inversao de Lagrange. Entao, y, = us + g(y.) pode ser
expandido em termos de u, como
DG (ua) | D'gua) |

5 i (3.14)

Ya — U = g(ua> +

Identificando o polinomio g(¥a) = Yo — P(Ya) em (3.13), substituindo em (3.14) e calcu-

lando as poténcias de g(u,) e suas derivadas, obtém-se y, em fungao de u, até O(n~1)
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CcOomo
2 1) = 5 943 5u) + L1 (4d - 3uy). 1
2= 1) = Pl —su) + Ll w31

Yoo = Uy + P3
A importancia da inversdo de Cornish-Fisher (3.15) na inferéncia é possibilitar o

calculo dos quantis de estatisticas em termos dos quantis correspondentes da distribuicao

normal reduzida, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.5 Suponha que Z ~ X2 e seja Y = (Z —n)/v/2n a varidvel aleatdria qui-
quadrado padronizada, cujos terceiro e quarto cumulantes sio ps = 2v/2 e py = 12. Logo,
P(Z < z4) = P(Y < (24 —n)/V/2n) e, portanto, juntando os dois termos de ordem n~*
em (3.15) vem

o V2 oo L s
Zo =N+ 2n{ua+3\/ﬁ(ua—1)+18n(ua—7ua) :

A Tabela 3.3 (Barndorff-Nielsen e Cox, 1990, p.119) mostra a adequagio das aproz-
imagoes para z, provenientes da equagdo acima usando apenas o termo de ordem O(1)(uq)
e aquelas incluindo os termos O(n~Y2) e O(n™'). Observa-se desta tabela que a correcdo
O(n=?) jd melhora substancialmente a aprozimagcdio normal, sendo que esta aprozimacgao

é rutm mesmo para n = 100, ao nivel de significancia de 1%.

Tabela 3.3: Comparacdio das expansoes de Cornish-Fisher para os quantis da x?

Expansoes até
a n Exato O(1) O®mY?) O™
5 15,09 12,36 15,20 15,07
10 23,21 20,40 23,34 23,25
0,01 50 76,15 73,26 76,20 76,16
100 135,81 132,90 135,84 135,81

5 924 965 948 9,24
10 15,99 15,73 16,16 15,99
0,10 50 63,17 62,82 63,24 63,16
100 118,50 118,12 118,55 118,50
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3.5 Expansoes Ponto de Sela

As expansoes ponto de sela sdo muito importantes na teoria assintética para aproximar
com grande precisao as fungoes densidade e de distribuigao, sendo facilmente deduzidas

da fungao geratriz de cumulantes correspondente.

Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatdrias continuas iid com funcao densidade f(y) e fungoes
geratrizes de momentos e cumulantes M (t) e K (t), respectivamente. Define-se a familia

exponencial conjugada de f(y), indexada por um parametro A, por

fly; A) = exp{dy — K(\)} f(y) . (3.16)

A familia exponencial (3.16) reproduz exatamente a fungao densidade f(y) postulada para
os dados quando A = 0. O divisor necessario para normalizar a expressao exp(Ay)f(y)
¢ igual a fungdo geratriz de momentos M (t) de Y. A funcao geratriz de cumulantes
K (t; \) correspondente a (3.16) é expressa em termos daquela K (t) de Y por K(t;\) =
K(t+X) — K(\).

Sejam fs, (s;A) e Kg, (t; A) as fungoes densidade e geratriz de cumulantes de S,, rela-

tivas a familia (3.16). Tem-se Kg, (t;\) = nK(t + A) — nK(\) e, por inversao, vem

fs, (s;A) = exp{sA — nK(\)}fs, (s) (3.17)

As fungoes densidade de S, e S correspondentes a familia (3.16) estao relacionadas

por

1
Is.(850) = fs:(y; )\)nK”()\) ; (3.18)

onde y = {s — nK'(\)}/{/nK"()\). Aproxima-se fs:(y; A) pela expansao de Edgeworth
(3.9) escolhendo convenientemente y = 0 para anular o termo O(n~'/?). Esta esco-
lha equivale a considerar a distribuicao em (3.16) definida por A que satisfaz a equacao
K'(\) = s/n. Pode-se interpretar A como a EMV de A baseada numa tinica observacao

s de (3.17). Logo, fs,(5;\) = fs:(0; M) {nK”(\)}~Y/2. Agora, fs:(0;)\) segue de (3.9),
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observando que os cumulantes referentes a (3.16) sdo n vezes as derivadas de K (\)

Fo (03 1) = 1%{1 + M)+ 0(n2), (3.19)

onde M () é um termo de ordem n~! dado por

30— 5N
24n ’

M(N) (3.20)
sendo p;(\) = KW(\) /K@ (\)/2 paraj=3ede KD(\) = dK()\)/dN. Assim, p3()\) e
p4(A) sdo os cumulantes padronizados que medem a assimetria e a curtose da distribuigao
(3.16). O erro em (3.19) é O(n~2), pois o polindémio correspondente a O(n~=3/2) é de ordem

impar e se anula em zero.

Fazendo A = A em (3.17), explicitando fg, (s) e usando (3.18) e (3.19) vem

_ exp{nK () _f&} {1+ M) +0(n2)}. (3.21)

Js.l2) v 2nm K@) ()

A férmula (3.21) para aproximar a fungao densidade de S,, é denominada expansdo ponto
de sela da soma e produz aproximagoes precisas para funcoes densidades baseadas nas
suas funcoes geratrizes de cumulantes. A terminologia é proveniente de uma deducao
alternativa através da integral de contorno que inverte na funcao geratriz de momentos
de S,, (Daniels, 1954). Observe-se que o termo principal de (3.21) s6 depende da fungao
geratriz de cumulantes K (¢) de Y. Esta férmula é bem diferente da expansao de Edge-
worth (3.9). Primeiro, para usar (3.21) é necessério calcular, além de A, a funcao geratriz
de cumulantes K (t) de Y e ndo somente os seus 4 primeiros cumulantes. Entretanto, nas
aplicagoes isso nao apresenta grandes dificuldades. O termo principal em (3.21) néo é
a func¢ao densidade da distribui¢gdo normal N (0, 1) e, embora seja sempre positivo, nem
sempre integra um. Entretanto, este termo pode ser normalizado. A expansio (3.21) é

dada em poténcias de n~!

, enquanto a expansao de Edgeworth é dada em poténcias de
n~1/2. Uma desvantagem de (3.21) é que nem sempre é facil integrar o seu lado direito

para obter uma aproximacao para a funcao de distribuicao de S,,.

Verifica-se de imediato que a expansao ponto de sela para S’ num ponto qualquer w

segue expressdo idéntica a (3.21) com nK ™M (0) 4+ v/nwK ® (0) no lugar de s e o radicando



72 Introducao & Teoria Assintdtica — Gauss M. Cordeiro

sendo substituido por 27K @ ())/K®(0). Esta expansio constitui, em geral, uma melhor
aproximagao para a fungao densidade exata de S’ do que (3.9), pois o erro é O(n?)
ao invés de O(n~3/?). Entretanto, na expansdo ponto de sela, o erro é multiplicativo,
enquanto na de Edgeworth ¢é aditivo. A férmula (3.21) ¢ satisfeita mesmo para regides
de grandes desvios da forma |s — nE(Y)| < b,, para b, fixado, e em certos casos, mesmo
para todos os valores de s (Jensen, 1988). Na Secao 5.4 apresenta-se uma aproximagao
para a funcéo densidade da EMV baseada em (3.21).

A expansio para a fungao densidade da média amostral Y,, = S,, /n segue diretamente
de (3.21) como
n

1/2 o A ,
o0 = { g} RO = MO M 00 (a2

onde M ()) é obtido de (3.20). O termo principal em (3.22) é denominado aprozimacao
ponto de sela para fy (y). Assim, basta conhecer a funcao geratriz de cumulantes K(t)
comum de n varidaveis aleatérias iid para se obter a aproximacao ponto de sela da func¢ao

densidade da média amostral dessas varidveis.

Exemplo 3.6 Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatdrias iid com distribuicao N(u,c?). A
fungdo geratriz de cumulantes é K (\) = A\u+M202/2 e a EMV X € obtida de p+M o2 = s/n.
Tem-se K@) = 02 e K®(\) = KW(\) = 0 implicando M()\) = 0. Logo, obtém-se de
(5.21)

_ exp{—(s — np)*/(2n0%)} S
fSn<S) - \/W {1+O(n )}

O termo principal da expressio acima € a funcao densidade da distribui¢io N (nu,no?)

de S,. Neste caso, a expansao ponto de sela reproduz a funcdo densidade exata de S,,.

Exemplo 3.7 Considere a situacao do exemplo 3.2 na qual Y1,...,Y, tém distribuicdo
exponencial de média 1 e, entdo, S, tem funcdo densidade 7g,(s) = s"te™*/(n — 1)\
Assim, M(A) = (1 —A)"' e K(\) = —log(1 = A). A EMVXéN=1—n/s, K(\) =
log(s/n) e K@(\) = s2/n2. O termo M()\) decorre de (3.20) como M()\) = —1/12n.

Logo, a expansdo ponto de sela (3.21) implica

fols) = o e o)
Sa\S) = \/ﬁe—nnn—l/Q m n :
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A expansdo acima estd de acordo com a fun¢do densidade exata wg, (s) podendo ser di-
retamente obtida a partir desta usando a aprozimacdo de Stirling (2m)'/2e~"n"~1/2{1 +

o+ O0(n?)} para a fungao gama T'(n) = (n — 1)!.

Usualmente, o interesse maior em inferéncia reside em obter aproximagoes precisas
para probabilidades do tipo P(S, > s) (ou P(Y, > y)) de uma amostra iid de n ob-
servagoes. A expansao de Edgeworth (3.10) pode ser usada com este objetivo, mas o erro
da aproximacao pode se tornar grande nas extremidades da distribuicao de S, (ou Y,).
Uma maneira 6bvia de aproximar P(S, > s) ¢ integrar numericamente a aproximagao
ponto de sela representada pelo termo principal em (3.21), preservando as propriedades

excelentes deste termo, ou seja, calcular

s KM -2k}
P(S, < s) :/ — dr.

— \/onT K@)()\)

O célculo da integral acima é complicado e o leitor poderd consultar Daniels (1987),
DiCiccio, Field e Fraser (1990), Barndorff-Nielsen e Cox (1990, Segao 4.3) e Hinkley, Reid
e Snell (1991, Secao 12.4).

Pode-se demonstrar, com extensa algebra, que a expansao de P(S,, > s) até termos
de ordem O(n™') quando s > nE(Y), isto é, quando A > 0, é dada por (Daniels, 1987)

X . A a3 1 ~ @4 A2@6
> 5) = — s\ 402 — (0 B (BB
P(Sn > s) = exp(nk —sA+07/2) l{l ‘I’<“)}{1 6vn n\ 24 T

o= 1) 1<ﬁ4(@3—@)+ﬁ§(@5—@3+3@)>H

() { 6y/n n\ 24 72

(3.23)

onde p3 = ps(N), ps = ps(A), K = K(\) e 0 = AM{nK@(\)}2. A aproximacao obtida de

(3.23) com apenas os termos de ordem O(y/n) fornece, em geral, bons resultados.
No caso de s < nE(Y), ou seja, A < 0, pode-se obter P(S, > s) até O(n~"/2) como
P(S, > s) = H(—9) + exp(nK — As + 02/2)x
(3.24)

6v/n |
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onde H(w) =0, 1/2 e 1 quando w < 0, w =0 e w > 0, respectivamente.

As equacdes (3.23) e (3.24) dependem do sinal de A, sendo (3.24) correta apenas até
O(n~%/2). Uma forma alternativa simples de obter P(S, < s) até O(n™!), valida sobre
todo o intervalo de variagao de s, é devida a Lugannani e Rice (1980), que deduziram a

seguinte formula:

P(Sy < 8) = () + (5 - 3 ) 60, (3.25)

onde 7 = sinal(\)[2n{\K"(\) — K (\)}Y2, cujo erro ¢ o(n™!) uniformemente em s.

As quantidades 7 e ¥ podem ser interpretadas como a razao de verossimilhanca sinali-
zada e a estatistica escore (vide Secao 4.3), respectivamente, para testar A = 0 no modelo

exponencial (3.17) determinado por S,,.

A aproximagao (3.25) é boa em quase todo o intervalo de variagao de s, exceto préximo
ao ponto s = E(S,,) ou r = 0, onde deve ser substituida pelo seu limite, quando r — 0,

dado por

1 p

Os exemplos 3.8 e 3.9 e as Tabelas 3.4 e 3.5 correspondentes ilustram para as dis-
tribuigoes exponencial e uniforme, respectivamente, a adequagao das aproximacoes para
P(S, > s) decorrentes de (3.23) incluindo os termos de ordens O(n~/2) e O(n™') e
aquela aproximagao dada por (3.25), onde estao expressos também os valores exatos de

P(S,, > s) para comparagao.

Exemplo 3.8 Suponha a distribuicao exponencial de média um e fun¢ao densidade
fly) =eY(y >0). Tem-se K(\) = —log(1 —\). A Tabela 3.4 compara as trés aproxi-
magoes decorrentes de (3.23) e (3.25) e o valor exato de P(S, > s) paran = 1,5 e 10
e diversos valores de s. Observe-se que (3.25) fornece resultados excelentes mesmo para

n=1.

Exemplo 3.9 Considere a distribui¢io uniforme com fungdo densidade f(y) = 3(—1 <
y <1) e K(\) =log{senh(\)/A}. A Tabela 3.5 compara as trés aproximagoes decorrentes
de (3.23) e (3.25) e o valor exato de P(S, > s) paran = 1,3 e 10 e diversos valores de
s. Paran =10, as aprozimagoes (3.23) até O(n™') e (3.25) praticamente se igualam aos

valores exatos.



229 Coléquio Brasileiro de Matemdtica

Tabela 3.4: Comparagao das aproximagoes ponto de sela para P(S, > s) na

distribuicao exponencial

Aproximagao (3.23)
n s Exato até O(n=Y?) até O(n™') (3.25)

0,5 0,6065 0,6176 0,6077 0,6043
1 1,0 0,3679 0,3670 0,3670 0,3670
3,0 0,0498 0,0482 0,0510 0,0500
7.0 0,00091  0,00095 0,00091 0,00093
5 1,0 099634  0,99638 0,99635 0,99633
3,0 0,8153 0,8172 0,8156 0,8152
50 0,4405 0,4405 0,4405 0,4405
10,0 0,0293 0,0291 0,0293 0,0293
20,0 0,0000169 0,0000171  0,0000169  0,0000170
50 0,9682 0,9683 0,9682 0,9682
10 10,0 0,4579 0,4579 0,4579 0,4579
15,0 0,0699 0,0695 0,0699 0,0699
20,0 0,00500  0,00499 0,00500 0,00500

Tabela 3.5: Comparacdo das aprovimagoes ponto de sela para P(S, > s) na

distribuicao uniforme

Aproximacao (3.23)
n s Exato até O(n=Y2) até O(n™') (3.25)

0,2 04 0,3897 0,3841 0,3838
1 04 03 0,2831 0,2767 0,2750
0,6 02 0,1855 0,1830 0,1791
0,8 0,1 0,0945 0,0974 0,0948
3 05 03177 0,3193 0,3168 0,3168
1,0 0,1667 0,1699 0,1676 0,1673
1,5 0,0703 0,0710 0,0699 0,0695
2,5 0,00260  0,00255 0,00258 0,00254
1,0 0,2945 0,2953 0,2045 0,2945
10 3,0 0,0505 0,0508 0,0505 0,0504
50 000247  0,00249 0,00247 0,00246

7,0 0,0000159 0,0000160 0,0000159  0,0000159
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As expansoes ponto de sela (3.23) — (3.25) s6 sao validas para variaveis aleatérias
continuas. No caso discreto, elas podem ser adaptadas com correcoes de continuidade.
A expansdo para P(S, > s) até O(n~/?) correspondente a (3.23) quando s > nE(Y),

valida para distribuigoes discretas, tem a forma (Daniels, 1987)

P(S, > 5) = exp{(#* + %) /2H{A/(1 — e )} x

. ,53733 0 -1 hY -1
(1—<I>(v)){1—6\/ﬁ—\/%(A — ("= 1) )}

+¢(0) {/33(@2 Y

1 A—1_65\_ -1
VR ol G ) >H

com todas as quantidades ja definidas anteriormente.

(3.26)

A férmula de Lugannani e Rice (3.25) pode ser aplicada no contexto discreto com as

corregoes de continuidade para A\ e v dadas por

nK'(A\)=5-0,5 ¢ 0=(1—e{nK®RX)}2.

Exemplo 3.10 llustra-se na Tabela 3.6 o desempenho das equagoes (3.25) (com as
corregoes de continuidade acima) e (3.26) para aproximar P(S, > s) no caso da dis-
tribuicao de Poisson com média p, onde K(\) = u(e* — 1), supondo p = 0,2, n =1 e
pw=1 n=175 e 10, e considerando vdrios valores de s. A Tabela 3.6 mostra que o

desempenho da formula (3.25) € excelente mesmo no caso discreto com n = 1.

Outros exemplos numéricos apresentados por Daniels (1983, 1987) e Davison e Hinkley
(1988) sinalizam para o uso em inferéncia da férmula (3.25) no célculo aproximado de
probabilidades nao somente associadas com somas e médias de variaveis aleatérias mas

com inumeras distribuicoes continuas e discretas.



229 Coldquio Brasileiro de Matemdtica 77

Tabela 3.6: Comparagdo das aproximagées ponto de sela para P(S, > s) na

distribuicao de Poisson

u=0,2, n=1 uw=1, n=1
s Exato (3.25) (3.26) s Exato (3.25) (3.26)
10,1813 0,1840 0,1759 10,6321 0,6330 0,6330
20,0175 0,0177 0,0171 30,0803 0,0804 0,0790
3 0,00115 0,00116 0,00112 7 0,0000832  0,0000834  0,0000825
4 0,0000568 0,0000572 0,0000563 9 0,00000113 0,00000113 0,00000115

w=1, n=>: w=1, n =10

s Exato (3.25) (3.26) s Exato (3.25) (3.26)
1 0,99326 0,99319 0,99356 1 0,9999546  0,9999536  0,9999567
3 08753 0,8752 0,8765 50,9707 0,9710 0,9710
50,5595 0,5595 0,5595 10 0,5421 0,5421 0,5421

15 0,000226  0,000226  0,000225 20 0,00345 0,00345 0,00344

3.6 Expansoes de Laplace

As expansoes assintoticas para muitas integrais usadas em Estatistica, incluindo aprox-
imacoes para funcoes de distribuic¢ao tais como fungao gama e fungoes de Bessel, podem
ser deduzidas por uma técnica denominada de método de Laplace. O interesse inicial é
obter a expansao da transformada de Laplace L(z) = [5° e * f(y)dy para z grande. A
fungao geratriz de momentos M (t) da distribuigdo com func¢ao densidade f(y) sobre os
reais nao-negativos é dada por M(t) = L(—t). Para fung¢oes f(y) bem comportadas, a
forma de L£(z) para z grande é determinada pelos valores de f(y) préximos a y = 0.

Expandindo f(y) em série de Taylor vem

W) =3 0%

e, entao,

ou
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Como a integral acima iguala r!/z"*! obtém-se

L= 0 10 1O (327

T

Exemplo 3.11 Considere a determinac¢ao da expansao da integral da normal ®(z) =

1 — [2°¢(y)dy para z grande. Por simples mudanca de varidveis vem

®(z) =1—¢(z) /OOO e te P2t

Fazendo f(t) = e **/? e calculando a expansio da integral acima usando (3.27), tem-se

o(2) { 1 3 7 }
Pz)=1——11l——4+———+...¢ . 3.28
() z 22 + 2t 226 + (3.28)
Para z fizado, o erro cometido no trunamento de (3.28) é menor do que o primeiro termo

omitido, embora a série infinita seja divergente. Claramente, fizado o nimero de termos

em (3.28), a aproximagao melhora quando z cresce.

Considere agora que a integral a ser avaliada para z — oo tem a forma

w(z) = [ e fly)dy (3.20)

O célculo da expansao da integral (3.29) para z grande é 1til para aproximar vérias
integrais de interesse na Estatistica. A contribuigao principal para w(z) quando z é
grande vem dos valores de y préximos ao minimo de r(y) que pode ocorrer em a ou b ou
no interior do intervalo (a, b). Suponha, inicialmente, que r(y) é minimizada em § € (a, b)

equer(g) =0, 7(g) >0e f(g) # 0. Tem-se,

b
w(z) = [ exp{—si— 2y = §)%/2 =} (y)dy

com a convencao 7 = r(g), ™ =1r"(9), f = f(y), etc. Ainda,

w(z) = ey 22;, /_;m{f+ —9f+..}¢ <y — 7; y;,,) dy
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onde ¢(y — u;0?) representa a fungao densidade da distribuigao normal N(u,o?). Com
alguma dlgebra, demonstra-se (Barndorff-Nielsen e Cox, 1990, Se¢ao 3.3) que w(z) pode
ser escrita até O(z~!) como

w e[ B i L (L - T - 2 ) o) e

Z,’CI// 2,’2'// 272'1/2 87’,‘;//2 2477?//3

No caso de r(y) ser minimizada em § = a (ou b) e 7’(¢) nao sendo nulo, obtém-se

w(z) =e {f + 0(2_2)} :

21!

Outros refinamentos do método de Laplace incluindo a possibilidade de r(y) depender

fracamente de z sao apresentados no livro de Barndorff-Nielsen e Cox (1990, Segao 3.3).

Exemplo 3.12 Seja o cdlculo da fungdo gama I'(z + 1) = [ x%e *dz para z grande.

Com a mudanga de varidvel y = x/z vem

(z+1) = zz+1/ exp(zlog y — zy)dy
0

que € exatamente da forma (3.29) com f(y) =1 er(y) = —log y+vy. Tem-seg=1, 7 =

L, #=0 =1, 7® = -2 ¢ #® = 6. Substituindo esses valores em (3.30) vem
1
T(z+1) = V2rz*+2e? {1 + ot O(z2)} (3.31)
z

que € a expansdo de Stirling. A aproximagdo (3.31) é boa para z > 1,5.

3.7 Expansoes Assintdticas para Variaveis Aleatoérias

Algumas vezes é mais facil aproximar as varidveis aleatérias de interesse diretamente
do que obter aproximacoes através de suas funcoes de distribuicao. Sejam X, X7 e Xo
variaveis aleatorias continuas com funcgoes densidade marginais nao dependentes de n e

tendo suporte em IR. Considere a seqiiéncia de varidveis aleatérias {Y,,} definida quando
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n — 00 por

Y, = Xo+ 072X + 0t Xy + O (n 3 (3.32)

Uma expansao como (3.32) é denominada expansdo estocdstica assintdtica. Varios exem-
plos de expansoes do tipo (3.32) aparecem na literatura estatistica. O objetivo principal é
calcular a funcao de distribuicao F,(y) = P(Y,, < y) de Y,, até ordem n~! em termos das
fungdes de distribuicao Fy(y) = P(Xo < y) e densidade fy(y) = dFdoiéy) de Xy e de certos
valores esperados de X e X5 condicionados a Xy = y. Expansoes estocasticas assintoticas
e expansoes assintéticas para fungoes de distribuicao sao equivalentes supondo a validade
de certas condicoes de regularidade, conforme determina o seguinte teorema de Cox e

Reid (1987):

Teorema de Cox e Reid

A fungao de distribuigao F,(y) da varidvel aleatéria Y;, definida por (3.32), supondo certas

condigoes gerais, é dada até O(n™!) por

Fu(y) = Fo(p){1 +nai(y) + ntas(y)}, (3.33)

onde as fungoes a1(y) e as(y) sdo determinadas a partir das equagoes

Fo(y)ai(y) = —E(X1|Xo = ¥) foly), (3.34)

Fay)aaly) = ~EXlXo =) ) + 55 (BCEXa=)fo)} . (339)

A reciproca do teorema acima ¢ também verdadeira e pode-se construir Y;, em (3.32) a
partir de (3.33) definindo convenientemente Xy, X; e X, para satisfazer (3.34) — (3.35). A
equivaléncia entre as expansoes (3.32) e (3.33) é importante na teoria assintética, conforme

serd mostrado nos dois exemplos seguintes e na Segao 5.7.

Exemplo 3.13 Como ilustracao da aplicabilidade do teorema de Cox e Reid mostra-se
como obter a expansao de Edgeworth (3.11) para a fun¢do de distribuicao de Y, a partir

da expansao de Cornish-Fisher (3.15) de Y,. Assim, a expansao estocdstica assintdtica
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até O(n™') dada em (3.15) é

(2U3 —50) + L2 - 30

(U -1) - i

6\/_ 36

com U ~ N(0,1). Identificando Xo = U, foly) = é(y), X1 = p3(U* —1)/6 e Xy =
—p3(2U° = BU) /36 + ps(U? — 3U) /24 vem

EX|U =y)=ps(y*—1)/6,

E(X|U =y) = —p3(2y* — 5y) /36 + paly® — 3y) /24 ,

E(X}|U =y) = p3(y* — 1)*/36

;y{p§<y2 C12(y)/36) = — 22 — 65° + 5y)(y)/36

Logo, de (3.34) e (3.35) obtém-se

Fo(y)ai(y) = —ps(y*> — 1)o(y) /6

Fo(y)aa(y) = {—pa(y® — 3y) /24 + p3(2y> — 5y) /36}6(y) — p3(y° — 6y° + By)d(y) /T2

ou

Fo(y)az(y) = —paHs(y)o(y) /24 — p3Hs(y)o(y) /72 .

Finalmente, substituindo-se em (3.33) chega-se a expansao de Edgeworth (3.11).

Exemplo 3.14 Suponha a varidvel aleatéria qui-quadrado padronizada Y, = (2 —
n)/v2n cujos terceiro e quarto cumulantes sdo ps = 2v/2 e py = 12 (vide exzemplo 3.5).
Mostra-se aqui como se obtém a inversao de Cornish-Fisher para'Y, a partir da expansao
de Edgeworth para a sua funcdo de distribuicao e do teorema de Cox e Reid. A expansdo

para a fungdo de distribuicdo de Y, até O(n~1) seque de (3.11) como

o) = ¥00) — o) { S Halo) 4 5 Halo) + 51
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Define-se Xo = U ~ N(0,1) e, entao, fo(y) = ¢(y). Consideram-se X; e Xo como
fungoes dependentes apenas de U, X1 = p1(U) e Xo = pa(U), a serem determinadas.

Comparando os termos de ordem O(n=/?) da expansio acima e de (3.33), obtém-se de

(3.34)

V2

—¢(y)?Hz(y) = —E{p(U)|U = y}o(y) = —p1(y)d(y).

Logo, X, = g(UQ—l). Analogamente, comparando os termos de ordem O(n™1), obtém-se

de (3.35)

—o) {3Hs0) + gHs)} = ~BLGIU = o) + 52 {307 - 17000

= —p(y)ely) + ;{—(y2 — 1%y +4y(y® — 1)}o(y).

Assim,
1 1 1 9 9 9
p2(y) = S Hs(y) + g Hs(y) + g {-(y" = 1%y +4y(y” — 1)}
que pela substituicao dos polinomios de Hermite reduz-se a pa(y) = 11—8(y3 — Ty). Final-

mente, Xo = 1x(U® — TU) e a férmula (3.32) do teorema de Cox e Reid implica

v_v+ Yo+

1 3
NG — (U —TU).

18n

Este resultado € idéntico aquele obtido no exemplo 3.5 usando diretamente a formula da

wersao de Cornish-Fisher.

3.8 Expansoes por Métodos Diretos

Muitas expansoes do tipo (3.1) podem ser deduzidas para funcoes densidade e de dis-
tribuicao e para fungoes geratrizes de momentos e cumulantes através dos métodos dire-
tos, que consistem em padronizar a variavel aleatoria de interesse e expandir as fungoes
matematicas que dependem de n. Algumas vezes é mais conveniente expandir as fungoes
geratrizes de momentos ou cumulantes e depois inverter termo a termo para obter as ex-
pansoes das funcgoes de distribuicao e densidade. A seguir, apresentam-se alguns exemplos

de expansoes deduzidas pelos métodos diretos.
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Exemplo 3.15 Seja a funcdo densidade da distribuicao t de Student com n graus de
liberdade dada por

Inly) = 13(21)(1 + 2 /)" HV2 e R

A wvaridvel aleatoria t de Student tem média zero e variancia diferente de um, mas pode-se

obter a expansdo de log g,(y) a partir das expansdes calculadas diretamente

2 2 4 2\
Ceg(14 L) = Y
n n  2n? jnd
1 Y’ Y’ JE T+ G+ D (=)
_ 11 1402 ) =2 ... : .
p(n )°g< +n> 2 " 250 + *
e de (1)
= 1 n 1 1 1
1 20 =1 <> - — ...
Og{ T(2) } 2% 2) "1 T2 T 20w T
obtida da expansao de Stirling para log T'(n + 1). Assim,
1 y? Loy 2
log gn(y) = —=log(2m) — L + —(y* — 22 — 1
08 gn(y) 5 log(2m) — 5+ - (y" =2y — 1)
— 20° =3y + —(By* =4y’ + 1)+ O(n7") .
1922y = 30) + 556y — 4y + 1)+ O(n™)
Tomando a exponencial da expressao anterior, obtém-se
1
() = 1+ —(* =29 —1 3y°
guly) = o) {1+ - =27~ 1)+ 5o B )

— 16y° — 12¢° + 18y + 12y% + 12> + 12y + 3) + O(n*3)} .

Da ezpansao (3.36) verifica-se facilmente que a distribuicao t de Student tende para a

distribuicao normal reduzida quando n — oo.

Exemplo 3.16 A distribui¢ao de Poisson P(\) pode ser considerada como o limite da
distribui¢ao binomial B(n,0) fazendo n — oo, § — 0 com nf = X fizado. O logaritmo

da probabilidade m, de r sucessos na distribuicdo binomial é dado por (r fizo)
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log m, = log(i\)—|—(n—r)log<1—2>+10g(1—i>+10g{1— (T;D}
A A

Entao,

oM 1 o2 L

A ezpansao (3.37) mostra que a probabilidade da distribuicao binomial € aproximada por

uma probabilidade associada & distribuicao de Poisson, com erro O(n™?).

3.9 Expansoes de Funcoes Nao-Lineares

Nas secoes anteriores, a discussao se referia a somas (ou médias) de varidveis aleatérias
1d. Discute-se aqui uma generalizagao 1til nas aplicacoes da teoria assintotica referente
a uma fungdo nao-linear de uma soma (ou média) de varidveis aleatérias independentes.
Por exemplo, a EMV em muitos problemas é uma fungao nao-linear da soma (ou média)

das observacoes.

Seja T, uma estatistica qualquer tal que T,, L0 suponha que /n(T, — 6) tem
distribui¢ao normal N (0, 1) assint6tica. Admite-se que v/n(7,, — ) tem uma expansao de
Edgeworth do tipo (3.33) calculada a partir dos quatro primeiros momentos de T},. Neste
caso, o teorema de Cox e Reid (Segao 3.7) garante que é possivel encontrar, a partir das
equagoes (3.34) — (3.35), as fungoes py(-) e p2(-) de uma varidvel aleatéria X ~ N(0,1)
tal que

(T, —0) = X + pl\(/)ﬁ() + ”Ejﬂ +0,(n3?) .

Seja ¢(t) uma fungao nado-linear de t bem comportada. Deseja-se obter a expansao

estocdstica assintdtica para /n{g(T,) — g(#)} e calcular a expansao de sua funcao de

distribuicao. Tem-se que

. i p(X) | pa(X)
g(Tn)—g{H—I—\/ﬁ—l— - +n\/ﬁ

+ Op(n_2)} .
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Expandindo a equagao anterior em série de Taylor vem

Vig(T) = 9(0)} = X' (0) + {m(X)g'(X) + 5 X%"0)} /v

+H{pa(X)0) + Xpr(X)g"(0) + X" O)} fn+ Op(n™")

(3.38)

A equacao (3.38) representa uma expansao estocastica assintética do tipo (3.32) com
Xo = Xg/(6), X1 = pr(X)g/(X)+ 1X°0"(6) ¢ Xo = pal(X)g/(8) + X pn (X)g"(6) + 1 X3¢ (6)
e, portanto, admite uma expansao de Edgeworth do tipo (3.33), cujas fungoes a;(-) e as(+)
podem ser deduzidas com algum algebrismo das equagoes (3.34) — (3.35). Resumindo,
funcoes nao-lineares de estatisticas que possuem expansoes de Edgeworth admitem tais

expansoes que podem ser deduzidas do teorema de Cox e Reid.

3.10 Aproximacao Normal para Algumas Variaveis
Discretas

As aplicagoes das expansoes de Edgeworth e ponto de sela para variaveis aleatérias dis-
cretas envolvem o uso das corregoes de continuidade, que representa um método simples de
avaliar probabilidades quando uma distribuicao discreta é aproximada por uma continua.
Em muitas aplicagoes, a distribui¢ao continua que serve como aproximagao ¢ a distribuicao
normal e o método consiste em aproximar uma probabilidade do tipo P(Y = y) de uma
distribuigao discreta por um intervalo correspondente P(y — 0,5 < Y < y 4+ 0,5) da
distribuicao normal supondo que Y varia de um em um. Similarmente, uma probabilidade
tal qual P(Y < y) de uma distribuigao discreta pode ser aproximada por P(Y < y+0,5)
da distribui¢ao normal correspondente. O ajustamento de y pela adi¢ao e subtragao de
0,5 é uma corregao de continuidade. A corregao objetiva transformar um ponto y de um
conjunto discreto, num intervalo [y — 0,5,y + 0, 5] continuo, de modo que o valor aproxi-
mado da probabilidade pontual P(Y = y) seja obtido como uma area correspondente
ao intervalo unitario centrado em y e abaixo da funcao densidade usada na aproximacao
continua. As distribuicoes discretas mais comuns onde sao aplicadas as correcoes de
continuidade sao: binomial, Poisson, binomial negativa e hipergeométrica. No que se

segue a probabilidade P = P(Y < k|f), onde 6 representa parametros, é aproximada por
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®(u), onde u é uma funcdo simples de k e 6 ¢ ®(-) é a funcdo de distribuigao acumulada
da distribuigao N(0,1).
Distribuicao Binomial

Se Y ~ B(n,p), entao

P=PY <k)=Y (;‘)pj(l oy

J=0

parak = 0,...,n. Pode-se usar P=®((k+0,5—np)/(np(1—p))"/?) quando min(p, 1 —p) >
5/n. Este resultado é véalido assintoticamente quando n — oo e k — 00, de modo que

(y — np)?/{np(1 — p)}* — 0. O erro absoluto maximo desta aproximacao ¢ menor do

que 0,1404/np(1 — p). Um resultado aproximado equivalente é

Pi@( k—np )+ 1 ¢< k—np )7
np(l —p) 2/np(1 —p) np(l —p)

onde ¢(+) é a fungao densidade da distribui¢do N(0,1). Melhores aproximacoes para P

sao obtidas das equagoes

P=0 (2{(k + 1)(1 = p)}'/* — {(n — k)p}"?) (3:39)

ou

P=® ({(4k +3)(1 — p)}'/? — {(4n — 4k — 1)p}'/?) . (3.40)

Usa-se (3.39) quando p < 0,05 0up > 0,93 e (3.40) se 0,05 < p < 0,93. Uma aproximagcao
mais precisa ¢ dada por Pratt (1968): P(Y < k)=®(u), onde

1/2
{1+ (1_p)g(k;—|—0,5)+pg(n—k—0,5)}

uw=d np n(l=p) (3.41)

()00}

comd=Fk+2—(n+3)peglx)=(1—-z*+2zlog z)(1 —z)? sendo g(1) = 0.
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—3/2

A aproximagao (3.41) tem erro de ordem de magnitude {np(1—p)} uniformemente em

k. Nos casos triviais k =0e k=n—1,onde P = (1—p)" e P =1 —p", respectivamente,

esta aproximacao se deteriora.

As probabilidades individuais P(Y = k) podem ser computadas por

PO =)= o { -

2np(1 — p) 2np(1 — p)

Distribuicao de Poisson

Se Y ~ P(A), entao

A probabilidade P acima pode ser computada exatamente a partir da funcao de dis-

tribuig¢ao qui-quadrado usando

P=P(Y k) = P(pn 2 2)) -

A aproximacao classica para P é obtida do teorema central do limite como ®((k+ 0,5 —
MA7Y/2). Mesmo para A grande sua precisdo ndo é boa: para A = 30,k = 17, resulta
em 0,0113 enquanto o valor exato é 0,0073. Uma aproximacéo mais precisa para P é
P =PY < k)=1—- ®(w), onde w = 3[(k+1)1/3 —1+3 k+1 —](k + 1)1/2, sendo baseada
na aproximacao de Wilson-Hilferty para a distribuicao qui-quadrado. Uma outra aprox-

imacéo simples supde que 2(v'Y — v/A) tem distribuicdo normal N(0,1).

Aproximagdes aperfeigoadas para P = P(Y < k) podem ser obtidas de

=®(2{(k +1)V/2 = \1/2}) (3.42)

P=®((4k + 3)Y2 — 2)\1/2) (3.43)

A aproximagao (3.42) é bastante adequada préximo aos niveis de significancia usuais

enquanto (3.43) funciona melhor se 0,05 < P < 0,93. Uma aproximacao alternativa para
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P pode ser deduzida da expansao (3.13) de Cornish-Fisher. Assim, P = P(Y < k)=®(u),
onde u segue do exemplo 3.4 como u = p(w) e w = (k + 0,5 — \)/\/2. Entretanto, a

aproximacao mais precisa para P = P(Y < k) segue de P=®(u) com

= ({ke2oan gl o s A ),

onde g(x) foi definido logo apds a equacao (3.41). A constante € s6 é relevante para A
pequeno e pode ser considerada igual a 0,02 ou, se nas extremidades, igual a 0,022. Esta

aproximacdo tem erro de ordem A3/ uniformemente em k, com alguma deterioracio no

A

caso trivial k£ = 0, onde P = e~ nao requer a aproximagao normal.

Uma probabilidade pontual P(Y = k) pode ser calculada como

\/X
()

Se k é grande, através da aproximacao de Stirling para I'(k + 1) = k!, obtém-se

P(Y = k) = ;% <2>k{1 + ék +0(/<;—2)} .

P(Y =) = @anﬁ_A>

Distribuicao Binomial Negativa

A distribuicao binomial negativa B~ (s, p) é definida em ensaios independentes de Bernoulli
para modelar a varidavel aleatdria que representa o numero Y de falhas verificadas antes

de ocorrerem s sucessos. Entao,

P(Y =k)= (SJFi_l)ps(l—p)’“,

sendo p a probabilidade de sucesso e k = 0,1, 2, ... Tem-se

P:P(ng):§(3+§—1>ps(1_p)j
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que ¢é idéntica a P(X > s), sendo X ~ B(s + k,p). Logo, da equagao (3.39) vem

P(Y < k)=® (2[{(k+ 1)p}"/* — {s(1 = p)}'/7]) .

A distribuicao binomial negativa pode ser normalizada através da transformacgao Z =

V/sarcsenh(1/Y/s), tendo Z, aproximadamente, distribuigdo normal N (0, 1).

Distribuicao Hipergeométrica

Considere uma populacao de N elementos classificada em S sucessos e N — S fracassos.
Retira-se desta populagao, sem reposi¢ao, uma amostra de n individuos. O nimero Y

de sucessos nesta amostra tem distribuigdo hipergeométrica de parametros (S,n, N) com

(0) Game)
k n—=k
PY =k) = <N>

n
para k = 0,1,...,min(S,n). Demonstra-se que u = E(Y) = np e 0> = Var(Y) =

np(1—p) E%:?; ,onde p = S/N. Uma aproximagao para a func¢ao de distribuicao de (3.44)

funcao de probabilidade

(3.44)

¢ dada por
P=PY <k)=®((k+0,5—p)/o) .

Sejam 7 = np(1—p)(1— %), w = (k+0,5—p)/oc ev = (k+0,5—pu)/7. Demonstra-se que
Y tem distribuicao assintoticamente normal quando N — oo se, e somente se, 1 — 00
e T — 00. A aproximagao ®(v) para P é melhor do que ®(w), e estd correta até ordem

O(77!). Uma aproximagao aperfeicoada para P, correta até O(772), é P=®(u), onde

1— 2 _ _ 2 _
S (1 —v*)(N —2S)(N —2n) +U{N 3S(N —-9)}
6N2T 48 N272
As probabilidades pontuais (3.44) podem ser aproximadas pelas distribuigdes binomial
e de Poisson. Usando a distribuicao binomial, tem-se como primeira aproximacao, quando

n<0,1N,
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Uma melhoria nesta aproximagao pode ser conseguida substituindo n e p por n* = np/p*
ep*={(n—1)4+ (N —n)p}/(N —1). Uma aproximacao assintética cujo termo principal
¢ a distribuicao binomial é dada por

P(Y =k) = (Z)pk(l —p)* [1 I L (fN_p”p)Q} +0 (Ni]ﬂ)] .

Se n > Np, uma expansao melhor é obtida permutando n e NP. Quando p é pequeno e

n ¢ grande, pode-se usar a distribuicao de Poisson como aproximacao tal qual

P(Y:k)ze_npk(;lp)k[14—(2]1[29+21n>{k—(k—np)2}+0(k12+;2>].

3.11 Exercicios

1. Calcule a funcao de distribuicao da soma S, de 3, 4, 5 e 6 variaveis aleatérias
uniformes em (0,1). Compare numericamente as probabilidades P(S,, > s) exatas
com aquelas obtidas das expansoes de Edgeworth até O(n=/?) e O(n™1), fazendo s

igual a um, dois e trés desvios padrao acima da média de S,,.

2. Seja va uma variavel aleatoria qui-quadrado nao-central, com r graus de liberdade
e parametro de nao-centralidade A%, cuja fungao geratriz de momentos é M(t) =
(1 —2t)YC) exp{tA?(1 — 2t)7'}.

(a) Demonstre por expansao direta que

M(t) = (1—2t)~ Y2 {1 +tA2(1—2t) 7t + ;t2)\4(1 —2t) %+ O(Aﬁ)} :

(b) Demonstre por inversao de M(t), que a funcao densidade f(y;r, \?) da
variavel Xf)\z pode ser expandida em termos da funcao densidade f,.(y) de uma

varidvel aleatdria qui-quadrado central x2, com r graus de liberdade, como

FOrX) = L)+ U 0) — a0}

)~ 2ral) + Fraa ) + OO,
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3. Sejam Y, ...,Y, variaveis aleatérias continuas #d com distribuicao na familia expo-
n

nencial (3.16) com A = A\g. Demonstre que a fun¢ao densidade da soma S,, = Z Y;
i=1
pode ser expressa por

Fo (5 20) = exp[—(A — X\o)s + n{KA()\) — K(N\o)}] (1+0m Y.
2nm K"(\)

4. Deduza a expansao de Edgeworth para a convolucao S,, de n varidveis aleatorias
id cuja funcao de distribuicao é F'(y) = ®(,/y), y > 0. Calcule numericamente as
probabilidades P(S,, > s) através das expansoes de Edgeworth e da aproximagao de
Lugannani e Rice para n = 5,10 e 20 e s igual a média de S, e igual a 2 e 3 desvios

padrao de S,, acima da média.

5. Compare numericamente as aproximagoes (3.25) com as corregoes de continuidade e
(3.26) no célculo das probabilidades P(S5 > s) de uma soma de 5 varidveis aleatérias
iid com distribui¢ao em série logaritmica, cuja fungao densidade é P(Y = y;0) =
abl’/y, a = —{log(1-0)}"', 0 < <ley=12... Facaf = 0,2, 0,4, 0,6
e 0,8 es = 5E(y) + kvbVar(Y)V? onde k = 0,1 e 2, B(Y) = af/(1 —0) e
Var(Y) = af(1 — a)/(1 — 6)%

6. Demonstre que para a distribuicdo gama, cuja funcao densidade é f(y) =
"y e /T (y), tem-se

7. Demonstre as expansoes abaixo:

(@) T(n+1)=+2r(n+1)"0%e 1 {1 + 12<n1+ 5 N 288(n1+ i . } ;

1 7
(b) T'(n+0,5) =v2mn"e "exp {— +

' 10 5}.
21 asgoms O )

8. Demonstre que a funcao de distribui¢ao da x2 pode ser expressa da expansao de
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Gram-Charlier como

F.»

Xn

onde 71 = V128/(27ny/n), 72 = —4/(9n) — 64/(81n%) e ®(y) = L2

. Calcule a expansao ponto de sela para a soma de n variaveis aleatérias binomiais

B(mj, ) com a mesma probabilidade de sucesso p mas com indices my,...,my,

diferentes.



Capitulo 4

Teoria Assintotica de Primeira
Ordem

4.1 Fundamentos

Neste capitulo apresenta-se a teoria assintotica de primeira ordem definida na inferéncia
estatistica dos modelos paramétricos supondo que a informacao é grande. Nesta teoria os
resultados sao véalidos somente quando n — oo e decorrem de técnicas de linearizagao
local baseadas nas expansoes em série de Taylor e nos teoremas centrais do limite. Em
especial, a funcao escore sendo uma soma de componentes independentes tem assintoti-
camente distribuigdo normal. A linearizagao local relaciona a distribuigao da EMV com
a distribuicao da funcao escore, implicando que a EMV também tem assintoticamente
distribuicao normal. A teoria assintética de primeira ordem produz uma variedade de
métodos e testes estatisticos que sao equivalentes somente até esta ordem mas diferem

por quantidades de ordem inferior.

A teoria assintotica de primeira ordem geralmente admite que o nimero de observagoes
n cresce mas a dimensao do vetor de parametros p se mantém constante. Ela é impor-
tante porque produz simplificacoes considerdveis para problemas em grandes amostras,
implicando resultados simples e elegantes. Ao contrario, a teoria em pequenas amostras é
extremamente complicada e as solugoes exatas tém alto grau de complexidade. O ponto
fundamental a favor da teoria assintotica de primeira ordem é que as solugoes aproxi-

madas mostram-se, em geral, bastante razoaveis mesmo quando n nao é grande. Esta

93
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teoria é importante por dois motivos bem distintos. O primeiro surge quando nao se tem
em principio uma solugao exata para o problema estatistico ou quando a solucao exata é
muito complicada. Entao, pode ser muito mais vantajoso obter uma aproximagao simples
em grandes amostras para alcancar objetivos praticos ou para se ter mais informagao
sobre a solucao exata do problema. O segundo motivo, o mais freqiiente, revela o seu
papel central na inferéncia estatistica quando o problema realmente nao tem solucao ex-
ata, como, por exemplo, quando nao existe uma regiao de confianga exata ou um teste
otimo para o parametro de interesse. Entao, torna-se natural e inevitavel obter solugoes

aproximadas supondo que o nimero de observacoes ¢ grande.

Nesta secao apresentam-se alguns critérios mais comuns (erro médio quadratico
e eficiéncia) para selecionar as estimativas dos parametros nos modelos estatisticos e
estudam-se as propriedades assintéticas de maior interesse das EMV, tais como, con-
sisténcia, unicidade, normalidade, eficiéncia e suficiéncia. Estas propriedades sao vélidas
somente quando n — oo e formam a base da teoria assintdtica de primeira ordem com

o objetivo de se fazer inferéncia.

4.1.1 Erro Médio Quadratico

Considera-se aqui apenas o caso uniparamétrico (p = 1). O erro médio quadrdtico (EMQ)
¢ uma das medidas preferidas para medir o desempenho de uma estimativa 7' de um escalar

6, sendo definido por

EMQ(T) = E{(T — 6)*} = Var(T) + B(6)?,

onde B(f) = E(T) — 0 é o viés de T. Em geral, tem-se interesse em estimativas nao-
viesadas (B(0) = 0) de variancia minima (NVVM) visando reduzir o EMQ. Entretanto,
em muitas situagoes, pode-se preferir uma estimativa cujas quantidades B(6) e Var(7T') sao
pequenas a uma outra estimativa nao-viesada mas de variancia apreciavel. As estimativas
de EMQ minimo nao sao muito usadas face a dificuldades em minimizar o EMQ sem
restricoes adicionais. Entretanto, existe uma teoria elegante para as estimativas NVVM
que tornam estas estimativas atraentes. O EMQ fornece um limite superior para a proba-

bilidade de que o erro absoluto de estimacao exceda uma determinada quantidade pois,
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pela desigualdade de Chebyshev,

P(IT — 0| > ) < EMQ(T)/e".

As EMV em geral sao viesadas em pequenas amostras e na Secao 5.3 mostra-se como

1

calcular os seus vieses de ordem n~". Entretanto, as EMV sao assintoticamente nao-

viesadas.

4.1.2 Eficiéncia

E ébvio que quanto menor for a variancia de uma estimativa nao-viesada, maior serd a
chance desta estimativa estar proxima do parametro verdadeiro. Uma propriedade de-
sejavel é que a variancia de uma estimativa nao-viesada seja tao pequena quanto possivel.
Esta propriedade conduz a estimativas mais eficientes. Na estimacao de um escalar 6,
uma estimativa 7' é mais eficiente do que uma outra 7" (no sentido de usar mais eficiente-
mente as observagoes) se EMQ(T) < EMQ(T"). A eficiéncia relativa de T' em relagdo a
T é expressa pelo quociente e(T",T) = EMQ(T)/EMQ(T’) e geralmente depende de 6.
No caso de estimativas nao-visadas, a eficiéncia reduz-se ao quociente das variancias das
estimativas e, entao, a estimativa NVVM ¢é a mais eficiente. Felizmente, em problemas
regulares, existe um limite inferior tal que a variancia de uma estimativa nao pode ser
menor do que este limite. Para qualquer estimativa T° de um parametro 6 cujo viés é
B(0), a sua variancia satisfaz Var(T) > {1+ B'(6)}*/K (), onde B'(§) = dB(6)/df. Esta
expressao é conhecida como desigualdade de Cramér-Rao. Se a estimativa é nao-viesada,

a variancia minima se iguala ao inverso da informacao.

Se uma estimativa 7" tem esperanga E(T) = 7(0), a desigualdade de Cramér-Rao
passa a ser Var(T) > 7/(6)*/K (). Claro que a forma anterior é um caso especial desta
desigualdade. Entao, a eficiéncia absoluta de uma estimativa nao-viesada T de 7(6)
é definida por e(T) = {Var(T)K(0)/7'(6)?} ! sendo evidentemente menor ou igual a
um. Se e(T) = 1 a estimativa T ¢é eficiente. Quando 7(0) = 6, a eficiéncia reduz-se a

e(T) = {Var(T)K(0)}'. A EMV @ de 0 ¢ assintoticamente eficiente.

Uma condi¢ao necesséria e suficiente para que uma estimativa nao-viesada 7" de 7(6)
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seja eficiente (isto é, o limite de Cramér-Rao seja alcancado) é que a fungao escore seja

fatorada como

U) = -(0) {T—7(0)} . (4.1)

Caso T seja nao-viesada para 6, (4.1) simplifica-se para U(0) = K(0)(T — 0). Pode-
se provar ainda que existe uma estimativa 7' do escalar 7(6) de variancia minima se, e

somente se, os dados tém distribuicao na familia exponencial uniparamétrica dada por

f(y;0) = exp{a(y)e(0) — b(0) + d(y)}- (4.2)

E facil comprovar que as equacoes (4.1) e (4.2) sdo equivalentes.

Uma propriedade importante da EMV é que se existe uma estimativa eficiente de um
escalar 0, o método de maxima verossimilhanca ird produzi-la. Se T é eficiente para 6,
(4.1) implica que a fungao escore é linear em T, ou seja, U(f) = C(0)T + D(0). Para
0 = 0 vem C(0)T+ D(A) = 0. Como uma estimativa de 0 eficiente é nio-viesada obtém-se

de E{U(0)} = 0: C(0)0 + D() = 0. Avaliando esta expressio em 6, encontra-se 6 = 7.

Ha uma correspondéncia biunivoca entre a existéncia de uma estatistica suficiente
para # e a existéncia de uma estimativa NVVM para alguma funcao de 6 desde que o
campo de variagao dos dados independa do parametro desconhecido. Com efeito, se .S é
uma estatistica suficiente para 6, a equagao (1.5) é vilida, e derivando o seu logaritmo

em relacao a 6 resulta na seguinte expressao para a fungao escore:

U(0) = < log g(s.0) = M(s.0),

onde M ¢é alguma fungao de s e 6. Satisfeitas algumas condig¢oes de regularidade, pode-se
provar que esta equagao implica os dados terem distribui¢ao na familia (4.2) e, portanto,
que apenas uma fungao desta estatistica 7' = T'(S) (T é também suficiente para 6) ird
satisfazer (4.1), ou seja, ird estimar alguma fungao 7(0) de 6 com variancia igual ao valor
minimo 7/(0)?/K (0). No sentido inverso, quando (4.1) for satisfeita, (4.2) serd verificada
e, obviamente, existird uma estatistica suficiente para . Constata-se ainda comparando
(4.1) com a equagcao U(6) = M(s, ) que a condicao de suficiéncia é bem menos restritiva

que a condicao de existéncia da estimativa NVVM.
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Seja F uma certa classe de distribuicoes e suponha que todas as estimativas T' de um
parametro escalar ¢ sejam nao-viesadas e cujas variancias existem para toda distribuicao
desta classe. Lehmann e Scheffé (1950) mostraram que no méximo uma destas estima-
tivas é a mais eficiente para a classe F em consideracao. O teorema de Rao-Blackwell
(Lehmann, 1983, Secao 1.6) mostra que é sempre possivel a partir de uma estimativa 7’
de # nao-viesada e de uma estimativa S de 6 suficiente, construir uma outra estimativa
nao-viesada de 6 que seja pelo menos tao eficiente quanto 1. Matematicamente, a es-
tatistica F/(T'|S) é uma estimativa nao-viesada de 6 e, se Var(7T) existir, a sua variancia
ira satisfazer

Var{E(T|S)} < Var(T) .

A igualdade na expressao acima ocorrerd se E(T|S) =T com probabilidade igual a um.

4.1.3 Condigoes de Regularidade

As condigoes seguintes de regularidade sao usadas na teoria assintética para justificar
e delimitar os erros das expansoes em série de Taylor. Algumas dessas condigbes ou
a totalidade delas sao necessarias para provar as propriedades assintoticas das EMV de
consisténcia, unicidade, normalidade, eficiéncia e suficiéncia, apresentadas nas Secoes 4.1.4

~4.1.7e4.2.

Suponha que os dados y.s sao realizagoes iid de uma variavel aleatéria Y caracterizada
por distribuicoes Py pertencentes a uma certa classe P, que dependem de um vetor 6 de
dimensao p, 0 € ©. Sejam f(y;0) e L(0) = I1f(y;;0) as fungoes de probabilidade ou

densidade comum dos dados e de verossimilhanca para #, respectivamente.

As seguintes suposicoes serao necessarias no decorrer deste capitulo:

(i) as distribuigdes Py sao identificaveis, isto é, 0 # 0’ € © implica Py # Py;

(ii) as distribui¢bes Py tém o mesmo suporte para todo § € ©, ou seja, o conjunto
A ={y; f(y;0) > 0} independe de 0.

A condigao (i) assegura que as distribui¢bes de probabilidade dos dados definidas por
dois valores distintos de 6 sao diferentes e a condigao (ii) garante que seus campos de

variacao sao idénticos e independem de . As suposicoes (iii) — (v) abaixo garantem a
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regularidade de f(y;0) como funcéo de # e a existéncia de um conjunto aberto ©; no

espacgo paramétrico © tal que o parametro verdadeiro ¢, pertenca a ©q:

(iii) existe um conjunto aberto ©; em © contendo 0y tal que a fungao densidade f(y;0),
para quase todo y, admite todas as derivadas até terceira ordem em relagao a 6,

para todo 6 € Oy;
(iv) Ep{U(0)} = 0 e a matriz de informagao 0 < K () < oo para todo 6 € Oy;
(v) existem fungoes M;j;(y) independentes de 6 tais que, para i,7,k=1,...,p,

|83 log f(y;0)

96,00,00, ’ < Mign(y)

para todo 6 € ©4, onde Ey {M;;1(Y)} < .

A condigao (iii) representa a existéncia de ©1 e de derivadas de f(y;6) até terceira
ordem em ©4, a (iv) que a matriz de informacao é finita e positiva definida numa vizin-
hanga aberta de 6y e a (v) que as terceiras derivadas da log-verossimilhanca sao limitadas

por uma funcao integravel de Y cuja esperancga ¢é finita.

4.1.4 Consisténcia

Usualmente, uma estimativa é func¢ao (explicita ou implicita) do tamanho da amostra n
e, pelo menos intuitivamente, espera-se que a precisao desta estimativa aumente quando
n — o0. Neste sentido, uma estimativa 7T}, é chamada de consistente para um parametro
0 se EMQ(T,) — 0 quando n — oo. A grande maioria dos métodos de estimagao,
como o método de maxima verossimilhanca, produz estimativas consistentes segundo cer-
tas condigoes de regularidade. Geralmente, duas definigoes de consisténcia sao usadas
amplamente na teoria assintética. Sejam estimativas 7, baseadas em varidveis aleatorias
id, Y1,...,Y,. Diz-se que T, é: (a) fracamente consistente para 6 se T,, = 6 + 0,(1); (b)
fortemente consistente para 6 se T,, = 6 + o(1) com probabilidade um. A consisténcia
fraca (forte) ocorre quando T, satisfaz a lei fraca (forte) dos grandes niimeros. Entéao,
T, € fracamente ou fortemente consistente para 0 se lim Py(|T, — 0| >¢) =0, Ve >0
ou P@(T}LHOIO T, = 0) = 1, respectivamente. Uma propriedade importante da EMV é a

consisténcia (forte) supondo vélidas algumas condigdes de regularidade da Secao 4.1.3.
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Para n fixo define-se a EMV 6 em © de modo que

0(0) > () (4.3)

para todo 6 € ©. Por causa da igualdade em (4.3), a seqiiéncia de valores de 0 quando
n — oo podera nao ser univocamente determinada. Mostra-se aqui que se as condicoes de
regularidade (i) — (i) da Secfio 4.1.3 sdo vélidas e © é finito, entdo a EMV 0 é (fortemente)
consistente para o parametro verdadeiro Go(é 2%, 0y), ou seja, Py, (nh_)ngo 6=0,) =1 Uma
versao simplificada da demonstracao usa a desigualdade de Jensen — E{¢(Z)} < ¢(E(Z))
— vélida quando ¥(Z) é uma funcdo concava definida em IR e Z é uma varidvel aleatéria

integravel. Como a funcao logaritmo ¢é estritamente concava, pode-se aplica-la a variavel

aleatéria L(0)/L(6y) para obter
L(0) L(0)
Ey |1 < log | E)
°l0g{wo>} Ogl O{Lwo) |
para todo 0 # 6y, onde Ej significa o operador esperanca matematica segundo o parametro

0p. Mas Eo{L(0)/L(00)} = 1 e, portanto, Eo{l(0)} < Eo{l(6y)} para todo 6 # 65. A
esséncia da demonstracao da consisténcia de 6 é que (4.3) e Eo{€(0)} < Eo{(6y)} sdo

incompativeis a menos que 0 convirja para 6. Pela lei (forte) dos grandes ntimeros
n~ () = n~'Tlog f(y;;0) converge para n~'Fy{((f)} quando n — oo. Logo, por
causa de Eg{l(0)} < Eo{l(0y)} vem

dim P, (£(0) < £(60)) =1, 0 # 0. (4.4)

O limite em (4.4) especifica que, para n grande, a log-verossimilhanca em 6, excede

o seu valor em qualquer outro ponto # # 6y, com probabilidade proxima de um. Os

resultados (4.4) e (4.3) com 6 = 6 sé ndo serdo incompativeis para n grande se
Py, <nh_>r£1o L(0) = L(90)> = 1 for satisfeita. As condigoes (i) — (ii) e a finitude de ©

permitem concluir que Fy, <TL1L11010 6 = 90> =1, ou seja, 6 ¢ (fortemente) consistente para
Bo.

Se © for infinito ou mesmo infinito enumeravel nao se pode deduzir a consisténcia
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(forte) de § diretamente de (4.4) sem as suposicoes (iii) — (v) da seciio anterior. Assim,
prova-se agora a consisténcia (forte) da EMV é, supondo que as condicoes de regularidade
(i) — (v) sdo satisfeitas, a partir do resultado (4.4) na situagao geral de © infinito. Como
a log-verossimilhanga é diferenciavel por (iii), obtém-se por expansao de ¢ (é) em série de
Taylor até segunda ordem

£(8) = 0(00) + U (@)@~ 80) — (6~ 80)7T(%)(0 — ) (4.

onde J(f) é a informagao observada (Se¢ao 1.3) para 6 e 6* ¢ um vetor situado entre
0 e 0. Como U(fh) e J(0%) sdo somas de varidveis aleatérias iid elas convergem pela
lei (forte) dos grandes nimeros para os seus respectivos valores esperados. Logo, por
(iv), U0) X% 0e J(6*) &= K(0*) > 0, e de (4.2) com 6 = 6, mais (4.4) conclui-se
que £(0) L5 £(6y). Deste modo, a forma quadratica em (4.5) deve aproximar-se de zero
quando n cresce e, forcosamente, 6 =% 6,. Entdo, demonstrou-se a consisténcia (forte)

de qualquer seqiiéncia de estimativas 6 obtidas segundo (4.3).

Segundo as condigoes (i) — (v) pode-se também demonstrar que, com probabilidade
tendendo a um quando n — 00, existe pelo menos uma seqiiéncia de solugoes 6 da
equagao de méxima verossimilhanga U(#) = 0 tal que 0 2% 6y, ou seja, 6 6 fortemente
consistente para . A prova formal, entretanto, é bastante complicada e sera omitida
aqui. Se as observacoes forem independentes mas nao identicamente distribuidas, muitos
dos argumentos usados anteriormente continuarao valendo aplicando-se a lei fraca dos

grandes nimeros.

4.1.5 Unicidade Assintotica

Segundo as condicdes gerais (i) — (v) pode-se demonstrar a unicidade assintdtica de 0,
isto é, para n grande existe uma tunica EMV de 6,. Em outras palavras, para grandes
amostras a log-verossimilhanca se torna estritamente concava. Antes de demonstrar a
existéncia de uma unica EMV para 6, quando n — oo mostra-se que para n grande
f é uma solucdo da equagao de MV, U(f) = 0 e, com probabilidade um, corresponde a

um méaximo local em qualquer conjunto aberto centrado em 6y. Expandindo U(f) até
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primeira ordem e fazendo 6 = 6 vem, com a mesma notacio de (4.5),

U(0) = U(6) — J(67)(0 — 6p) . (4.6)

Os dois termos no lado direito de (4.6) tendem a zero quando n — 00; o primeiro
pela lei forte dos grandes nimeros e o segundo pela consisténcia da EMV. Logo, para n
grande, 0 é uma solugao de U(#) = 0. Como as observagoes sao iid pode-se considerar
K(6) = nk(0), para todo 6 € ©, onde k() (> 0 por (iv)) é a matriz de informacao para
relativa a uma tinica observacio. Pela consisténcia forte de 6 vem n=1J(6) £ n=1J(6,)
e, pela lei forte dos grandes nimeros, n~'J(6y) converge com probabilidade um para
k(0y) > 0. A conjungao dos dois resultados implica que qualquer EMV 6 deve verificar

lim Py, (J(6) > 0) =1, (4.7)
de onde se conclui que 0 corresponde, com probabilidade um, a um maximo local de
U(#) = 0. Prova-se agora facilmente a unicidade assintética de 6. Para n grande, se (4.3)
produzisse duas EMV ' e ", elas seriam consistentes e verificariam U(f) = 0 e (4.7), ou
seja, seriam maximos locais assintoticamente. Entao, existiria entre ' e 0" um ponto de
minimo @ consistente para 0y(0 += 6) satisfazendo J(#) < 0. Mas isto violaria (iv), pois
para n grande, J() deve ser positiva definida para 6 € ©;. Como a ocorréncia de dois
maximos locais consistentes implica uma contradicao fica provada a unicidade da EMV 6

em grandes amostras.

Em geral, no caso multiparamétrico p > 2, mesmo que U(f) = 0 tenha solugao unica
nao implica que ela seja a EMV de 6 que pode até mesmo nem existir. Contudo, no
caso uniparamétrico (p = 1), se a solugao da equacao de MV for tnica, a probabilidade
de que esta solucao seja a EMV tendera para um quando n — oo. Havera unicidade
das equagoes de MV quando f(y;#) for uma distribuigdo nao-degenerada pertencente a

familia exponencial com p pardmetros (Secao 1.5), pois ¢(6) serd estritamente concava.
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4.1.6 Normalidade Assintdtica

Considere n observagoes iid, supondo validas as condigdes de regularidade (i) — (v) da
Secao 4.1.3. Se 6 é uma solugao consistente da equacao de maxima verossimilhanga

U(#) = 0, entao

V(0 = 60) = N, (0, k(60) ™), (4.8)

ou seja, em grandes amostras, a distribuicao de 6 é aproximadamente normal p-dimen-
sional com média #y e matriz de covariancia K (6y)~! = n=*k(6y)~t. Cramér (1946, Secao
33.3) e Lehmann (1935, Secao 6.4) apresentam demonstragoes rigorosas da convergéncia
(4.8) para p = 1 e p > 1, respectivamente. Mostra-se inicialmente a demonstracao de
(4.8) no caso uniparamétrico. As condigdes gerais de regularidade garantem a expansao

de U(#) = 0 em torno do parametro verdadeiro 6, até segunda ordem:

U(6y) + U'(60)(6 — 6) + ;U”(é’*)(é —6y)% =0,

onde |0* — 6y < |0 — 6| e, portanto, #* é necessariamente consistente para . Os dois
primeiros termos no lado esquerdo desta equagdo sdo O,(n'/?) e o terceiro é O,(1), pois
U'(6y) = O,(n), U"(6*) = Oy(n) e § — by = O,(n"/?). Como U(by) e U'(6,) sdo somas

de variaveis aleatorias iud, a expansao anterior implica

A _iUi/<90) iUi<00)
Vil = 00) ) =g + O™ = S

Pela lei fraca dos grandes numeros — Y1, U/(0y)/{nk(fy)} = 1+ 0,(1). Logo,

Z Ui (6o)
0 —6){1 Ny == 4.9
Observe-se que (4.9) é o caso uniparamétrico da aproximagao (1.15), a ultima equagao
sem o erro estocastico. Aplicando o teorema central do limite a soma estocéstica do lado

direito de (4.9) e por (iv) prova-se a convergéncia (4.8).
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A demonstracao da normalidade assintética de 6 no caso multiparamétrico é feita de
forma andloga ao caso p = 1. Quando @ for um vetor de dimenséo p, a igualdade (4.9) é
generalizada para

1

\/ﬁk(ﬁo)’lU(ﬁo), (4.10)

onde k(f) = n~'K(0) é a matriz de informagao para uma tinica observagao. De (4.10) e

V(0 —60){1+0,(1)}

(iv) é facil checar que 0 tem média assintética zero e estrutura de covariancia assintética
dada por Cov(f) = K (6y)~!. Entdo, a normalidade p-dimensional assintética de 6 decorre

do teorema central do limite multivariado aplicado ao termo do lado direito de (4.10).

O fato de se aproximar a distribuicio da EMV 8 por N,(6y, n~'k(fp)~") é um dos
resultados mais relevantes da teoria assintotica de primeira ordem com objetivos de in-

feréncia.

4.1.7 Eficiéncia Assintdtica

No caso p = 1, observe-se que k()" é a variancia da distribuicio assintética de \/n(6—6;)
que, em geral, ndo coincide com o limite de Cramér-Rao (Secao 4.1.2) para a sua variancia
exata. Este fato é melhor compreendido observando que para qualquer estimativa 1" de 6

assintoticamente normal, i.e.,

V(T — 6) 25 N(0,v(6)), v(6) > 0, (4.11)

tem-se: JLIEO{nVar(T)} > v(0) > k(0)~'. O resultado (4.11) implica que a estimativa T
é consistente para 6, mas ela pode ter viés ndo-nulo (para n finito). Contrariamente, o
limite de Cramér-Rao k(6)~! é relativo & variancia exata de /n(T — 6) exigindo-se que
ela seja necessariamente nao-viesada. Uma estimativa T" de 6 é assintoticamente eficiente
se satisfaz (4.11) com v(0) = k(#). Desta definicdo e de (4.8) conclui-se que qualquer

solucdo consistente § de U(6) = 0 é assintoticamente eficiente.

Nao hé dificuldade em generalizar o limite de Cramér-Rao e (4.11) para as com-
ponentes de um vetor de parametros ¢ € IRP. Assim, se k(0)"" representa o r-ésimo
elemento da diagonal da matriz k(6)~!, n='k(0)™" é um limite inferior para a variancia

assintdtica de qualquer estimativa de 6, assintoticamente normal (mesmo viesada para n
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finito). A desigualdade de Cramér-Rao estabelece que qualquer estimativa nao-viesada de
0, tem variancia (exata) superior a n~'k(#)"™". Como por (4.8) lim {n Var(6,)} = k(6)™",
deduz-se que qualquer componente de 6 ¢ assintoticamente eficiente para o parametro

correspondente.

Os resultados de normalidade e eficiéncia assintéticas apresentados aqui poderao ser
generalizados para situagoes menos restritivas em que as observagoes sao independentes
mas nao identicamente distribuidas, desde que: a) a lei fraca dos grandes ntumeros se
aplique & informacao observada média n~1.J(#) com esta convergindo em probabilidade
para n 'K () (a matriz de informagao média); b) o teorema central do limite se aplique
a fungao escore total U(f) sendo a convergéncia para uma distribui¢do assintética nao-
singular. Existem inimeros outros aperfeicoamentos com suposi¢oes mais fracas para
garantir consisténcia, unicidade, normalidade e eficiéncia da EMV em situacoes gerais e

especificas que nao serao citados aqui.

4.2 Suficiéncia Assintotica

A fatoragao de Neyman-Fisher (1.5) representa a melhor forma de se verificar a suficiéncia
de uma estatistica S = S(Y). Para demonstrar a suficiéncia assintdtica de uma solugao 0
da equagao de méxima verossimilhanga U(#) = 0 deve-se supor que as condigoes (i) - (v)
da Segao 4.1.3 sao verdadeiras. Neste caso pode-se expandir /() analogamente & equagao
(4.5) como

00) = L(0) — =(0 — )T J(0)(6 — ) + 0,(1)

1
2
com f — 0 = O,(n~%/?). Portanto, a forma da verossimilhanga

A

L(0) = L(0) exp {-é(a _ )T I(B)(60— ) + op(1)}

implica que # é assintoticamente suficiente para 6, quando existir uma estatistica sufi-

clente.

Em pequenas amostras, a solugao ¢ da equacao de maxima verossimilhanca pode nao
ser suficiente para # mas sempre sera funcao de uma estatistica suficiente para 6, quando

existir uma estatistica suficiente.
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Os resultados assintéticos deduzidos nas Secoes 4.1.4 — 4.1.8 enaltecem que a teo-
ria assintotica de primeira ordem é simples e elegante para as estimativas de maxima

verossimilhanca.

4.3 Inferéncia sem Parametros de Incomodo

Seja Y uma varidvel aleatoria com fungao de probabilidade ou fungao densidade
f(y;0), 0 € O, dependendo de um vetor § de dimensao p. Seja y = (y1,...,%,)] um
vetor de realizacoes de Y. Quando nao ha parametros de perturbacao o interesse é testar
a hipétese nula simples H : 6 = 0 versus A : 0 # 6 onde ¥ é um vetor especificado
para #. Ha varias maneiras de testar H que sao equivalentes até primeira ordem, i.e.,

baseiam-se em estatisticas que diferem tipicamente por quantidades de ordem Op(n_l/ 2).

Sejam £(0),U(0), J(0) e K(0) a log-verossimilhanga, a fungao escore e as informagoes
observada e esperada relativas ao vetor #, respectivamente. As trés estatisticas comu-
mentes usadas para testar H versus A sao a razao de verossimilhanca de Neyman e

Pearson w = —2log (r expressa por

w = 2{0(6) — 0(0)}, (4.12)

a estatistica escore de Rao

Sp=U@ONTKOO)TUH), (4.13)

e a estatistica de Wald
W = (6 —0NTK(6)( — o). (4.14)

As trés estatisticas acima representam as técnicas mais importantes para avaliacao e teste
de modelos estatisticos. A forma (4.12) foi proposta por Wilks em 1938. Depois, Wald
propos (4.14) em 1943 e Rao desenvolveu (4.13) em 1947.

As formas quadraticas (4.13) e (4.14) sdo deduzidas das distribuiges assintdticas
N, (0, K(0©)) e N,(0©, K(§©)~1) de U(0©) e 6, respectivamente. As estatisticas (4.12)

e (4.13) independem da parametrizagao adotada para f(y;0) enquanto a estatistica de
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Wald depende da parametrizacao do modelo. Apenas a estatistica S nao requer o calculo

da EMV 6 embora envolva a inversa da matriz de informacao.

Se as condigoes de regularidade (i) — (v) da Segao 4.2 sao satisfeitas, as trés estatisticas
acima sao equivalentes até primeira ordem, isto é, elas tém segundo a hipotese nula H
a mesma distribuicdo assintética x? com p graus de liberdade. Assim, a hipétese H
sera rejeitada para valores grandes de w, Sp e W comparados com o valor critico Xf)(a)
obtido da distribuicao Xf; para um nivel de significancia nominal « fixado. As regides de

100(1 — a)% de confianga para 6 sao formadas, aproximadamente, por

R(0) = {6;T(0) < x3(a)},

onde T'(f) pode ser qualquer uma das estatisticas (4.12) — (4.14).

Como U(0©)) e K(6) se referem a um vetor de dados de dimensdo n, pode-se adotar,
sujeito a condicoes de estabilidade, nos calculos assintoticos quando n — oo, a seguinte
convencao:

U(00) = VRT() = Op(n'/2),
K(00) = n K(0O),
0 — 00 =0, (n1/?),

onde K (/) é a informacao média por observacao e U(6(?) é a funcao escore normalizada.
Tem-se K (/) = O(1) e U(0?) = O,(1). A vantagem da notagao acima é expressar todas
as quantidades em termos de outras que sao de ordem O(1) ou de varidveis aleatérias que
sao O,(1). Se as observagoes sdo 4id, entdo K (0(?)) é a informacio relativa a uma tnica

observagao.

Se K(6) é continua em 6 = §(©) obtém-se, quando n — oo,

nLJ(0©) 25 K (00),
L (4.15)
n11(0) 25 K(0O).
Assim, nas estatisticas (4.13) e (4.14) as matrizes K (09)) e K(0) podem ser substituidas
pelas matrizes J(0®) ou J(6), pois as vérias estatisticas modificadas serdio equivalentes

até primeira ordem, ou seja, terao a mesma distribuicao limite xi- As estatisticas (4.12)
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~ (4.14) irdo diferir quando 6 = §*) por quantidades de ordem O, (n~/2).

A distribuigao assintética das estatisticas (4.12) — (4.14) é uma conseqiiéncia da dis-
tribuigdo normal p-dimensional assintdtica da fungao escore U(#) com média zero e es-
trutura de covariancia K (6). Para observagoes independentes este resultado decorre da
aplicagao de um teorema central do limite a soma estocastica U(6). Supde-se aqui prob-

lemas regulares com a validade dos seguintes resultados

vnU(9) — K(9)),

i Ny(0, K (9)) (4.16)
Vil —0) = N, (0, K(0)71) .

A distribuigao assintética das estatisticas escore (4.13) e Wald (4.14) segue de imediato
das convergéncias em (4.16). Para demonstrar a distribuicdo assintdtica da razao de
verossimilhanca, expande-se £() em série de Taylor em torno da solucao 0 de U(6) = 0.
Assim,

(68— 6)"J(8)(6 — ) + 0,(1)
ou
= (0 —60)TJ(0)(0 —0) + 0,(1). (4.17)

Usando 6 — 0 = K(0)'U(6) + 0,(n"'/?) e a segunda convergéncia em (4.9) encontra-se

w=U()"K(O)U(B) +o0,(1) . (4.18)

Usando a primeira relacgdo de convergéncia em (4.16) obtém-se de (4.18) que w 2, X;Q;
supondo H : 6 = 0¥ verdadeira. De (4.17) e (4.18) verifica-se que W e Sk sdo assintoti-
camente equivalentes a w. A mesma equivaléncia assintotica ocorre, pela combinacao dos
resultados (4.15) — (4.16), com formas variantes das estatisticas (4.13) e (4.14) deduzidas
substituindo K (0®) e K(0) por J(0©) ou J(f). Assim, as estatisticas
U@ E @)U 0), UO©)1(0) U (0),
U0 I@)U00), (- 00)I(00)(0 ~ 00),
(6 =0T I(O)(6 —6) e (6 — 6O)TK(OD)(0 - 6©)

sao assintoticamente equivalentes a distribuicao X;Q;-
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Exemplo 4.1 Considere a distribuicao multinomial y ~ M(n, ) onde y = (y1,...,yp)"

(com y; > 0) representa p freqiiéncias observadas com probabilidades associadas m =

(m1,...,mp)T. Para testar H : 7 = 7 versus A : m # 70 as trés estatisticas reduzem-
2 (yi —nm (O))
s w = 23 plowfin/om)), S = 32U W = S = anl)

=1 =1 ni 1/
distribuicao limite destas estatisticas sequndo H é Xp_1- A estatzstzca Sr € a famosa

estatistica x> de Pearson. Sobre ela R.L. Plackett foi enfdtico: “Pearson’s chi-squared

test is one of the great monuments of twentieth-century statistics.”

No caso de 6 ser um escalar, as formas (4.13) e (4.14) reduzem-se a Sp =
UOO2/K0O) e W = (0 — 0©)2K(f). Buse (1982) apresenta uma excelente inter-
pretacao geométrica das formas de w,Sgr e W no caso de 6 escalar. Na pratica, testes
envolvendo um grau de liberdade podem ter mais significado comparando-se as estatisticas
Vw,v/Sg ou VW, com um sinal adequado, com os valores criticos da sua distribuicao

normal N (0, 1) assintética. As estatisticas sinalizadas abaixo
I = sinal(f — 0(0))?!/2
rs, = U(00)/\/K(69), (4.19)

rw = (0 — 09)\/K(0)

tém, assintoticamente, segundo H : # = 0 distribuicdo normal N (0, 1). Aqui, também,
J(0) e J(0©) podem substituir K(6) e K(0) e a distribuicdo normal N(0,1) assintética
continua valendo. Na realidade, todas estas estatisticas sinalizadas satisfazem: (i) r =
Z + O,(n~2), onde Z é uma varidvel aleatéria que tem assintoticamente distribuicao
normal N(0,1); (ii) P(r < x) = ®(z) + O(n~Y/?). Assim, elas diferem por quantidades

estocasticas de ordem n~'/2? em probabilidade.

Exemplo 4.2 Considere uma amostra aleatoria de tamanho n da distribuicao de Poisson
P(p), onde se deseja testar H : p = pu® wversus A : p # p®. De (4.12) — (4.14) ¢
fdcil obter w = 2n(u? —7) + 2nglog(@/u?), Sk = n@ — pO)?/u® e W = n(y —
1ON?2/5, sendo § a média amostral. Claramente, o teste de H via Sp € equivalente ao
teste baseado na aprovimacdo normal N(np® nu®) da distribuicio de ny. Qualquer

uma destas estatisticas tem assintoticamente distribuicdo x3.
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Exemplo 4.3 Seja uma amostra de observacoes yi, . .., y, tid da distribuicao exponencial
com fungdo densidade f(y;p) = pe™. A EMV de p é p = 1/5. Para testar H : p = p©

as estatisticas em (4.19) sao
o = sinal(1 — pg)2n{pg — log(pg) — 1}

rep =rw = v/n(l = p07) .

Uma outra estatistica equivalente é a Wald modificada 1, com a informacao sendo avali-
ada na hipdtese nula ao invés de ser calculada na EMV. Tem-se riy, = /n{(poy) " — 1}.

Pode ser demonstrado por primeiros principios que

0 que ilustra a equivaléncia até primeira ordem destas estatisticas, isto €, todas elas con-

vergem em distribui¢ao para a normal N(0,1) quando n — oo.

As estatisticas em (4.19) sdo quantidades pivotais assintdticas para o parametro 6
pois convergem para uma distribui¢ao conhecida que nao envolve este parametro quando
n — o0o0. Assim, os limites de 100(1 — a)% de confianga para o escalar # podem,
alternativamente, ser obtidos como R(6) = {0;|r(6)| < 2.}, onde z, é tal que ®(z,) =
1—a/2. A estatistica ry = (8 — 0)K ()2 tem a vantagem de englobar conjuntamente
uma estimativa de 6 e sua precisao K (é)l/ 2 enquanto que a estatistica de Wald alternativa,
rw, = (0 — 0).J(A)"/2, equivalente assintoticamente a ryy, contém uma variavel aleatéria
J (é) que nao envolve  mas pode nao representar uma variancia em pequenas amostras.
Ambas estatisticas sao lineares em . Quando o viés B(6) de ordem n~! de 0 (vide Secao
5.3) é apreciavel, deve-se aplicar a ry e 1y, uma correcio de viés (supondo K (6) e J(0)
praticamente constantes) substituindo 0—6 por 6—B (é) —60. Alternativamente, determina-
se intervalos de confianca aproximados para # em forma explicita usando as estatisticas

I = sinal(f — 0)w'/2 e rg, = U()/,/K(#) quando elas forem funcdes monotonicas de 0.

Caso contrario, o intervalo para 6 s6 podera ser construido numericamente.
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4.4 Inferéncia com Parametros de Incomodo

Apresenta-se aqui a teoria assintotica de primeira ordem quando o modelo estatistico
contém parametros de perturbacao. Suponha que o vetor € de parametros de dimensao p
é particionado como 6 = (T, A7), onde dim(¢)) = ¢q e dim()\) = p — ¢q. Deseja-se testar
H =99 versus A : ¢ # @, onde ¢ é o vetor de parametros de interesse e A o
vetor de parametros de perturbacao. Seja £(¢),\) a log-verossimilhanga para 1) e A\. De
agora por diante, os simbolos A e ~ indicam quantidades estimadas segundo A e H, i.e.,
avaliadas nas EMV irrestrita § = (47, AT)T e restrita 8 = (@, XT)T | respectivamente.
Particionam-se o vetor escore U, a matriz de informacao K e sua inversa K ! da mesma,
maneira que 0, ou seja, UT = (U], UY),

_ ((Kyyp Kw) —1_<KW KW)
K_(Kmp Ky ¢ Ar={ge gn)

Usa-se notacao similar para a matriz de informacao observada J e para sua inversa J .

Em geral, as quantidades Uy, Uy, Kyyp, Kypr = K)Tw e Ky, dependem de ambos vetores
Ve

A estatistica escore baseia-se na normalidade assintética da componente da funcao
escore Uy, = Uw(w(o), A) correspondente ao vetor de parametros de interesse, ou seja, no

resultado

Uy = Ny(0, K7, (4.20)

onde K¥¥ = K¥¥((©) \) é a matriz de covariancia assintética de 2[1 Entao, a estatistica

escore € definida pela forma quadratica

Sr = Uj K*Uy, (4.21)

onde U = Uy(4)@, X)) e K¥% = K¥¥(4(©,X). A vantagem da estatistica escore é que cla
s6 depende da EMV segundo a hipdtese nula. A distribuicao assintética de Si segundo

H : v = ¢ segue diretamente de (4.20) que implica Sg 2, XZ.

O desenvolvimento da estatistica de Wald é similar ao da estatistica escore e decorre

da normalidade assintética da EMV 1& Como 6 tem distribuicao normal p-dimensional
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assintética com matriz de covariancia K !, entdo, zZAJ tem também segundo H, dis-
tribuicdo normal g-dimensional assintética com média 1(*) e matriz de covariancia K¥¥,
ou seja, g@ — ) 2, N,(0, K¥¥). A matriz K¥¥ pode ser consistentemente estimada
por KU (¢, N), K¥ (@ X), JM4), A) ou J* (O X). Escolhendo a primeira forma a
estatistica de Wald é dada por

W= () — TR (¢ — ), (4.22)

onde K% = K% (1), \). Usando-se as outras matrizes de peso obtém-se estatisticas que
sao assintoticamente equivalentes a (4.22). Em qualquer caso, W é uma forma quadratica
correspondente & distribuicao normal assintética N,(0, K*%) de 1 — 1(© e, portanto,

w2 Xz, supondo a hipétese nula verdadeira.

A razao de verossimilhanca para testar H : ) = 1(®) ¢é definida como

w = 2{(p O, X) — 0(p @, N} . (4.23)

O inconveniente de (4.23) é que w requer duas maximizac¢oes. Pode-se mostrar que
w -2 X segundo H (Wilks, 1938). Logo, as estatisticas (4.21) — (4.23) sao equivalentes
até primeira ordem, pois todas convergem sob a hipdtese nula para a distribuicao Xg‘
Apresenta-se, resumidamente, a estratégia de demonstracao da equivaléncia assintotica
das estatisticas Sr, W e w. Em primeiro lugar, a férmula da inversa de uma matriz

particionada produz
¥ = (Kypp — KK Fow) ™,

T —
K¢A = KAw = —KIM)Kw)\KA)\l e
KM = Kl — K K K

Além disso, K™ = K, + K’WKJJKW‘. A relacdio entre as estimativas A e A é

A=A+ K Koy (b — ) + 0,(n7") .

Recorrendo & aproximacao (1.15) tem-se até primeira ordem

()= G o) (3)
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que substituida em (4.22) implica, ignorando quantidades de ordem o,(1),

W = (KU, + KUK (KU, + KYU,). (4.24)

Até primeira ordem tem-se

oU,

© 3 —
Uy (', X) Uy + )\

(A=)

Como A — A = KMUy + 0,(n~1/?), vem

Uy (0O, N) = Uy — Kypn KMU,

Substituindo em (4.21) resulta até primeira ordem

Sp = Uy — KpnKMUNTKYY (U, — Kypn KMU). (4.25)

A razao de verossimilhanca pode ser decomposta como

w = 2{0(sh, X) — LD, \)} — 2{(©, ) — £, \)},

isto é, dada pela diferenca entre duas estatisticas para testar hipéteses sem parametros
de incomodo. Assim, usando o resultado (4.18) tem-se até primeira ordem

K¥ K"\ (U
- () (5

T o UA)—UgKMlUd,. (4.26)

Com uma longa algebra envolvendo as matrizes particionadas anteriores demonstra-se
que as expressoes (4.24) — (4.26) sdo iguais e, portanto, estabelece-se a equivaléncia de

primeira ordem das estatisticas Sg, W e w.

Um problema que surge na realizacao dos testes de hipdteses e na construcao de
regides de confianca para 1) é escolher dentre as estatisticas (4.21) — (4.23) que, segundo

H : ¢ =9 sio assintoticamente equivalentes & distribuicao xﬁ. Claramente, a escolha
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pode ser pautada no grau de dificuldade de calculo das EMV irrestrita e restrita, notando
ainda que w e Sk sao invariantes em relagao a reparametrizacao da distribuicao dos dados
mas a estatistica de Wald nao é invariante. Estas estatisticas sao quantidades pivotais
assintoticas para o parametro i e, portanto, podem ser usadas para construir regioes
assintéticas de 100(1 — «)% de confianga para 1. Estas regides sao definidas por um
conjunto aleatério R(y) C IR? dependente de y e de «a tal que P(y € R(¢)) = 1 — «a.
Assim, regides de 100(1 — )% de confianga em IR? para 1) sdo deduzidas diretamente das
estatisticas escore S em (4.21), Wald em (4.22) e razao de verossimilhanca em (4.23),
produzindo o

Ri(¢) = {ob; UJK"Uy < xg(a)},

Ro(v) = {th; (¥ = )TK™7 (1 — ) < x2(a)},

Ry(h) = {5 €, N) = £(), }) = $x2(a)},
respectivamente. Claro que R3(1) é mais facil de ser construida do que as regices R;(v)
e Ry(v), pois estas ultimas dependem de formas quadraticas. Observe-se que R3()) é
decorrente da razao de verossimilhanca perfilada (vide Segao 4.5), pois A é a EMV de
A condicional a 1. As regioes Ry(1), Rao(v) e R3(¢)) sdo assintoticamente equivalentes
mas em pequenas amostras sao diferentes e podem ser imprecisas. Elas sao aplicaveis em

qualquer problema regular na construcao de regices de confianga.

No caso do parametro de interesse ¢ ser escalar, pode-se também construir intervalos
de confianga aproximados para 1 generalizando as estatisticas sinalizadas em (4.19). As-
sim, obtém-se quantidades pivotais assintéticas para 1) andlogas aquelas em (4.19) dadas
por

ro = sinal(ip — P w2, rg, = U,K¥"”,
rw = (=) /KL = U (4.27)

iy = (& = 9)/ ]
Todas as estatisticas em (4.27) tém distribui¢ao normal N (0, 1) assintética. Como 3, =
Sr, 1%, = W e r2 = w, os intervalos obtidos das regices R;i(v), Rao(v) e R3(1)) sdo
idénticos aqueles baseados em rg,, Ty e 1, respectivamente. As estatisticas rg, e ry sao
versoes assintoticamente equivalentes a rg, e my com informacao observada no lugar de

informacao esperada.

Uma grande simplificacao ocorre no célculo das estatisticas w,Sg e W quando os
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vetores de parametros 1) e A sao ortogonais. Neste caso, a matriz de informacao é bloco-
diagonal pois as matrizes K,y e Ky, se anulam e as equagoes de maxima verossimi-
Ihanga para determinar ¢ e A sdo separdveis. Observe-se que as expressoes (4.24) — (4.26)
reduzem-se, sem calculos adicionais, a U$ K¥¥U,. Como conseqiiéncia da informacio
ser bloco-diagonal, as EMV @/3 e \ sdo assintoticamente independentes e a covariancia
assintética de Qﬂ quando A é desconhecido é a mesma daquela covariancia quando \ é con-
hecido. Um outro aspecto importante é que a EMV 5\¢ de A condicional a i especificado
varia pouco com v na vizinhanca de 1&, com uma variacao também reduzida da EMV @ \ de
¥ com \ especificado. Mais precisamente, se 1) — ) = O,(n~1/?), entdo A — wa = Op(n™1).
Quando nao ha ortogonalidade, A — Ay = O,(n""/?).

Exemplo 4.4 Suponha que uma varidvel aleatoria Y tem funcao densidade dependendo

de dois parametros j (média) e ¢ (precisio) escrita convenientemente como

f(y;0,¢) = exp[d{yd — b(0)} + der(y) + d(@) + da(y)]; (4.28)

onde 0 = q(pn) é uma fungao univoca do parametro p. As funcgées densidade das dis-
tribui¢oes normal N(p, 1), gama G(u, @) e normal inversa N~ (u, §) podem ser escritas
na forma (4.28). Das condigoes (1.9) e (1.10) verifica-se que E(Y) = p = db(0)/d0 e
Var(Y) = ¢ 'd?b(0)/db?. Representa-se a fungio de varidncia de Y por V. = V(u) =
d?b(0)/d6? pois sé depende do pardametro 0 e, portanto, somente de . Note-se que ¢ real-
mente mede a precisao de Y sendo ¢! uma medida de dispersiao. Sejam n observacoes
itd do modelo (4.28). Apresentam-se agora as estatisticas (4.21) — (4.23) para testar a
média Hy : p = p® (versus Ay : iy # p?) com o parametro de precisio ¢ desconhecido,
e para testar o pardmetro de precisio Hy : ¢ = ¢© (versus As : ¢ # ¢©)) com a média p

desconhecida. A log-verossimilhanca como funcao de j e ¢ € expressa por

(e, @) = nd{yq(i) — blq(p))} + ¢Xer(ys) + nd(d) + Xdy (i) -

As componentes da funcao escore com relagao a p e ¢ sao U, = ”—‘f@ —pn) elU, =
n{gq(p) — b(q(p))} + Ser (i) +nd'(¢). As EMV irrestritas sio: fi =7 e ¢, obtida de

d(9) +74(@) — b(q(@)) + c1(y;) = 0. (4.29)

1

n

1
n;
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A equagdo (4.29) pode ser nao-linear (caso da distribuicao gama) ou ter solugdes

fechadas (casos das distribuicoes normal e normal inversa,).

No teste de Hy versus Ay, a EMVQ% sequndo Ay é obtida de (4.29). A EMYV ¢ sequndo
H, € calculada também desta equacio com p® no lugar de 5. Os pardametros j e ¢ sio
ortogonais, o que facilita o cdlculo das estatisticas escore e de Wald. A informacao para
i, @ € bloco-diagonal sendo dada por K = diag{”v‘i’, —nd"(¢)}. Entao, as estatisticas Sg, e
Wy sequem diretamente de (4.21) — (4.22) como Sg, = "7‘2’@—#(0))2 e W, = %(@—u(o))Q,
onde V=Vu®) eV =V(g). Assim, as formas de Sg, e Wy sio similares; a diferenca
€ que as quantidades da primeira estdo avaliadas em Hy e as da sequnda em A,. A
razdo de wverossimilhanga wy pode ser calculada de (4.23) numa forma muito simples
(Cordeiro, 1987) levando-se em considera¢ao as equagoes que determz’namgﬁ € qg Tem-se
wy = 2n{v(d) — v(P)}, onde v(p) = ¢d' (@) — d(¢). As trés estatisticas Sg,, W1 e w;

convergem assintoticamente, quando a hipétese H, € verdadeira, para a distribui¢do x3.

No teste de Hy : ¢ = ¢ wersus Ay = ¢ # ¢O observe-se que a EMV de p é igual
a média amostral § sequndo ambas as hipoteses. Levando-se em considera¢ao a equagao
(4.29) que determina QAS é facil mostrar que a razao de verossimilhanga para testar Ho
reduz-se a wy = 2n{d(¢) — d(¢) — (¢ — ¢O)d'($)}. Usando-se ainda (4.29), a fun¢io
escore relativa a ¢ avaliada em Hy iguala Uy = n{d'(¢®) —d'(9)} e, portanto, obtém-se a
estatistica escore Sp, = —n{d () — d'($)}2/d"(¢D)). A estatistica de Wald é simples-
mente Wy = —n(¢ — ¢(0)2d" (). As trés estatisticas ws, Sp, ¢ Wa sdo assintoticamente
equivalentes, quando Hy é verdadeira, o distribuicdo x3. As formas das trés estatisticas
nos testes de Hy e Ho, relativas as distribuicoes normal, gama e normal inversa, sao

facilmente obtidas destas expressoes gerais a partir das funcoes V e d(¢) (vide exercicio

1 da Seg¢ao 4.6).

Exemplo 4.5 Considere a distribui¢ao multinomial Y ~ M (n, ), apresentada no exem-
plo 4.1, sendo o vetor w de probabilidades de dimensdo p. O interesse reside em testar a
hipotese que o vetor w depende de um vetor 6 desconhecido de dimensdo q muito menor
que p, i.e., testar H : @ # 7(0) versus A : m # w(0). Sejay = (y1,...,yp)" 0 vetor
das freqiiéncias observadas. Cox e Hinkley (1979, Secio 9.3) demonstram que as trés

estatisticas classicas para testar H versus A tém as sequintes expressoes:
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D P N\ 12
Z Y Z {y; — nm;(0)}
— 2 Zl = s S = —
v i—1 viios {mﬂ‘(@) } f i—1 nm;(0)

W= z{y Y

onde 0 ¢ a EMV de 0 sequndo H. Admite-se aqui que y; > 0 para i = 1,...,p. A
idéia da demonstracao é transformar a hipdtese H : m = w(0) na forma canénica H :
v = PO, X desconhecido, usada nesta secdo. Assim, as trés estatisticas tém formas
semelhantes aquelas expressoes do exemplo 4.1 relativas ao teste de uma hipotese simples
sobre w. Segqundo H, elas tém assintoticamente distribui¢do X?,qu; e o teste é conduzido

comparando-se 0s seus valores com os pontos criticos desta distribuicao.

4.5 Verossimilhanca Perfilada

No caso de modelos com parametros de perturbacao costuma-se fazer inferéncia usando a
verossimilhancga perfilada. Como na Segao 4.3, seja 6 = (7, \T)T o vetor de parametros
particionado nos vetores 1) e A de parametros de interesse e de incomodo, respectivamente.
Seja L(1, A) a verossimilhanga para ¢ e A\. Denota-se por j\w a EMV de A para dado valor
de 1. A verossimilhancga perfilada para ¢ é definida por

L) = L(¥, Ay) (4.30)

e é usada em varios aspectos de forma andloga a uma verossimilhanca genuina. A log-
verossimilhanca perfilada é £(¢)) = log L(1)). A forma (4.30) sugere um procedimento de
maximizacao em duas etapas. A primeira etapa consiste em achar o valor tinico 5\¢ que
maximiza (¢, \) = log L(1, A) com respeito a A supondo ¥ fixo. A segunda etapa visa
a encontrar o valor de 1) que maximiza £(¢)). Em geral, /A\w difere de A (EMV usual de
A) por termos de ordem O,(n~1/?). Os méximos de £(¢)) e £(3),\) coincidem e, entdo,
supondo que 1 maximiza (4.30) tem-se: £(¢)) > (1)) ou 6(@/;,5\11}) > ((, 5\¢> > L(h, A).
Assim, as EMV perfiladas ¢ e A; sdo iguais as EMV usuais de ¢ e A. Convém ressaltar

as seguintes propriedades:

1. Se ¢ = {(¢, \) é diferencidvel, & e \ sdo solugoes das equacgoes de méaxima verossi-
milhanca 86/8¢|1L7;\ = 0, 86/8)\@7;\ = 0 e, para todo v fixado, ;\¢ é solucao
de 0¢/0M\| Ay = 0, entao a EMV 1& pode ser obtida diretamente da equacao de
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maxima verossimilhanca perfilada com o vetor A efetivamente eliminado, i.e., de

() /0wl ; = 0.

2. A razdo de verossimilhanca perfilada @ = 2{{(¢)) — £(¢ )} é igual A razdo de

verossimilhanca usual para testar a hipétese H : ¢ = ¢ i.e.,

~ A

@ = 2{0() = L)} = 2{¢(d, A) — (0, 1)}

e, portanto, W —= X2, onde ¢ = dim(¢)).

3. A regiao de confianca perfilada

R(y) = {¢; L) — {(y) < c}

é uma regiao de confianga aproximada para 1) com o nivel de significancia determi-
nado da distribuicao x§ assintética de w. Quando ¢ <5, c=qg+1, g+3eq+5
produz regices de 95%, 99% e 99,9% de confianca para .

4. A inversa da informacio observada perfilada .J (1) para 1 é simplesmente dada por

JW)™ =T (W, Ay),

ou seja, é igual ao bloco (1,1) da inversa da matriz de informagao observada usual
J(, \) avaliada em (¢7 j\i)T A estrutura de covariancia assintética de ¢ pode ser
estimada por J(¢)) L.

4.6 Exercicios

1. Nas distribui¢oes normal N(u,¢™1), gama G(u,¢) e normal inversa N~ (u, ¢) do
exemplo 4.4 apresente as formas das estatisticas w, Sg e W para os testes da média
i e do parametro de precisao ¢. Obtenha regides de confianca baseadas nestas trés

estatisticas para p (¢ desconhecido) e ¢ (u desconhecido).

2. Suponha que se deseja construir intervalos de confianga para p na distribui¢ao nor-
mal N(u,1). Compare os intervalos de confianga para u baseados nas estatisticas
Tw,Ts, € rw dadas em (4.19) com o intervalo exato de 100(1 — «)% de confianca

para p. Ilustre numericamente a comparacao.
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Calcule as estatisticas w, Sg e W para testar o parametro ¢ nas seguintes dis-
tribui¢oes uniparamétricas: Cauchy CA(0), série logaritmica SL(f) e série de
poténcias SP(0).

. Suponha a distribuicao de Weibull do exemplo 1.5. Obtenha as formas das es-

tatisticas escore, razao de verossimilhanga e Wald para testar o (¢ desconhecido) e
¢ (a desconhecido).

Deduza a melhor regido critica para testar H : § = 6 versus A : § = #Y) supondo
que a fungao modelo é f(y;0) = c¢(0)d(y) exp{a(0)b(y)}.

Calcular a MRC para testar uma hipétese simples H : u = pu(® versus uma alter-
nativa simples A : p = pM nos casos de p ser a média da distribuicdo de Poisson

P(p) e ser a probabilidade de sucesso na distribui¢ao binomial B(m, ).

Suponha a familia de locacao e escala definida por

, Ly
f(y,,u,a)—a 1f(T)7

onde p € R, y € IR e 0 > 0. Deduza as formas das estatisticas w, W e Sy para
testar as hipéteses Hy : u = p® com o desconhecido e Hy : 0 = 0@ com p

desconhecido.

. Sejam fo(+) e fi(+) duas fungdes densidades com o mesmo suporte. Forma-se a

familia de densidades
fo(y) = () fo(y)' = fily)¥,

onde ¢(¢)) é uma fungao normalizadora. Desenvolva uma estatistica escore para

testar a hipétese H : ¢ = 0 baseada em n observagoes iid de fy(y).

. Nas distribui¢oes normal N (u, ¢), normal inversa N~ (u, ¢) e gama G(u, ¢), obtenha

regioes aproximadas de 100(1 — a)% de confianca para: (a) g quando ¢ é descon-

hecido; (b) para ¢ quando u é desconhecido.

Sejam yq, ..., y, observacoes de Poisson com médias i, ..., u, dadas por log p; =
a + Bx;, onde xq,...,x, sao valores de uma covariavel x conhecida. Determine
intervalos de confianca aproximados para [ baseados nas estatisticas escore, Wald

e da razao de verossimilhanca.



Capitulo 5

Teoria Assintotica de Segunda
Ordem

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentam-se alguns resultados referentes a teoria assintética de segunda
ordem, que sao refinamentos dos resultados gerais do Capitulo 4. Agora, os erros associa-
dos as propriedades estatisticas sao em geral de ordem O(n~?) ao invés de ordem O(n '),
como na teoria assintética de primeira ordem. As pesquisas em teoria assintética de se-
gunda ordem tém crescido a passos largos nos ultimos anos, principalmente em relagao
aos seguintes topicos: correcao do viés da EMV, formula aproximada de Barndorff-Nielsen
para a funcao densidade da EMV, calculo aproximado da func¢ao de distribuicao da EMV,
corregoes de Bartlett para melhorar os testes baseados na razao de verossimilhanca e
extensao para as corregoes tipo-Bartlett de outras estatisticas de teste. Neste capitulo,
apresenta-se um estudo resumido de cada um destes tépicos, citando-se algumas das prin-

cipais referéncias para estudos posteriores.

5.2 Identidades de Bartlett

Seja L = L() a verossimilhanca total de um problema regular supondo que as ob-
servacoes sao independentes mas nao necessariamente identicamente distribuidas, onde 6

¢ um vetor de IR?. Adota-se a seguinte notacao para as derivadas da log-verossimilhanga

119
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(=1(0) = log L(0), onde todos os indices variam de 1 a p : U, =0(/30,., U,.s = 0*(/ 90,00,
etc. Os momentos conjuntos de derivadas de £(0) sao u, = E(U,), s = E(Uss), prs =
E(U,Us), prs = E(U,Ug) e assim por diante. Como p, = 0, os correspondentes cu-
mulantes conjuntos (/@"3) expressos em termos dos momentos sao: Kps = [lps, Kps =
Hrsy, Brst = Hrsty Brstu = Hrsitu — Hrsttus Brst = Hrst © Brstu = Hrstu — Z(3)Mr,sut,u7
onde Y(;) representa o somatério sobre todas as k combinacoes de indices, etc. Os mo-
mentos e cumulantes acima nao sao independentes, mas satisfazem certas equagoes que
facilitam seus calculos. Estas equacoes, que representam condicoes de regularidade, sao
denominadas de identidades de Bartlett. As mais importantes sao: K, = 0 e K5+ ks = 0.
Os cumulantes r’s referem-se a um total sobre a amostra e, em geral, sao da ordem O(n).
A idéia central na deducao das identidades de Bartlett é a validade em problemas reg-
ulares da férmula ZE{t(Y)} = ft(y)%dy para qualquer estatistica t(Y), ou seja,
pode-se inverter a ordem das operacoes de diferenciacao em relagao a # e integracao com
respeito a y. Mostra-se, nesta se¢ao, como obter algumas identidades de Bartlett. As out-
ras identidades poderao ser deduzidas de forma semelhante por diferenciacoes sucessivas
em relacao as componentes de 6. Expressando as identidades em termos dos cumulantes,

outras identidades andlogas podem ser deduzidas para os momentos.

As derivadas de cumulantes sdo escritas com sobrescritos: k%) = 0k, /00, kW =
0?kips /00,00, /#;2 = OFrst/00,, etc. Da definigao da fungio escore tem-se U, = L, /L,
onde L, = 0L/00,. Diferenciando / Ldy = 1 em relacao a 6, vem / L.dy = 0 e,
entdo, k, = E(U,) = 0. Diferenciando a ultima integral em relacdo a 6, encontra-se
/(UTSL + U, UsL)dy = 0, ou seja, ks + ks = 0. Diferenciando novamente a integral
em relacao a ¢; obtém-se k¢ + kst + 23k = 0. Outras identidades de Bartlett sao

deduzidas de forma analoga:

(r _ 1) _

Ry st + Kpst — Rst - O; Rrst — 2f§rst + Z](Z%)"f,(ns) - 07
(w) (r) _

Rpst = /frst,ua Hr,stu + Rrstuy — Rsty = 07

Krstu + Z(4) R stu + E(3) Krs,tu + E(6) K s tu + Krsitu = 0;

Rrstu = —3Krstu + 22(4) l@(j;z - Z(G)I{q(n?) + E(B)Rrs,tua

(s) (r) (rs)
Rrstu = FRrstu = Fpty — Rsta + Rty = — Rrs,tu, etc.
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Claro que no caso uniparamétrico basta coincidir os indices para encontrar xg gs + Kogg —

“éee) =0, Koo — 2K000 + 3%&? = 0, e assim por diante.

A grande vantagem das identidades de Bartlett é facilitar a obtencao dos cumulantes
k's, pois determinada parametrizacao pode conduzir a um calculo direto simples de alguns
cumulantes, sendo os demais calculados indiretamente através destas identidades. Esses
cumulantes tém como aplicabilidade principal o célculo do viés de segunda ordem da EMV

(Secao 5.3) e das corregoes de Bartlett (Secao 5.6) e tipo-Bartlett (Secao 5.7).

Exemplo 5.1 Considere a distribuicao mnormal N(u,0?) cuja log-verossimilhanga { =

0(0) para 6 = (u, )T, baseada numa amostra iid de tamanho n, é dada por
omn n 9 1 & 9
t= ) log(2m) — 9 logo® — 202 Z(yz — )

i=1

Os cumulantes sio facilmente obtidos como Ky, = —njo?, Ky2m2e = —n/20%, Kuo? =

_ _ _ _ _ 6 _ 6 _
0, Rupp = Rupp = Bupp = O, Ro2 6202 = —HRg2 5202 = n/a , Rg24202 = 2n/0 R K/N7Mo.2 =
—Rppo? = —NJ0% K02 = 3n)0t, Kuuerer = —2n/05, ete., muitos deles através das

identidades de Bartlett.

5.3 Correcao do Viés da EMV

As EMV sao, em geral, viesadas para os valores verdadeiros dos parametros em modelos
nao-lineares quando o tamanho n dos dados é pequeno ou a informacao de Fisher é
reduzida. Muitas vezes o viés é ignorado na pratica, justificando-se que ele é desprezivel
quando comparado ao erro padrao da EMV. De fato, o viés é de ordem n~! enquanto que

o desvio padrao da estimativa é de ordem n~'/2

. Entretanto, para alguns modelos nao-
lineares, o viés em pequenas amostras pode ser apreciavel e ter magnitude comparavel ao
erro padrao da EMV. Em modelos uniparamétricos, Bartlett (1953) deduziu uma férmula
para o viés de ordem n~! da EMV no caso #d. Nos modelos multiparamétricos, os vieses
de ordem n~! das EMV, supondo observacoes independentes mas ndo necessariamente

identicamente distribuidas, foram deduzidos em generalidade por Cox e Snell (1968).

Considere um modelo estatistico f(y;#) com 6 € IRP. Seja 6 a EMV de 6 obtida como
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solucao do sistema de equagoes de maxima verossimilhanga U =0 para r = 1,...,p.
Suponha que as condigbes (i) — (v) dadas na Secdo 4.2 sejam satisfeitas. Expandindo

U, =0 até primeira ordem vem U, + Z Urs(és —05) +O,(1) = 0 e, em notagao matricial,

U=J0-0)+ 0,(1). Como J = K + O,(n'/?) tem-se U = K(0—0)+ O,(1) e, entdo,

0—0=K"'U+0,n™"). (5.1)

A férmula (5.1) (idéntica a (1.14) mais o erro estocdstico) desempenha um papel impor-
tante no cdlculo de momentos e cumulantes da EMV de ordens superiores. Expandindo

UT até segunda ordem resulta

. 1 . .
Ur + 30 Urs(, = 0) 4+ 5 30 U0 = 6,) (01 = 60) + 0,(1) = 0 (5.2)

s,t

e calculando o seu valor esperado encontra-se que
A A 1
> B0~ 6,) + 3 CovlUpn, b = 0) 4 5 3 mra—w") +0(1) =0, (5.3
s S s,t

T,S

onde —k"® = k™ representa o elemento (r,s) da inversa K ! da matriz de informagao.

Segue-se o calculo de Cov(U,q, 0, — 6,) até o(1) com o uso de (5.1): Cov(U,s, 0, — 0,) =
Cov (Um, — Z /<;5tUt> = — Z Krs k™. Definindo o viés de ordem n~' de 0, por B(ér) e
¢ ¢

substituindo a dltima expressao em (5.3) obtém-se
) st 1
Z K/T‘SB(QS) - Z R Rrst + §/€r5t + 0(1)7
S s,t

cuja inversao produz parar =1,...,p até O(n™1)

A 1
B(6,) = Z KRS (/{rs,t + mrst> ) (5.4)

s,tau 2

A férmula (5.4), devida a Cox e Snell (1968), é bastante geral para determinar o
viés de ordem O(n™') da EMV em modelos multiparamétricos. Para calculd-lo basta
conhecer a inversa da matriz de informacao e os cumulantes k,s; € k.o em relacao a

todos os parametros. A expressao (Kps; + 3krst) na formula (5.4) pode ser substituida
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por /4;7(2 — Krst/2, como conseqiiéncia da identidade de Bartlett ky,s + Krst — /@7("? = 0.
Em muitas situagoes multiparamétricas, torna-se conveniente colocar a equagao (5.4) em

notagao matricial (vide Cordeiro e McCullagh, 1991 e Cordeiro e Klein, 1994).

A grande utilidade da equagao (5.4) é definir uma EMV corrigida até O(n™!) dada
por 6, = 0 — B(6,), onde B(-) é o viés B(-) avaliado em . A EMV corrigida 6, tem viés
de ordem n~2, isto é, E(A) = 6 + O(n~2), e pode ser preferida em relacdo & EMV usual
6, cujo viés é de ordem O(n1). Diz-se que 6 é a EMV de primeira ordem (seu viés é de

ordem n~1) enquanto 6 é a EMV de sequnda ordem (seu viés é de ordem n~2).

Exemplo 5.2 Como no exemplo anterior, considere n observacoes wd de uma dis-
tribuigio normal N(u,c?). O interesse reside em calcular os vieses de ordem n™*
das EMYV dos parametros p (média) e o (desvio padrdo). Note-se que os cumulantes
aqui sao calculados em relagao a (p,0) e ndo, como no exemplo 5.1, em relagdo a
(u,0?). Os elementos da matriz de informacio para p e o sequem de imediato como
Kupy = n/o?, Kpo =0 € Kgg = 2n/c?. Os cumulantes de terceira ordem sao calculados
sem maiores dificuldades: Kuu, = Kuuyp = Koup = Kopo = Kpoo = Kuoo = 0, Kupoe =
—Kppo = 2n)0°, Kpoo = —6n/0° € Kpoe = 10n/03. Logo, usando a equagao (5.4) vem
B(ii) = 0, como esperado, pois i = Ly;/n ndo € viesado; com alguma dlgebra, obtém-se
B(6) = —30/4n. Este resultado estd de acordo com o viés exato de & = {%(y; —7)?/n}'/?
dado por E(6) = \/grgg)a, que € deduzido da distribui¢io x>_, de (n —1)6%/0*. Com
efeito, usando a expansdo de Stirling em E(6) implica E(6) = o{l — % +0(m™ )} A

EMYV corrigida de o ¢é, entio, 6 = (1+ 2)6.

No caso de um modelo uniparamétrico f(y;6) com 0 € IR, o viés de ordem n~! segue

de (5.4) fazendo todos os indices iguais a . Tem-se,

A 06> 1 00> ((6) _ 1

B(Q) = K liggﬁ —|— 5/1999 = K RGG — 5%999 . (55)
Exemplo 5.3 Considere n observacoes itd de uma distribuicao exponencial de taxa p cuja
fungao densidade é f(y; p) = pe . A informagdo para p € k,, = n/p* e os cumulantes
Kppp € Kppp $G0 2n/p* e 0, respectivamente. A EMV de p é dada por p = 1/y e seu
viés de ordem n~! seque de (5.5) como B(p) = p/n. Logo, a EMV corrigida da taza da
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distribui¢ao exponencial € simplesmente p = (1—=)p. O viés B(p) = p/n pode ser obtido
por primeiros principios erpandindo p em série de Taylor ao invés de usar a equacao

(5.5). Entretanto, na prdtica, o cdlculo do viés a partir de (5.5) é bem mais freqiiente.

O célculo de momentos e cumulantes da EMV 6 de ordem superior, como por exemplo
E(0) e Var(0) até O(n~2), é bastante complicado e envolve a inversio da expansio (5.2).
Esta inversdo se torna bastante complexa a medida em que se incluem na equagao (5.2)
termos de ordem inferior. A inversio da expansdo (5.2) produz, até ordem O,(n=%/?2),

0, -0, = — S RPU+ > KPR (Ug — kst) Uy
s s,tu
_ > KR Kk UU + O,(n=3?) . >0
2 i
O primeiro termo do lado direito de (5.6) é de ordem O,(n~'/2) e os outros dois sdo de
ordem O,(n~1), sendo o erro O,(n~?/?). Para obter, por exemplo, Var(d,) até O(n"2)
(=K' é o seu termo de ordem n~'), eleva-se (5.6) ao quadrado e calcula-se seu valor
esperado até a ordem desejada. O calculo é complicado mesmo no caso uniparamétrico.
O leitor poderd consultar o livro de Shenton e Bowman (1977), que fornece em toda sua
extensao detalhes destes calculos. Em especial, estes autores apresentam férmulas gerais

A~ A~

para E(0) e Var(f) até ordem n~2 no caso multiparamétrico, e para os quatro primeiros

2 3

momentos de 0 até as ordensn 2, n 3 n3en*

, respectivamente, no caso uniparamétrico.
Neste caso, Ferrari et al. (1996) obtiveram EMV corrigidas até segunda e terceira ordens e
compararam seus erros padrao. A partir da féormula (5.4) para o viés de ordem n~!, pode-

2 no caso multiparamétrico

se, alternativamente, calcular o viés da EMV até ordem n~
(caso realmente seja necessario) usando a técnica “jacknife” (Cox e Hinkley, 1979, Secao

8.4).

Na década de 90 varios artigos foram publicados apresentando expressoes matriciais
simples para os vieses das EMV em modelos de regressao. Estas expressoes sao faceis
de serem implementadas pois nao dependem do célculo dos cumulantes, sendo fungoes
apenas das caracteristicas (de cunho estatistico) do modelo. Cordeiro e McCullagh (1991)
obtiveram uma férmula matricial geral para os vieses de ordem n~! das EMV nos modelos

lineares generalizados. Cordeiro (1993) também obteve, em notacdo matricial, formulas
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de segunda ordem das EMV em dois modelos heterocedasticos de regressao. Cordeiro e
Klein (1994) deduziram férmulas matriciais para os vieses de segunda ordem das EMV
em modelos ARMA. Paula e Cordeiro (1995) obtiveram férmulas para os vieses de ordem
n~! das EMV dos parametros em modelos nao-exponenciais nao-lineares. Finalmente,
Cordeiro e Cribari-Neto (1998) concluiram, através de estudos de simulagao dos vieses
das EMV nos modelos nao-exponenciais nao-lineares, que as EMV corrigidas sao mais

precisas em termos de erro médio quadratico do que as estimativas usuais.

5.4 Funcao Densidade da EMV

Seja Y uma varidvel aleatdria cuja funcdo geratriz de cumulantes K (t) é conhecida. A
aproximacao ponto de sela para a fungao densidade fy (y) de Y é obtida da equagéo (3.22)

fazendo n = 1, ou seja:

Fr)=——t exp{K(0) — by} | (5.7)

2r K" (0)

onde 0 ¢ determinado por K’(f) = y. A generalidade da equacio (5.7) permite aplica-
la para aproximar um grande numero de funcoes densidade com o conhecimento das
suas correspondentes fungdes geratrizes de cumulantes K (¢). Para isso basta resolver as

equagdes K'(0) =y e calcular 0.

A funcao geratriz de cumulantes aparece naturalmente nos modelos exponenciais uni-

paramétricos dados por
Sy (y;0) = exp{y — b(6) + h(y)}, (5-8)

sendo trivialmente obtida como K (t) = b(0+t) —b(f). A log-verossimilhanca para ¢ dado
y é £(0;y) = 0y — b(f) mais uma constante arbitraria que nao depende de . Assim, a

aproximacao ponto de sela (5.7) para o modelo exponencial (5.8) pode ser escrita como

1
y(y;0)=—F——=
fy(y;0) T

onde f = 0(y) 6 a EMV de 6 decorrente da equacao K'(6) = V/(0) = y e J(0) = —%b:é

exp{l(0;y) — €(6;y)}, (5.9)
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é a informacdo observada avaliada em 6. A aproximacao (5.9) pode agora ser transformada
para obter a aproximagao correspondente da funcao densidade de é, implicando
1

\/%J(é)l/z exp{((6;y) — (0 y)} - (5.10)

fo(0;y)=

A equagao (5.10) define uma aproximacao para a fun¢ao densidade da EMV 6 de 6 no

modelo exponencial (5.8). O erro associado a (5.10) é multiplicativo da forma 1+0(n=%/2).

A equagao (5.10) pode ser generalizada para o modelo exponencial (1.18) de ordem p,
substituindo v/27 por (27)?/2 ¢ J(f) pelo determinante da matriz de informacao observada

em 6, isto é, |.J(6)], resultando em
Fily: 0)=(2m) 21T (0)"2 exp{€(6;y) — €8 y)} - (5.11)

Esta equacao é conhecida como aproximacdao de Barndorff-Nielsen para a funcao den-
sidade de . Ela tem propriedades interessantes como a invariancia segundo trans-
formacao um-a-um dos dados e, também, segundo reparametrizagao, isto é, se w e 6
sao parametrizagoes alternativas entao, em 6bvia notacao, as aproximacoes calculadas de
(5.11) para as funcoes densidade de 1 e § satisfazem
90

fo(w;y) = f3(0;y) |

12
ow (5.12)

A férmula (5.11) pode incluir uma constante de proporcionalidade ¢(#) visando tornar sua
integral igual a um sobre o suporte de 0. Esta constante ¢, também, invariante segundo
reparametrizagao. Barndorff-Nielsen (1983) examinou a validade da equagao (5.11) para

distribuicoes multiparamétricas fora da familia exponencial.

Exemplo 5.4 Suponha que n observacoes iid sejam obtidas da distribuicao exponencial
com média j. A log-verossimilhanca para p é dada por {(p;y) = —nlog p — np/p, onde
=17 ¢eJ(u) =n/u? é ainformagao observada para u. A aprovimacio para a func¢ao

densidade de [i seque de (5.10) como

Fuls )= ()" (Z) L, (5.13)



229 Coléquio Brasileiro de Matemdtica 127

onde T'(n) = (27)/2n"=%5e™™ ¢ a aprovimacdo de Stirling para T'(n). Em especial, pode-

se demonstrar que normalizando (5.13) obtém-se a fun¢ao densidade exata de fi. Se o

1 1

parametro p = pu~ € usado para especificar a distribuicao exponencial, tem-se p =y~

e, com uma simples mudanca de notagdo, vem £(p;y) = nlog p —np/p e J(p) = n/p*.
Assim, a aprozimacdo (5.10) para a fun¢do densidade de p fica de acordo com (5.13),

ilustrando a propriedade (5.12) de invariancia.

Exemplo 5.5 Considere a distribuicao Gaussiana inversa com parametros A >0 e a >

0, supondo o conhecido, cuja funcao densidade € dada por

A 1 /)
Frly;a, ) = o=y~ exp {— < + ay)} :
27 2 \y

Considere uma amostra de n observacgoes iid desta distribuicao. Demonstra-se, usando

(5.10), que a fungao densidade de A pode ser escrita como
. A " Y -
iy, a) = A 51+ Vad/2) 2 exp {—Z\/m - g <A> (1+ \/a)\)} ,
onde A = 4{(a + 4n~ 'Sy H12 — Ja} 2.

Exemplo 5.6 Considere a funcao densidade da distribuicao gama com parametros p

(média) e v (indice) desconhecidos. Tem-se
. _ (¥ ’ v=1,=vy/p
fY(Z/a/%V)— 1 Yy € /F(V)

Considere n observagoes iid desta distribuicdo. A EMV de § = (u,v)T € deduzida de
g =17 elogy —(0) = log(y/y), onde § e § sao as médias aritmética e geométrica
dos dados. Com alguma dlgebra, demonstra-se através de (5.11) que a fungdo densidade

folp,vyy) de 6 = (1, 2)T admite a decomposicao
Jolw, viy) = fra(w v, y) fao(v5y),

onde

U nv . )
fip(psv,y) = (u) =t exp(—nwii/ 1)
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far(viy) = {L@O)T ()} {2 () — 132 exp[n{ (0 — v)(9) + 0 — vlog D}] .

A decomposicao acima revela que as EMV i e U sdo independentes até a ordem conside-
rada pela aprozimagao (5.11). Adicionalmente, a aprozimagao fi;(p;v,y) para a fungdo

densidade de [i € exata apds renormalizagao.

Se a dimensao de y é maior do que p, entdo f;(6;y) deve ser interpretada como a
funcéo densidade condicional fj,(6;y) de 0 dada alguma estatistica t = ¢(y), exatamente
ou aproximadamente ancilar, isto é, a distribui¢do marginal de ¢ = ¢(y) ndo depende
de 6, pelo menos aproximadamente. O leitor podera consultar as seguintes referéncias
para obter maiores detalhes da equagao (5.11): Barndorff-Nielsen (1983, 1986, 1988),
McCullagh (1984), Reid (1988), Fraser (1988, 1990) e Barndorff-Nielsen e Cox (1994,
Segoes 6.2 ¢ 7.4).

5.5 Calculo de Probabilidades Baseado na Verossi-
milhanca

Para uma variavel aleatéria Y com fungdo geratriz de cumulantes K(t), a equagao de
Lugannani e Rice (1980) para aproximar sua fungao de distribuicao Fy(y) é dada por
Fr(y) = P(Y < )=8(2) +6(:) (5 - ). (5.14)
onde z = sinal(¢)[2{¢y — K(¢)}]V/2 ¢ v = ¢K"($)"/2, sendo ¢ obtido de K'(¢) = y. A
equagao (5.14) é usada rotineiramente para aproximar intumeras fungoes de distribuigao

de variaveis aleatorias baseando-se nas suas fungoes geratrizes de cumulantes.

O uso direto das equagoes (5.10) e (5.11) para computar probabilidades requeridas na
inferéncia através da verossimilhanga envolve integragao numeérica. Entretanto, aproxi-
magcoes bem mais simples para calcular probabilidades do tipo P(é < 6;y) sao baseadas
na aproximagao (5.14) redefinindo as quantidades z e v. No caso de 6 ser um escalar,
Barndorff-Nielsen (1990) e Fraser (1990) integraram a equacao (5.10) e deduziram uma

férmula geral andloga a equacao (5.14) para calcular a fungao de distribuigao de 6 dado
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Y =y, ou seja, Fy(0;y) = P(é < #0;y), que pode ser expressa como

Fy(6:y) = {(I)(r) () <1 _ 1)} (1+0m*?)} . (5.15)

roou
As quantidades em (5.15) sao definidas por
r = sinal(0 — 0)[2{€(8;y) — L(05)}]""”,

~Jolb;y)
u_{ o

ousiy) (5.16)

S k()16

0

924(6;
com k(0) = ae(ayy)'

Para modelos exponenciais verifica-se de imediato que a quantidade u é igual a es-

tatistica de Wald W = (6 — 6).J(A)"/2. Uma forma alternativa para (5.16) segue de

E3(0;y) = @(r){1+ O(n )}, (5.17)

onde 7* = r +r~tlog(u/r). A versido (5.17) pode, algumas vezes, ser mais precisa do que

a equacao (5.15) embora a diferenga seja minima.

Exemplo 5.7 Considere a distribuicao gama, cuja funcao densidade € definida por
aPyP~te= /T (p) supondo que o parametro de forma p é conhecido. O interesse aqui
reside mo parametro 0 = log «, que representa um parametro de locagcao. A fung¢do de

distribui¢o aprozimada de 0 seque de (5.15) ou (5.17), com as quantidades r e u obtidas
de (5.16) como r = [2p{e?? — (6 — 0) — 1}]1/2 e u = p~1/2(ef~0 — 1),

Uma das maiores aplicagoes praticas das equagoes (5.15) e (5.17) reside no cdlculo
de probabilidades associadas a prépria funcao de distribuicao da varidvel aleatéria Y
proposta para os dados. Essas probabilidades sao calculadas através da aproximagao
Fy(y;0) = P(Y < y;0)=P(6 < 6;y) com P( < 60;y) obtido das equacdes (5.15) ou
(5.17) fazendo n = 1. Assim, as probabilidades associadas a varidvel aleatéria Y decorrem
daquelas probabilidades relativas a EMV 6. A aproximacao (5.15) fornece bons resultados
na préatica, conforme ilustram os exemplos a seguir comparando as aproximagoes ®(r),

(5.15) e (5.17) com os valores exatos provenientes da funcao de distribui¢ao de Y.



130 Introducao & Teoria Assintdtica — Gauss M. Cordeiro

Exemplo 5.8 Suponha uma tnica observacao da distribuicao de Cauchy cuja funcgdo
densidade € f(y;0) = m {1+ (y — 0)*}~'. A funcdo de distribui¢io acumulada exata
para 0 = 0 é F(y;0) = 0,5 + 7 'arctgy. Neste caso, com 6 = 0, obtém-se de (5.16)
as quantidades r = sinal(0){2log(1 + 62)}1/2 e u = \/%(1 +0%)71, onde 0 € calculado
iterativamente como descrito no exemplo 1.4. A Tabela 5.1 apresenta as aproximacgaoes
O(r), (5.15) e (5.17) para calcular a funcao de distribuicao F(y;0). Com base nesta
tabela conclui-se que a equagdo (5.15) fornece bons resultados para F(y;0), enquanto a

aprozimacdao ®(r) ndao se aplica a distribuicao de Cauchy.

Tabela 5.1: Probabilidades ezatas e aprozimadas (expressas em percentagens) para a

fungao de distribuicao de Cauchy com 6 = 0

y  —-100 -30 -5 —1
exata 032 1,06 6,28 2500
®(r) 0,000l 001 053 11,95
(5.15) 028 094 558 23,22
(5.17) 0,15 0,61 4,69 22,84

Exemplo 5.9 Considere a distribuicao exponencial com média p cuja funcao de dis-

Ap

tribuicao acumulada é P(Y < y;p) = Fy(y;pn) = 1 — e A Tabela 5.2 compara

0s valores exatos de P(Y > y;p) com ®(r) = 1 — ®(r) e com aquelas aprovimacoes
PO > 6;y) = 1 — F;(6;y) origindrias de (5.15) e (5.17), supondo p = 1 e n = 1.

Observa-se que estas equagoes fornecem melhores resultados do que a aprozimagao ®(r).

Tabela 5.2: Valores exatos e aprovimados de P(Y > y; i) para a distribuicao

exponencial com p =1

y  exato D(r) (5.15) (5.17)
0,5 0,6065 0,7329 0,6070 0,6043
1,0 0,3679 0,5000 0,3695 0,3670
3,0 0,0498 0,0897 0,0505 0,0500
5,0 0,00674  0,0144 0,00689  0,00681
7,0 0,000912 0,00220  0,000938 0,000926
9,0 0,000123 0,000329 0,000127 0,000126
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Exemplo 5.10 Considere dois modelos da familia exponencial definidos pelas funcgoes

densidade sequintes:

Modelo Funcao densidade
log gama com
parametro de forma 6 '(0)exp(fy — e¥)

log gama com parametro
de locagao 0 exp{(y — 0) —ev =}
Na Tabela 5.3 (Fraser, 1990) as aprozimagoes ®(r) e (5.15) sao comparadas com o va-
lor exato de P(Y < y;6), onde valores com x se referem as probabilidades complementares
P(Y > y;0). Os nimeros desta tabela evidenciam a boa adequagdo da aproximagao (5.15)

e sua superioridade em relagio a fung¢ao ®(r).

Tabela 5.3: Probabilidades P(Y < y;0) (expressas em percentagens) para dois

modelos log-gama sendo os complementos P(Y > y;0) marcados com

Modelo log-gama com parametro de forma 6 = 3
Y —0,577 0,423 1,26* 1,71 2,14*
exato 1,95 19,78 31,87 8,79 0,92
O(r)y 2,73 23,11 2873 7,62 0,77
(5.15) 1,91 19,61 31,98 8,82 0,93

Modelo log-gama com parametro de locagao 8 = 0
Y —7 -3 -1 1* 2*

exato 0,08 4,86 30,78 6,60 0,06

o(r) 0,03 2,14 19,55 11,53 0,15
(5.15) 0,10 5,01 31,04 6,63 0,06

Exemplo 5.11 Considere dois modelos nao pertencentes a familia exponencial definidos

pelas fungoes densidade sequintes:

Modelo Funcao densidade
gama D(p) " (y — )"
logistico ev=0(1 4 ev=0)~2

Os dois modelos sao de locagao da forma f(y — 6). Na Tabela 5.4 (Fraser, 1990)
comparam-se as aproximagoes P(r) e (5.15) com os valores exatos de P(Y < y;6). Nova-

mente, a aproximagao (5.15) € bastante adequada para calcular a fungao de distribui¢ao
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de Y e representa um aperfeicoamento sobre a aproximagdao ®(r), principalmente nas

caudas de sua distribuicao.

Tabela 5.4: Probabilidades P(Y < y;0) (expressas em percentagens) para dois

modelos de locagdo sendo os complementos P(Y > y;60) marcados com x

Modelo gama com # =0ep =3
Y 1 3* 5 T 10*
exato 8,03 42,32 1247 296 0,28
o(r) 18,97 26,93 6,33 1,28 0,10
(5.15) 7,30 43,28 12,83 3,06 0,29

Modelo logistico com 6 = 0
Yy -8 —6 —4 -2 -1
exato 0,03 0,25 1,80 11,92 26,89
®(r) 0,01 0,12 1,07 939 2441
(5.15) 0,04 0,27 1,87 12,14 27,13

5.6 Correcao de Bartlett

Os testes em grandes amostras apresentados na Se¢ao 4.2 sao freqiientemente usados na
Estatistica, pois os testes exatos nem sempre existem. FKEsses testes sao denominados
“assintoticos de primeira ordem”, isto é, sao baseados em valores criticos obtidos de uma
distribuicao limite conhecida. Um problema natural que surge é verificar se a aprox-
imagao de primeira ordem ¢é adequada para a distribuicao nula da estatistica de teste em
consideragao. Os testes em grandes amostras, cujas distribui¢oes de referéncia sao qui-
quadrado, mais conhecidos sdo: razao de verossimilhanga (w), escore (Sg) e Wald (W).
Como foi demonstrado na Secao 4.3, as estatisticas destes trés testes sao equivalentes
em grandes amostras e, em problemas regulares, convergem segundo a hipétese nula H
para a distribuicao Xg, onde ¢ é o nimero de restrigcoes impostas por H. Entretanto,
em pequenas amostras, a aproximagcao de primeira ordem pode nao ser satisfatoria, con-
duzindo a taxas de rejeicao bastante distorcidas. A primeira idéia para melhorar os testes
estatisticos foi proposta por Bartlett (1937). Ele considerou apenas a razao de verossim-
ilhanca, computando o seu valor esperado segundo H até ordem n~!, onde n é o tamanho

da amostra.
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Considere um modelo paramétrico f(y;6), onde 6(xp7, \1)T dim(¢)) = ¢ e dim()\) =
p — q. Deseja-se testar a hipétese nula composta H : ¢ = ¢ versus A : ¢ # 9 sendo
A um vetor de parametros de perturbacao. Seja w a razao de verossimilhanca obtida de
(4.2). Bartlett propos calcular o valor esperado de w segundo H até ordem n~' como
E(w) = q+ b+ O(n~?), onde b = b()(?), \) é uma constante de ordem O(n~!), que pode
ser estimada segundo a hipdtese nula H. Pode-se verificar, facilmente, que a razao de
verossimilhanca modificada w* = w/(1 + b/q) tem valor esperado ¢, exceto por termos
de ordem o(n~!). O fator de corregdo ¢ = 1 + b/q tornou-se conhecido como corre¢ao
de Bartlett, sendo designado para definir uma razao de verossimilhanca aperfeicoada que

tem distribuicao, segundo a hipdtese nula, mais préxima da distribuigao xﬁ de referéncia

do que a razao de verossimilhanca w usual.

Em problemas regulares, para testar uma hipdtese nula composta qualquer, Lawley
(1956) deduziu uma férmula geral para b em termos de cumulantes da log-verossimilhanga,
que sao simplesmente valores esperados de produtos de derivadas da log-verossimilhanca.
Além disso, através de uma demonstracao extremamente complicada, Lawley concluiu
que os momentos de w* concordam com aqueles correspondentes da distribuicao xi exceto
por termos de ordem n~2. Este resultado ¢ muito importante, pois mostra que a simples

correcao do primeiro momento de w possibilita obter um teste aperfeicoado baseado em
1

*

w*, cujos momentos (segundo H) concordam, até termos de ordem n~', com aqueles

correspondentes da distribuicao qui-quadrado de referéncia.

Hayakawa (1977) apresenta a expansao da fungao densidade de w até O(n~1) supondo
a hipétese nula H : ¢ = ¢ verdadeira que, apds simplificacoes conduzidas por Cordeiro

(1987) e Chesher e Smith (1995), pode ser expressa como
bz
fuw(x) = fo(x) {1+ AVEE 1)s, (5.18)

onde, de agora por diante, f,(x) representa a funcao densidade da varidvel aleatéria Xg-
Note-se que f,,(x) sé depende da dimensao de v, da fungao densidade f,(x) da distribuigao
Xo de referéncia e do termo de ordem n~' em E(w). De (5.18) é facil mostrar que a
funcao densidade de w* = w/(1 + b/q) ou w(l —b/q), segundo H e até termos de ordem

O(n™), é fu<(z) = f,(x), o que comprova que a razao de verossimilhanca modificada
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pela correcao de Bartlett tem distribuicao idéntica a distribuicao Xg, exceto por termos
de ordem O(n~?%), como primeiro estabelecido por Lawley. Observa-se que (5.18) é uma
expansao do tipo (3.1) pois a constante b ¢ de ordem O(n™!). Assim, enquanto P(w <
z) = P(x; < z)+ O(n™") tem-se o melhoramento P(w* < x) = P(x; < x) 4+ O(n~?). O

1

erro da aproximagao XZ para a distribui¢ao de w é de ordem n™", enquanto o erro desta

aproximacao para a distribuicao de w* é reduzido para ordem n~2.

Pode-se escrever w na equacio (4.23) do teste de H : ¢ = 1 versus A : ¢ # @

como
onde £(1)® ) é a log-verossimilhanca avaliada no parametro verdadeiro e A como antes

6 a EMV de A restrita a ¢ = ¢, Lawley (1956) demonstrou que
2E{0(, }) — L0 N} =p + e, (5.19)
onde €, ¢ um termo de ordem n~! dado por

Ep = Z(grstu - Erstuvw)a (520)

sendo que Y. é o somatério sobre todas as componentes do vetor 6, isto é, os indices

r,s,t,u,v e w variam sobre os p parametros, e os £'s tém expressoes

grstu - Hrsfftu {ffrstu/4 - ’fﬁiz + ’fgiu)} )
Krstuvw = '%Ts/{tu/ﬁ:vw{/{rtv('%suw/6 - /{va)) (521)

onde os cumulantes x's sdo definidos na Segao 5.2. A matriz de informagao total de Fisher
para f tem elementos k, s = —k,s, sendo k™° = —k"* os correspondents elementos de sua
inversa. Os ('s das equagoes em (5.21) sao, em geral, de ordem n~!.
de 2{0(©, X) — £((© \)} segue expressio ansloga aquela de 2{¢(4, \) — £(¥©@, \)}, ou
seja, 2E{L()@, X) =L@ N} =p — g+ €,_q + O(n~2), com €,_, deduzido da equacio

(5.20) observando, agora, que o somatério 3 daquela féormula se estende apenas sobre as

O valor esperado

componentes em A, isto é, sobre os p — ¢ parametros de perturbacao, uma vez que v esta
fixo em ).
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Entéo, segundo H, o valor esperado da razao de verossimilhanga é E(w) = ¢+ €, —
€p—q + O(n™?) e, portanto, pode-se melhorar a aproximagao da estatistica de teste pela
distribuicao Xg trabalhando com w* = w/c, ao invés de w, onde a correcao de Bartlett é

obtida de
c=14 2P0 (5.22)

A estatistica corrigida w* tem distribuicao x3 até O(n~!) sob H. Em outras palavras,
o teste aperfeicoado compara w* com a distribuicao x§ de referéncia. A dificuldade do
aperfeicoamento reside no célculo de ¢, e €,_, a partir das equacoes (5.20) e (5.21).
No caso da correcao de Bartlett depender de parametros desconhecidos, eles devem ser
substituidos pelas suas estimativas de maxima verossimilhanca segundo H, mas isto nao
afeta a ordem da aproximacao resultante. O inconveniente no uso da férmula de Lawley
(5.22) na prética é o calculo do grande nimero de produtos de cumulantes em testes
envolvendo trés ou mais parametros. Entretanto, para varios modelos estatisticos, os
cumulantes da log-verossimilhanca sao invariantes segundo permutacao de parametros,

conforme descrito por Cordeiro (1983) no contexto dos modelos lineares generalizados.

No caso uniparamétrico relativo ao teste de H : § = 0 versus A : § # 6 a correcio
de Bartlett para a razao de verossimilhanca w = 2{¢(0) — (0} é deduzida de (5.20)

(5.21), fazendo todos os indices iguais a 6, implicando

e = K% {rigpon /4 — KD + £90Y — K99 L kiano (5rope /12 — 26580) + 2697 (5.23)

A razao de verossimilhanga modificada pela correcao 1 + €1, i.e., w* = w/(1 + €1), tem

distribuigao nula aproximada pela distribuigao x% com erro O(n™2).

Uma metodologia para calcular as correcoes de Bartlett em modelos estatisticos con-
siste em: (i) inverter a matriz de informagcao segundo H e A; (ii) calcular os cumulantes
K's que aparecem em (5.21) para todas as combinagoes de parametros; (iii) substituir
os k's em (5.21) e desenvolver as somas em (5.20) sobre todos os parametros em 6 e
sobre aqueles parametros de perturbacao em A; (iv) manipular os termos em €, e €,
com o intuito de encontrar expressoes algébricas simples. A reparametrizacao, quando
possivel, visando ortogonalizar os vetores de parametros \ e ¢ (Se¢ao 4.3) implica grandes

simplificacoes no célculo das correcoes de Bartlett.
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Exemplo 5.12 Considere n observagoes iid da distribuicio N(u,0?). O interesse reside

em calcular as corre¢ées de Bartlett para os testes de Hy : jn = p©) versus Ay : p # p© (o

0% versus Ay 1 02 # 0@ (i desconhecido). As estatisticas

desconhecido) e Hy : 0% = ol
da razao de verossimilhanga para estes testes sao obtidas da log-verossimilhanca £(j, o?)

sendo dadas por

. (002
wy = 2{¢(f,6%) — 0(u'V,6%)} = nlog {2(9#‘)}

Xy —)?

(0) 52 _ 5(0)?
. ~ 2 a a o
Wy = 2{6(“7 02) - g(/% U(O) )} =n log ~92 + 0)2 ’
o o©

respectivamente, onde i = fi = 7, 6% = X(y; —9)?/n e 6% = B(y; — u)?/n. Os
cumulantes k's para o cdlculo das corre¢oes de Bartlett sao entao deduzidos como no
exemplo 5.1. Usando as equagoes (5.20) e (5.21) pode-se obter E(w;) e E(ws) até O(n~1)
considerando as somas sobre todas as componentes de 0 = (u,0*)T e fazendo todos os

indices iquais ao parametro o* e ao parametro u, respectivamente. Assim,

E<w1) =1+ Z(érstu - grstuvw) - (602020202 - 6020202020202)

w02

E(w2> =1+ Z(yrstu - grstuvw) - (fwuu - Euwwu) :

w02

Computando-se os {'s e apds alguma dlgebra obtém-se

E(w))=1+3/(2n) e E(wy)=1411/(6n),

de onde sequem as estatisticas modificadas wi = wy /(1 + 3/2n) e wy = wy/(1 + 11/6n)
para melhorar os testes de Hy e Hy, respectivamente. Aqui, as correcoes de Bartlett nao
dependem de parametros desconhecidos. Elas podem ser obtidas por primeiros principios
dos resultados no?/c* ~ x% e ng?/o* ~ x2_, aprorimando E(log x2) por log n —n~!.

Exemplo 5.13 Considere n observacoes iid de uma distribuicao exponencial com média
p. A log-verossimilhang¢a para p € () = —nlog p — ny/p, onde § é média das ob-

servacdes. A razio de verossimilhanca para testar H : ;= p( versus A : p # p% ¢ dada
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por w = 2n{ylog(y/u?) — (7 — u©)}. Os cumulantes sequem de K, = n/p?, Ky, =
— Ky = 2003, Ky = /13, Kupp = —30n/ut, K, = 18n/ut, ete. Substi-
tuindo estes cumulantes em (5.23) obtém-se a corre¢io de Bartlett ¢ = 1 4 ¢, como

c=1+1/(6np®).

As pesquisas em corregoes de Bartlett tiveram um grande impulso a partir de 1982 e,
nos dias atuais, constituem uma area consolidada de grande interesse da teoria assintética.
Estas pesquisas seguem quatro dire¢oes principais: a primeira corresponde ao desen-
volvimento de féormulas algébricas simples para as corregoes em modelos especiais; a se-
gunda pesquisa métodos alternativos gerais de calculo das corregoes de Bartlett; a terceira
restringe-se a aplicacoes numéricas e a estudos de simulacao; finalmente, a quarta visa
a interpretar as correcoes a luz da geometria diferencial e a relacionéd-las com topicos de
interesse recente, como ortogonalidade de parametros, verossimilhangas nao-canonicas,

ete.

Cordeiro (1983, 1987) e Cordeiro e Paula (1989) desenvolveram férmulas gerais para
as correcoes de Bartlett em notagao matricial nos modelos lineares generalizados e nos
modelos nao-lineares da familia exponencial, respectivamente. Barndorff-Nielsen e Cox
(1984a) apresentaram um método indireto de célculo das corre¢oes de Bartlett em mode-
los paramétricos gerais, a partir de uma simples relagao entre a correcao e as constantes
normalizadoras da distribuicao da estimativa de maxima verossimilhanca condicional a
uma estatistica ancilar, exata ou aproximada. Também, Barndorff-Nielsen e Cox (1984b)
investigaram a distribuicao de w com relacao a varios tipos de censura e regras de parada
nos processos Browniano e de Poisson. Porteous (1985) obteve corregdes para modelos de
selecao de covariaveis quando a razao de verossimilhanga tem forma fechada. Corregoes
de Bartlett para testes em modelos multivariados com matrizes de covariancia estru-
turais foram desenvolvidos por Mgller (1986). McCullagh e Cox (1986) interpretaram
a correcao de Bartlett em termos de combinacoes invariantes de cumulantes das duas
primeiras derivadas da log-verossimilhanca. Barndorff-Nielsen e Blaesild (1986) propuse-
ram um algoritmo para calcular as correcoes em situacoes onde vérias hipdteses alternati-
vas s@o lineares na mesma parametrizacdo. Uma forma para E(w) invariante em relagao

a permutacao de parametros foi desenvolvida para modelos exponenciais por Ross (1987).
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Attfield (1991) e Cordeiro (1993) mostraram como corrigir os testes da razao de verossimi-
lhanga em modelos heterocedésticos. Cordeiro, Paula e Botter (1994) obtiveram corre¢oes
de Bartlett para a classe dos modelos de dispersao proposta por Jorgensen (1987), gene-
ralizando os resultados de Cordeiro (1983, 1987) e Cordeiro e Paula (1989). Finalmente,
Cordeiro et al. (1995) apresentaram férmulas gerais simples para as corregoes de Bartlett

em modelos exponenciais uniparamétricos.

5.7 Estatisticas Aperfeicoadas tendo distribuicao y?

Como foi apresentado nas Segoes 4.2 e 4.3, os testes escore e de Wald sao assintoticamente
equivalentes aos testes baseados na razao de verossimilhanca. Cordeiro e Ferrari (1991)
demonstraram que, sob condicoes gerais de regularidade como aquelas descritas na Secao
4.2, qualquer estatistica S cuja distribuigao assintética é qui-quadrado pode ser aper-
feicoada por um fator de correcao multiplicativo expresso como um polinéomio de grau k,
de modo que os momentos da estatistica modificada sejam idénticos aos correspondentes
da distribuicao qui-quadrado de referéncia, exceto por termos de ordem n~=2. A estatistica
corrigida tem a forma S* = S(1—%_ | ¢;5"1), onde os ¢;s de ordem n~! sdo determinados
de tal maneira que a distribuicao de S* sob a hipdtese nula seja qui-quadrado (até esta
ordem). O fator multiplicativo acima é denominado corregao tipo-Bartlett, sendo uma
extensao da classica correcao de Bartlett correspondente ao caso de kK = 1. Apresenta-se

agora a demonstracao deste resultado.

Seja S uma estatistica arbitraria com a finalidade de testar uma hipétese nula com-
posta cuja distribuicao assintdtica, supondo esta hipétese verdadeira, é qui-quadrado com
q graus de liberdade, ou seja, sua funcao de distribui¢ao Fs(x) satisfaz Lim Fs(x) = Fy(x),
onde F,(x) representa a funcao de distribuicao da varidvel Xg- Sob certas condicoes de
regularidade, Chandra (1985) demonstrou que Fg(z) pode ser expressa até O(n~!) como
uma combinagao linear finita de fungoes de distribuicao qui-quadrado com graus de liber-
dade q,q+2,...,q+ 2k. Assim, a funcao de distribuicao de S, na qual termos de ordem

inferior a n~! sao omitidos, pode ser escrita como

Fs(a) = @) + Y aiFyu(a), (5.24)
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onde os a.s sao quantidades de ordem n~'. Na realidade, elas sao fungoes de parametros

desconhecidos. Para que a fungdo Fs(z) em (5.24) seja uma fungao de distribuicao até
k

ordem O(n~1) é necessdrio que a condigao Z a; = 0 seja satisfeita. As estatisticas escore
=0

e de Wald apresentam expansoes do tipo (5.24) para suas funges de distribuigdo com

k = 3, enquanto k = 1 para a razao de verossimilhanca.

Sejam as relagoes de recorréncia

Fra() = Fy(z) - 2qqu(w)

faeala) = ij<x>,

onde f,(z) = dFjiy) ¢ a funcao densidade da varidavel Xz. Usando estas relacoes, a equacao

(5.24) pode ser dada por

k
onde C; =2 "> ayparai=1,...,k e
=i

wi= E{0) =2 ($+i)/r(3) -

A forma funcional anterior, envolvendo um polinomio de grau k, sugere a estatistica

modificada
k
S*=5 <1 - ZCiSi_1> : (5.25)
i=1

Os ;s sao determinados em (5.25) de maneira a satisfazer Fg«(x) = F,(z) até O(n™1),
i.e., de modo que S* tenha sob a hipdtese nula distribuicao XZ até esta ordem. O teorema
de Cox e Reid (Segao 3.7) aplicado a expressao (5.25) produz a fungao de distribuicao de

S* até ordem n~! como
k
Fs«(z) = Fs(x) + fs(x) Z ',
i=1

onde fs(z) = ¥ Uma vez que S tem distribuigio X; até O(n™'), e que os ¢js sao
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O(n~1), obtém-se até esta ordem

Fs«(x) = Fs(z) + f,(x ch : (5.26)

Substituindo na equagao (5.26) a expansao de Fg(x) dada anteriormente tem-se

Fg«(x) = F ) + fq Z
i=1
A igualdade Fs-(z) = F,(x) até ordem n~' é satisfeita se, e somente se, ¢; = C; para

1=1,..., k. Consequentemente, a estatistica aperfeicoada
S* = {1 — 22 (Z az> S 1} (5.27)

tem distribuicao Xg até ordem n~! sob a hipétese nula. O termo entre chaves na férmula
(5.27) é denominado corregao tipo-Bartlett e objetiva melhorar a aproximagao da dis-
tribuicao da estatistica S* pela distribuicao x?,- O melhoramento é no sentido de que
P(S* < z) = Fy(z) + O(n?) enquanto P(S < z) = F,(z) + O(n™'), ou seja, baseando-se
o teste em S*, o erro da aproximacao qui-quadrado é reduzido de O(n~!) para O(n=2). A
correcao tipo-Bartlett quando k£ > 1 nao é uma correcao de Bartlett genuina, pois envolve
a propria estatistica nao-modificada. Claramente, no caso da razao de verossimilhanca,
quando k = 1, a corregao em (5.27) se torna igual a um escalar que é a prépria corregao

de Bartlett.

Os coeficientes aq,...,a, necessarios para se obter S* podem ser expressos como
fungoes dos termos de ordem O(n~!) dos k primeiros momentos da estatistica nao-
modificada S (vide Cordeiro e Ferrari, 1998). Estes coeficientes sao calculados para
cada tipo de estatistica (razao de verossimilhanga, escore, Wald, Wald modificada, etc.)
através de férmulas especiais como fungoes dos cumulantes conjuntos «’s (vide Segao 5.2).
Foérmulas matriciais para os a,s relativas aos testes escore sdo dadas, em generalidade,

por Ferrari e Cordeiro (1994).
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5.8 Testes Escore Melhorados

Os testes escore, também conhecidos como testes do multiplicador de Lagrange, sao bas-
tante usados em Estatistica e Econometria como uma alternativa para os testes da razao
de verossimilhanca, principalmente quando a estimacao segundo a hipotese alternativa é
mais trabalhosa do que segundo a hipdétese nula. Neste caso, os testes escore sao mais
simples pois requerem somente estimacao segundo a hipdtese nula. Em tabelas de con-
tingéncia para andlise de dados sob a forma de contagens, os testes usuais conhecidos como
x? de Pearson sao testes escore. As aplicacoes dos testes escore aparecem em modelos
lineares generalizados (Pregibon, 1982), em modelos de séries temporais (Hosking, 1980,
1981 e Poskitt e Tremayne, 1981, 1982), em modelos de sobrevivéncia (Lawless, 1982) e

em intimeros modelos econométricos (Breusch e Pagan, 1980 e Engle, 1984).

Retorna-se aqui ao problema descrito na Secao 4.3 de testar a hipdtese nula com-
posta H : 1 = 1 versus a hipdtese alternativa composta A : o # ¥© onde
0 = (T, AT, dim(y) = ¢ e dim(\) = p — ¢q. A funcdo escore total U(f) =
(Uy (0, N, U (10, \)T)T para 6 é particionada conforme 6. A matriz de informagao
K = K(0) para 0 e sua inversa, particionadas como 6, sao

_ (K Ky 1_<KW KW)
KO) = (30 %) o KO =G gm).

onde todas as submatrizes acima sao, em geral, funcoes de 1) e A. Sejam 6= (1/A1T, S\T) el =
(pOT AT)T as EMV irrestrita e restrita de 6, respectivamente. As funcoes avaliadas em 6
sdo, como antes, denotadas com um til. A estatistica escore Sy para testar H : ¢ = (0
versus A : 1) # 1 pode ser expressa como Sp = U$K¢w(j¢, onde Uw = Uw(zﬁ, 5\) Como
foi estabelecido na Secao 4.3, satisfeitas certas condigoes de regularidade como aquelas
da Secao 4.1.3, a distribuicao de Sk converge em grandes amostras para a distribuicao xﬁ

sob a hipdtese nula.

A expansao assintdtica da fungao de distribuigao de Sy segue a expansao (5.24) com
k = 3 (Harris, 1985). Para apresentar os seus coeficientes ag, ay,as € as, necessita-se

definir as seguintes matrizes particionadas conforme 6:

/0 0 R
A_( K;£> e M—K'_A

onde K representa a estrutura de covarincia assintGtica de A. Os elementos tipicos
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(1,7) de A e M sao denotados por a;; e m;;, respectivamente. Harris (1985) demonstrou

que

ag = (Ag — Al — Ag)/24, a; = (3A3 — 2A2 + Al)/247

ag = (AQ - 3A3)/24 € as = A3/24,

1

onde as quantidades A, Ay e A3 de ordem n~" sao dadas como funcoes dos cumulantes

conjuntos x's (Se¢ao 5.2) por

Ay =38 (Kijk + 264 5k) (Krst + 2605.4) Qi Qs Mgy
—62(Kijk + 2K k) Erst Gij Qgp Mgt
+6Z(Kfi,jk - ’fi,j,k)(’irst + QKTS,t)ajS ARt My

—6X(Kijhr + Kijher) ke Mij,

A2 = _32/11',]',14: Ryst Qe My Mt (528)
+6X(Kijk + 264 k) Kr st Qi M Mgt
—6XKi jk Krst Gkt Mir Mg

+3XKi ke Mij My,
Az = 3XKijk Frst Mij Mpgr Mgy + 22K, 1 Krst My Mg M.

As somas nas equagoes (5.28) sao tomadas em relagdo a todos os parametros 6y, ...,6,
3

de 6. Observe-se que, como esperado, Zai = 0. As férmulas (5.28) sdo extremamente
i—0
complicadas para serem analisadas num contexto geral. Para modelos especiais, elas

podem sofrer reducao consideravel.

Determinando-se os Als para o modelo em consideracao, a estatistica escore aper-

feigoada tem a representacao (5.27), ou seja,

w = Sgp{l — (c+bSg +aS})}, (5.29)
onde
As
a - b)
12¢(q +2)(q +4)
Ay — 24,
— 2 5.30
12¢(q + 2) (5.30)
- A} — Ay + Ag

12¢q
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A corregao tipo-Bartlett em (5.29) para melhorar o teste de H : ¢ = ¥ © tem os coefi-
cientes determinados pelas equagoes (5.30) e (5.28) como fungdes de cumulantes conjuntos
de derivadas da log-verossimilhanca. O teste escore aperfeicoado de H : 1 = ¥ pode
ser conduzido comparando a estatistica escore modificada S}, com a distribuigao Xg de
referéncia, sendo o erro da aproximacao qui-quadrado de ordem O(n~2). No caso das
quantidades A;, A e Az envolverem parametros em A, estes devem ser substituidos pelas
suas estimativas em A\ mas o erro da aproximacao xﬁ para a distribuicao nula de S}

continuaré sendo de ordem O(n~?) (Cordeiro e Ferrari, 1991).

Da expansao da fungao de distribuicao de Sy até O(n~1), Harris (1985) deduziu até

esta ordem e sob H : ¢ = ¢, os trés primeiros momentos de Si como

/ o Al
/"LI(SR) - q+ 127
Ai(q+2) + 24,
6 b
A(q+2)(g+4) +445(q +4) + 843
. .

115(Sr) = q(q +2) + (5.31)

15(Sk) = q(qg+2)(g+4) +

As equagbes (5.31) podem ser usadas para calcular Ay, Ay e A3 quando os momen-
tos u.(Sg) de Sg para r = 1,2 e 3 forem mais facilmente determinados por primeiros

principios.

Suponha agora o caso uniparamétrico de testar H : 6 = 0 versus A : 6 # 0 onde
a estatistica escore tem expressao Sg = [U(6)?/E{U(6)*}]s—¢ sendo U(6) = d¢(0)/d a
funcao escore total para # com o quociente em Sp avaliado em § = #(°). Para melhorar
o teste de H demonstra-se (Cordeiro e Ferrari, 1991) que as quantidades Aj, Ay e As
em (5.28) sdo dadas por A; = 0, Ay = 3ky4/k3 e A3 = Hr3/K3, onde ky = E{U(0)*}
é a informacao total de Fisher para 6 e k3 = F{U(0)*} e ks = E{U(0)*} — 3k3 sao os
terceiro e quarto cumulantes da fungao escore total, respectivamente. Sejam v, = K3/ /ig/ 2
e 12 = ky/K3 as medidas usuais de assimetria e curtose da funcao escore, isto é, os seus
terceiro e quarto cumulantes padronizados. A estatistica escore aperfeicoada (5.29) para
testar Hy : 0 = 0 tem a forma simples

1
S = S |1 - 2 {30597 = 332) + (31 — 101))Sn + 1253} (5.32)
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O primeiro coeficiente em (5.32), (572 — 372)/12, ¢ uma medida da nao-normalidade ou
nao-normalidade inversa da funcao escore, pois se anula para as distribui¢coes normal e
normal inversa. O terceiro coeficiente, 42/36, corrige a assimetria da fungao escore e o
segundo, (372 — 109%)/36, é uma combinagao linear das medidas de assimetria e curtose

desta funcao.

Exemplo 5.14 Consideram-se aqui trés modelos biparamétricos: a distribuicao normal
N(u,¢™1) com média p e variancia ¢~ e as distribui¢oes normal inversa N~ (u, @) de
média (1 positiva e parametro de precisio ¢ positivo e gama G(u, ¢) de média p positiva

e indice ¢ positivo. As duas ultimas distribuicoes tém as sequintes funcoes densidades:

Distribuicao Fungao Densidade
1/2 9
_ ¢ —o(y — p
N~ (p, ¢) (2 3 exp %
Y 2p%y
b ¢
1. 0) (2] e o)
Para estes trés modelos o interesse reside em testar a média Hy : pn = p® versus

A # 9 quando o parametro de dispersio ¢! é desconhecido. O cdlculo dos cu-
mulantes conjuntos K's e dos Als das equagoes (5.28) pode ser encontrado em Cordeiro e
Ferrari (1991). Apresentam-se, a sequir, as formas das estatisticas escore tradicional Sg

e aperfeicoada S}, nestes trés modelos:

Modelo normal N(u, ¢ 1):

n2(7 — (0)\2 1
SR:—n(y ’u()) € 2:33{1—%(3—53)},
(yi — @)

Modelo normal inverso N~ (u, ¢):

27— )2 0 ©
Sp= 1) e S;:SRll—ln{6—(2+5l;~) )SR+“¢~5 S;H

. (02
Yi
oby (Y = p™)°
i=1 Y

(0)?

onde gg S——OL ;
Z(?/z - M(O))2/yi

=1
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Modelo gama G(p, ¢): Sgp = nd(y — )2/ 0% e S% seque de (5.29) — (5.30) com

A= 6(1— ¢*)" — 209") [ {ng(1 — $1)%},

Ay = 18(ng) ' +9/{nd(1 — ¢v')} e Az =20/(ng),

onde 1/;’ e 15” sao as deriwadas da fungao digama 1 avaliadas na EMng; restrita que é

decorrente da equacao

7 — 1,0 (0)
7 NN Y—Hu K
log ¢ - ¢(¢) - ,U(O) + log ( g ) )

sendo y a média geométrica dos dados.

Exemplo 5.15 Trabalha-se ainda com os trés modelos descritos no exemplo 5.14, onde
0 interesse agora € testar o pardametro de precisio Hy : ¢ = ¢ versus Ay @ ¢ # ¢
quando a média p € desconhecida. Apresentam-se a sequir as formas das estatisticas Sg

e St nestes modelos:

Modelo normal N(u,¢™1):

Sn=o-An— 00 Y (0~} ¢

i=1
St =g {1 ~ L (g3 aus +4S2)}-
R OR 18n TR

Modelo normal inverso N~ (, ¢):

1 o0 & (y; — 7)* ’
SR_Q"{H_ 7 Z Yi ‘

=1

) 1
S5 — Sp {1 — (33 - 345y +45§)};

Modelo gama G(p, ¢):

o _ ~n99{log ¢ — v — log(/§)}*
= 1 — ¢y




146 Introducao & Teoria Assintdtica — Gauss M. Cordeiro

e Sy, seque de (5.29) - (5.30) com

(0) " (0),/,m
i 3, 300+ oOug)
ngO (1 = 055) w1 — g0y
¢ _5(1 + ¢(0)2 //)2
A3 = 0 )
ng© (1 — ¢©yy)?
onde Vg, 0, ... denotam funcgoes poligamas avaliadas em ¢ = »0)

Exemplo 5.16 Considera-se aqui o teste escore para o parametro p da distribuicao ex-
ponencial tratada no exemplo 5.3. A estatistica escore para testar H : p = p© versus
A:p#p® éSgp=n(p7 —1)2. A estatistica escore corrigida Sk seque facilmente de
(5.82) como
1
Sp =25 {1— 3 — 115 + 257 }
R = PR 18n( R+ 25%)

Os coeficientes desta estatistica podem, também, ser calculados das equagdes (5.31), pois
neste caso os momentos ordindrios de Sr até O(n™') sdo facilmente obtidos notando
que ny tem distribuicao gama com média n/p e indice igual a 1, a saber: p)(Sg) =
1, u5(Sr) =3+4/n e ps(Sr) = 15+ 130/n. Substituindo em (5.31) obtém-se os Als e a

mesma expressao de Sy dada anteriormente.

Recentemente, varios artigos tém sido publicados apresentando as estatisticas es-
core corrigidas (5.29) em classes amplas de modelos de regressdo. Cordeiro, Ferrari e
Paula (1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995a) obtiveram correcoes tipo-Bartlett para
testes escore em modelos lineares generalizados com parametro de dispersao conhecido e
desconhecido, respectivamente. Correcoes similares para testes escore em modelos linea-
res heterocedasticos e em modelos nao-lineares da familia exponencial foram obtidos por
Cribari-Neto e Ferrari (1995b) e Ferrari e Cordeiro (1996), respectivamente. No calculo
dessas corregoes tem sido mostrado através de estudos de simulagao que as estatisticas
escore modificadas por (5.29) sao melhores aproximadas pela distribuigao x? de referéncia
do que as estatisticas escore usuais. Uma revisao da literatura dos testes escore aper-
feigoados ¢ dada por Cribari-Neto e Cordeiro (1996).
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5.9 Aplicacoes a Familia Exponencial

A familia exponencial uniparamétrica, constitui um dos modelos estatisticos mais impor-
tantes, incluindo muitas distribuigoes classicas. Além de um amplo espectro de aplicacoes,
ela tem intmeras propriedades interessantes (vide, por exemplo, Bickel e Doksum, 1977).
O objetivo desta secao é apresentar o cédlculo das correcoes de Bartlett para a razao de
verossimilhanca e tipo-Bartlett para a estatistica escore na familia exponencial especifi-

cada por um tunico parametro.

Considere um conjunto de n variaveis aleatérias 7id com funcao densidade, ou no caso

discreto com funcao de probabilidade, definida na familia exponencial uniparamétrica
m(y; 0) = exp{—a(0)d(y) + v(y)}/C(0), (5.33)

onde # é um parametro escalar, ((-), a(-), d(-) e v(:) sao fungdes conhecidas e ((-) é
positiva para todo # no espaco de parametros. Admite-se que o conjunto suporte de
(5.33) é independente de 6 e que «a(-) e ((-) tém derivadas continuas até quarta ordem.
Varias distribuicoes importantes em termos de aplicagoes a Economia, Engenharia, Biolo-
gia, Medicina, entre outras dreas, sao membros da familia (5.33), tais como as seguintes
distribuicoes: geométrica, Bernoulli, binomial, binomial negativa, Poisson, Poisson trun-
cada, série logaritmica, série de poténcias, zeta, hipergeométrica nao-central, Maxwell,
Erlang, exponencial, Rayleigh, Pareto, poténcia, valor extremo, valor extremo truncada,
qui-quadrado e McCullagh (1989). Outras distribui¢oes de dois parametros como normal,
gama, log-normal, log-gama, Laplace e Weibull podem ser consideradas pertencentes a

familia exponencial (5.33) supondo que um de seus parametros é conhecido.

O objetivo aqui é corrigir as estatisticas da razao de verossimilhanca e escore no teste

de H:0 =00 versus A : 6 # 0, onde #) é um valor especificado para . Seja
B(0) = {d¢(8)/do}/{C(0)d(0)/d0}.

Verifica-se facilmente da funcao escore que E{—d(y)} = [(f). A estimativa de maxima
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verossimilhanca 0 de 0 é obtida iterativamente de —n~*Sd(y;) = 4(f). As estatisticas w

e Sg para o teste de H podem ser expressas por
w = 2n8(0){a(0) — a(0)} + 2n log{¢(0")/¢(0)}

e Sg =nda(h)/df (B(0) + d)?/(d3(0)/df) com § = 0 onde d = n~'3d(y;).

Seja U(0) = —a/d(y)—('/( a funcao escore relativa a uma tnica observagao. Derivadas
em relagao a 6 sdo representadas por linhas. Observe-se que E{d(y)} = —/3(0). Sejam v, =
v.(0) = E{UTD(0)} e vy = v (0) = E{U(0)"} parar = 1,2,3 e 4 e vy9) = E{U'(0)*}.

Os v]s estao relacionados com os cumulantes x's da Se¢ao 5.2. Usando as identidades de

Bartlett tem-se: v1 = 0,v2) = —v2, vz) = 203 — 3v5 € vy = —3vs + 8V — 6Uy + 3vy(2).
E facil verificar através da fungao escore U(0) que vy = —a/[F, v3 = =2a"3 — 3",

vy = _3(0/”6I + Oé”ﬂ”) . O./Iﬁ/” e Ug(a) = O//25//O/ + 0/25/2.

Inserindo as equagoes acima na férmula (5.23) obtém-se a corregao de Bartlett para
definir a razao de verossimilhanca aperfeicoada w* no teste de H : 6 = 0. Escreve-se
esta correcao como

_ 44 PO
ep=1+"7 " (5.34)

expressando a fungao p(f) por (Cordeiro et al., 1995)

_45/20//2 _ a’ﬁ’a”ﬁ” + 5a'2ﬁ”2 + 30/5/2&/// _ 30/25/5///

T (5.35)

p(0)

A férmula de p(0) em (5.35) depende apenas de « e [3 e de suas trés primeiras derivadas

em relacao a . Quando « é linear em 6, correspondente a familia exponencial natural,
tem-se a redugao simples p(0) = (53" — 303'3")/B". Pode-se, entao, calcular a corregio
para w em qualquer distribui¢ao de (5.33) inserindo simplesmente as fungoes correspon-
dentes « e 3, e suas derivadas, na equagao (5.35). Uma dificuldade na interpretacao desta
equacao é que os termos individuais nao sao invariantes em relacao a reparametrizacao e,
portanto, eles nao tém interpretacao geométrica independente do sistema de coordenadas

especificado.
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Deduz-se, agora, o teste escore aperfeicoado da hipétese H : 6 = 0. A partir
da equagao (5.32) e usando as diversas relagoes entre os vis, obtém-se, apés extensiva
algebra, os coeficientes a = a(f), b = b(A) e ¢ = ¢(f) da estatistica escore modificada

#=Sr{l — t(c+bSk + aS%)}, deduzidas por Ferrari et al. (1996) como

(ﬂ/Oz” o Oz'ﬁﬂ)z
360/36/3

e (5.36)

_6/205”2 +1 10/6,05”ﬁﬂ _ 100/26”2 _ 3&15120/1/ + 30/25/6/”

b 36 04/3 6/3

O coeficiente ¢ segue, diretamente, de (5.35) como ¢ = p(6)/12. Substituindo as equagoes
(5.36) e ¢ na férmula de S}, obtém-se a estatistica escore melhorada para testar H :
0 = 0 na familia exponencial uniparamétrica. Os coeficientes a e b, a exemplo de p(6),
dependem do modelo apenas através das fungoes a e 3 e de suas trés primeiras derivadas.
A grande vantagem das equagoes (5.35) — (5.36) é que elas nao requerem o calculo de
cumulantes mas somente das derivadas de o e 3. Claramente, a,b e ¢ sao avaliados em

6 = 0 para calcular numericamente as correcoes.

Da equagao (5.35) pode-se demonstrar que p(f) = 2 se: (i) «(6){(0) = c1, ou (ii) a(0)
é linear, por exemplo a(f) = c160 + ¢y, e ((0) = c3/0c], onde c1, ¢y, c3 € ¢y sd0 constantes
arbitrarias. Estas condic¢oes sao individualmente suficientes, mas nao sao necessarias,
para garantir p(f) = 2. Também, demonstra-se, das equagoes (5.36) que as condigoes
(i) e (ii) s@o, também, individualmente suficientes para que se tenha ¢ = 1/9 ¢ b =
—11/18, implicando, entao, que a estatistica escore modificada seja da forma S}, = Sp{1—
(3 —11Sr + 25%)/(18n)}. Pode-se verificar que isto ocorre para vdrias distribuigoes que

satisfazem uma das condigoes acima.

As equagoes (5.35) e (5.36) sao, facilmente, calculadas algebricamente com o auxilio de
programas de computagao simbélica como REDUCE, MATHEMATICA (Wolfram, 1996)
e MAPLE. Cordeiro et al. (1995) e Ferrari et al. (1996) apresentam, repectivamente,
férmulas especiais para p(6), a(f), b(6) e ¢(f) em 30 distribuiges da familia exponencial

(5.33). Seguem abaixo, oito exemplos, onde p(f) = 12¢(6):
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(1) Binomial (0 < # < 1, m € IN, m conhecido, y = 0,1,2,...,m): a(f) = —log{6/(1 —0)},
¢(0) =1 —0)"", d(y) =y, v(y) =log (}):

(20 — 1)? 22000 —-1)+7 6(1—0)—1

“T36me(1—0) ° 36mo0-1) ° 6mo(d—1)

) = —log 0, ((0) = exp(0), d(y) =y, v(y) = —logy!:

(ii) Poisson (# > 0, y = 0,1,2,...): «a(f) =
c=1/(60).

a=1/(360), b=—T7/(360),

(iii) Normal (0 > 0, —0c0 < p1 < 00, —00 < Yy < 00):

(a)  conhecido: a(f) = (26)71, ¢(6) = 612, d(y) = (y — w)?, v(y) = —{log(2m)}/2: a = 2/9,
b=—11/9, c=1/3.

(b) 6 conhecido: a(u) = —u/0, ((1n) = exp{p?/(20)}, d(y) = y, v(y) = —{y* + log(270)}/2:
a=0, b=0, c=0.

(iv) Normal Inversa (60 > 0, > 0, y > 0):

(a) p conhecido: a(f) = 6, ((0) = 672, d(y) = (y — 1)?/(2u®y), v(y) = —{log(2my®)}/2:
a=2/9, b=—11/9, c=1/3.

(b) @ conhecido: a(u) = 0/(244), ((n) = exp(—0/p), d(y) = y,
v(y) = —0/(2y) + [log{0/(2my®)}1/2: a = pu/(46), b= —5u/(46), c = 0.

(v) Gama (k > 0,0 > 0,y > 0):

(a) k conhecido: a(6) =0, ¢(0) = 07F, d(y) =y, v(y) = (k —1)log y — log{T'(k)}: a = 1/(9%k),
b=—-11/(18k), c¢=1/(6k).

(b)  conhecido: a(k) =1 —k, (k) = 07FT(k), d(y) = log y, v(y) = —0y:

WP, M0WRP 3R 50 (R) = 30 (R ()
BTG 360 (1)? SR U R

a

onde 9 (-) é a fungao digama.

(vi) Rayleigh (0 > 0, y > 0): «(f) = 672, ((0) = 6%, d(y) = y°, v(y) = log(2y): a = 1/9,
b=—11/18, ¢ = 1/6.

(vii) Pareto (§ > 0, k > 0, k conhecido, y > k): a(8) = 6 + 1, ¢(0) = (0k°)71, d(y) = log v,
v(y) =0: a=1/9, b=—-11/18, ¢ =1/6.

(viii) Weibull (§ > 0, ¢ > 0, ¢ conhecido, y > 0): «a(f) = 07%, C(0) = 6%, d(y) = y°,
v(y) =log ¢+ (¢ —1)log y: a=1/9, b=—11/18, ¢ =1/6.
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5.10 Exercicios

1. Seja Y,, uma variavel aleatéria que tende em distribuigao para uma variavel Xg
quando n — oo. Seja f,(y) a funcao densidade de Xfl. Demonstre que as expansoes
seguintes para as fungoes densidade f,(y) e geratriz de momentos M, (t) de Y,, sdo

equivalentes até O(n™1):

(a) fn(y fq(y)( £>+fq—&—2( )%a

)
(b) fuly) = fe(){1+2(2 =1k
(¢) My(t) = (1—2t)79/2{1 + 2¢(1 — 2t)~}.

Mostre, também, que a fungao densidade de Y,,(1 + z—;) é f,(y) com erro o(n™') e,

portanto, (1 + 7272) é a correcao de Bartlett de Y,,.

2. Demonstre que o viés de ordem n~' da EMV 6 do parametro 6 da familia ex-
ponencial (5.33) é deduzido da equacdo (5.5) como B(0) = —3"/(2na/3?), onde
B(0) = —E{d(y)} e as derivadas sdo em rela¢ao ao parametro 6.

3. Para as distribuigoes (i) — (viii) da familia exponencial (5.33) apresentadas na Se¢ao
5.9 mostre que o viés B(#) da EMV 6, obtido da equagcao (5.5), é dado por:

(i) Binomial: B(6) = 0;

(i) Poisson: B(f) = 0;

(i) Normal: (a) p conhecido, B(8) = 0; (b) @ conhecido, B(i) = 0;

(iv) Normal Inversa: (a) p conhecido, B(A) = 26/n; (b) # conhecido, B(ji) = 0;
(

v) Gama: (a) k conhecido, B(f) = 0/(nk); (b) 0 conhecido, B() = L((k))z, onde ¥(+)

é a funcao digama;
(vi) Rayleigh: B(f) = —6/(8n);
(vii) Pareto: B(A) = 0/n;
(viii) Weibull: B(f) = 6(1 — ¢)/(2n¢?).

4. Suponha a distribuicdo Y2 com ntmero de graus de liberdade 6 desconhecido.
(a) Calcule a aproximagao de Barndorff-Nielsen para a fungao densidade da EMV
0: (b) Calcule o viés de ordem n~' de 6; (¢) Calcule as correcdes de Bartlett e tipo-

Bartlett para melhorar as estatisticas da razao de verossimilhanca e escore no teste
de H:0 =00 versus A: 0 +# 60
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Usando (5.10) calcule a aproximagao para a funcao densidade da EMV 6 nas dis-

tribuigoes (i) — (viii) da familia exponencial (5.33) descritas na Se¢ao 5.9.

. A distribuicao de von Mises usada para andlise de dados circulares é um membro

da familia exponencial (5.33) onde (0 > 0, 0 < p < 27, u conhecido, 0 < y < 27):
a(f) =0, ((0) =2n1y(0), dly) = cos(y — i), v(y) =0e I,(-) é a funcao de Bessel
de primeira espécie e ordem v. (a) Determine o viés de ordem n~! da EMV 6; (b)
Das equagoes (5.35) — (5.36) encontre as corregoes de Bartlett e tipo-Bartlett para
melhorar as estatisticas da razao verossimilhanca e escore no teste de H : § = 6

versus A : 0 # 0; (b) Deduza de (5.10) a aproximacao para a funcio densidade de

6.

Para os modelos log-gama, gama e logistico descritos nos exemplos 5.10 e 5.11,

apresente formulas para aproximar P(Y < y;6) baseadas em (5.15).

Caracterize as seguintes distribuicoes de um parametro: geométrica, binomial ne-
gativa, Poisson truncada, série logaritmica, série de poténcias, Maxwell, Pareto,
Rayleigh, valor extremo, lognormal e poténcia, como membros da familia exponen-
cial (5.33). (a) Deduza das equagoes (5.35) — (5.36) as correcoes para melhorar os
testes da razdo de verossimilhanga e escore (Cordeiro et al., 1995; Ferrari et al.,
1996). (b) Deduza férmulas para os vieses de ordem n~! das EMV do parametro

que caracteriza estas distribuigoes.

Sejam n observagoes independentes vy, .. .,¥y, de uma distribuigao de Poisson com
a estrutura log linear log u; = a + fBz;, ¢ = 1,...,n. Suponha o teste de H :
G = 0 versus A : § # 0. Demonstre que a estatistica escore para este teste é
Sr = n3*(y 52) 7 e que A, Ay e Az sdo obtidos das equagdes (5.28) como: A; =
0, Ay = —3(3 —354/53)(nt) % e A3 = 553/(njis3), onde 5, = > (z; —T)"/ne i=T7.

=1
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