MATO0030 - GEOMETRIA DIFERENCIAL
AGENDA 03

Prof. Jean Cerqueira Berni*

Nesta agenda vamos lidar com o conceito de superficie diferencidvel. Veremos que um
dos modos de se definir uma superficie em R> é como um subconjunto de R3 com certas
propriedades, ou seja, uma certa colecio de pontos de IR®>. Devemos certamente requerer
que uma superficie seja “suave” e bidimensional em algum sentido. Essas exigéncias serdo
expressas em termos matemadticos fazendo uso do conceito de diferenciabilidade.

Neste texto apresentaremos um estudo introdutério das superficies diferencidveis regu-
lares, analisando sua geometria por meio da primeira forma fundamental, apresentando con-
ceitos bdasicos como os de curvatura normal, linhas de curvatura, curvas principais, linhas
assintoticas e curvas geodésicas. Encerramos apresentando uma demonstracdo do Teorema
Egrégio de Gauss.

1 Preliminares

Para um melhor aproveitamento do material que segue, sdo necessarios alguns conheci-
mentos a respeito do Calculo Diferencial de fun¢des de duas varidveis reais com valores em
R3. Apresentamos, assim, nesta primeira secdo, um apanhado com os principais resultados,
em beneficio do leitor.

1.1 Diferenciabilidade de Transformacdes de R?> em R®

Motivagédo: Seja f :]a,b[— R uma fungdo e x, €]a,b[. Dizemos que f é diferencidvel em x
se o limite:

lim f o+ 1) = f(xo) _ . c-h
h—0 h h—0 h

existe, isto é, existe ¢ € R tal que:
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limf(x0+h) — f(xg) —c-h _o,
h—0 h

ou ainda, se para i € R tal que xo + h €]a, b| tivermos:
r(h) = f(xo+h)— f(xo) —c-h

f(xo+h) = f(xo) +c-h+r(h) com lim$ =0

h—0

e dizemos que ¢ é a derivada de f em X(, a qual denotamos por f’(x). Isto quer dizer que,
em uma vizinhanca de xy, a fungdo incremento:

Af(xg): ICR — R
h o — f(xo+h)— f(xo)
possui “uma boa aproximagao linear”. Nosso propdsito, agora, serd estender estes conceitos
para fungdes:
p: UCR?> — R3
(u,v) — (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

com U C IR? aberto.

Definigdo 1 Seja ¢ : U C R? — R® uma fungio com U C R? aberto. Dizemos que ¢ é
diferencidvel em py = (19, vo) € U se a fungio incremento de ¢ admitir uma boa aproximagio
linear em uma vizinhanga de py. Mais precisamente, dizemos que ¢ é diferencidvel em py € U
quando existir uma transformagcio linear, T : R?> — R3 tal que para todo (h,k) € R? tal que
(uo,v0) + (h, k) € U tivermos:

¢(ug+h,v9+k) = @(ug,v9) + T - (h,k)+r(hk) (1)
com )
r
lim ’
(mk)=(00) || (1, k)|

. J

= (0,0,0)

Em (1), (h,k) € R? é suficientemente pequeno para que (1o + h,vg + k) € U C R2. Como
U é aberto e (u9,v9) € U, certamente existe § = d(ug,vp) > 0 tal que B((up,vp),d) C U, de
modo que ||(h,k)|| < ¢ implica (1o + h,vo+ k) € U.

As vezes é til reescrever a Definigado 1 da seguinte forma:



“@ é diferenciavel em (up,vp) € U quando existir uma transformacdo linear, T : R? — R3
tal que para todo (h,k) € R? tal que (ug + h,v9 + k) € U tivermos:

¢(ug+h,v9+k) = @(ug,v9) +T- (h,k)+p(hk)-|[(hk)|], com lim p(hk)=(0,0)
(h,k)—(0,0)

_ T(h,k)
CZo1 N

Para isto, basta tomarmos p(h, k)

Observagio 2 Observe que r, da equagio (1) estd definida para (h, k) € B((0,0),6), para § suficien-
temente pequeno. No entanto, p s6 estd definida em B((0,0),6) \ {(0,0)}. Quando f é diferencidvel
em (1o, vo), no entanto, podemos definir p(0,0) := (0,0), e como limy, ), (0,0 (1, k) = (0,0), segue
que p serd continua em B((0,0),9).

Suponhamos que ¢ : U C R? — RR3 seja diferencidvel em (ug,vp) € U. Queremos checar a
unicidade da tal da “boa transformacgédo linear” T dada na Definig¢do 1.

Seja (h,k) € R? um vetor ndo nulo qualquer, porém fixado. Para todo ¢t € R\ {0} suficien-
temente pequeno, tem-se:

T-(hk) = ; T (k) = LK) @((uo,%0) +¢- (h,k))—tq?(uo,vo) —r(t-(hk) _
_ @((uo,00) +t- (k) — @(uo,v0) r(t-ht-k) |t-(hK)|| _
t £ (r, )] t
_ plugt+t-hvg+t-k) —@ugvg) r(t-ht-k) |t|-[[(h k)]
t £ (r, ) t

Tomando o limite conforme ¢t — 0, obtemos:

lim T - (h k):hm<(P(uo+t.h,vo+t-k)—go(uo,vo) r(t-ht-k) |t].H(h,k)H)

Y a ‘ AL
o @B+ t-k) —g(ug,00) o r(t-h k) -l R
A f 0 [[(-h, - k)] t
— lim @(ug+t-h,vo+t-k)— @(uo,vo)
t—0 t
pois
limitada
etk TRl
Mcmer 000
——————
—0



Obtemos, assim, a expressdo:

. ug+t-h,og+t-k)— o(ug,v
T(h’k):%li%qo( 0 0 t ) gp( 0 0) (2)

A equacdo (2) é tnica devido a unicidade do limite de fungdes com contradominio em R3.
Note que T - (0,0) = (0,0,0), de modo que temos:

T. (h, k) _ {hmt_)() (P(uo +t-h,v +tt . k) — (p(uo,Uo)’ ce (h, k) ” (0’0)
(0,0,0), se (h,k) = (0,0)

Assim, podemos enunciar a seguinte:

Definicdo 3 Sejam ¢ : U C R? — R3 uma fungio com U C R? aberto diferencidvel em
(uo,v0) € U. A transformagio:

do(ug,v9) : R?> — R3
_— {limt—>0 ¢(up+1t-h,vg +tt.k) —go(uo,vo), se (I k) # (0,0)

(0,0,0), se (h,k) = (0,0)
é a diferencial de ¢ em (u,vg). Escrevemos, entio:

@(uo + h,vo +k) = @(uo,vo) +de(uo, vo) - (h,k) +r(h, k), com

lim (k)

=(0,0,0).
R TR~ %0




Teorema 4 (Unicidade da Diferencial) Sejam U C R?, (up,v9) € Ue ¢ : U C R> — R?
uma transformacdo diferencidvel em (ug,vg), e sejam Sy, Sy : R?> — R3 transformagdes lineares
tais que para todo (h, k) € R? tal que (uo + h,vg + k) € U tem-se:

Vl(h,k)

h, k) = , S1-(hk h,k i =(0,0,0
@(ug + h,v9 + k) = @(ug,v9) + S1 - (h, k) +r1(h, k) com (h’k)gn(om TR ( )
e

@(ug+h,v9+ k) = ¢(ug,v9) + Sz - (h, k) +r2(h, k) com lim ra(h, k) = (0,0,0)

(k)= (0,0) || (h, k)|l

Entio 51 = 52.

Defina:

S: R? — R3
(h,k) + Si-(hk)—Sy-(hk)

Mostremos que S = 0, ou seja, que para todo (I, k) € R? tem-se S - (h,k) = (0,0,0).

Caso 1: (h,k) = (0,0). Neste caso, como S é linear, temos imediatamente S - (0,0) =
(0,0,0).

Caso 2: (h,k) # (0,0). Neste caso, temos:

S-(hk) Si-(hk) —Sy-(hk)

() (k) |
=ra(hk) =r1(hk)
_ (@(uo+ h, 00 + k) — ¢(uo,v0) — S - (1, k) — (9o + h, vo + k) — @(140,09) — St - (, k) _
I(h, K)
o Yz(h,k) . Tl(h,k)
IR (K
S-(hk)

Logo, limy, o = (0,0,0). Considere t > 0, de modo que vale:

(R, k)|
S-(th,tk) _S-(hk)

I, )| (I (K|

Assim,



S-(hk) . S-(hk) . S-(th,tk)
lim = lim —————
[(h ) =0x [[(B )| =05 |[(th, th)|]

Desta forma, para todo (h,k) € R?\ {(0,0)} temos:

S - (h,k)
— = (0,0,0
gy~ 00
e portanto (V(h,k) € R?)(S- (h,k) = (0,0,0)). Segue, portanto, que S; = S, como
queriamos.

= (0,0,0)

2 A Diferencial de Uma Fun¢ao de 2 Varidveis com Valores
em R? e a Matriz Jacobiana
Sejam U C R? aberto, (ug,v9) € Ue ¢ : U C R? — R® uma fungdo diferencidvel

em (up,v9). Se escrevermos ¢(ug,vg) = (x(uo,vo),y(1o,v0)), para a base candnica B =
{(1,0),(0,1)} de R?, temos:

. o @(ug+t-1,v9+t-0) — @(ug,vp)
dg(uo, vo) - (1,0) = lim ;

. o @(ug+t-0,090+t-1) — @(up, vp)
dg(uo,vo) - (0,1) = lim ;

que denominamos - quando o limite existir - a derivada parcial de ¢ em rela¢do a (1,0) em
(uo,v9) e a derivada parcial de ¢ em relagdo a (0,1) em (1, vp).

9 9
Notagio: dg(iuo, o) - (1,0) = 5E(uo,v9) e dp(ug, vo) - (0,1) = a—i(uo, o).
Assim,

ox 0 0z
0

do(up,vg) - (1,0) = (a(uo,vo), —Z(uo, vo),ﬁ(uo, UQ)) .

ox d 0z
dg(in,0) - (0,1) = (G 0,20}, 52 o ), 52 00) ).

Como ja vimos, dg(ug,vo) é uma transformacéo linear de R?> em R3, de modo que pode
ser representada, com respeito as bases candnicas de R? e IR® por uma certa matriz. Esta
matriz é dada na:



Definicdo 5 Sejam U C R? aberto, (up,v9) € Ue ¢ : U C R?> — R uma fungio difer-
encidvel em (ug, vg), de modo que existe “a boa transformacdo linear, d¢(ug,vo), que aproxima
¢ em uma vizinhanga de (19, vo)”. Denotaremos por J¢(ug,vo) € M(2 % 3,R) a matriz que
representa d¢(ug, vo) com respeito ds bases candnicas, denominando-a a matriz jacobiana de
¢ em (ugp, vg). Portanto:

0 0

§§<uo,vo> §§<uo,vo>

To(Po) = [dp(uo, 201001y = | 2 (0,20) =2 (o, o)
y4 gZ

@(uo,vo) %(uo, Vo)

Também é usual denotarmos a matriz jacobiana dada acima por:

I(x,y)
a(u,v)

Exemplo 6 Consideremos a fungio:

¢: B((0,0),1) CR?> — R3
(u,0) = (u,0,V1—u?—1v?)

Neste exemplo, as fungdes coordenadas sio:

Dado (ug,vy) € B((0,0),1), temos:

( %—i(uo, Uo) =1

g—Z(uo, vg) =0

u

au (0, 00) = =A==

%—g(uo, v9) =0

g_g(uO/ UO) =1

a9z v
| 5o (t0%0) =~

E portanto a diferencial de ¢ em (1o, vg) é a transformagio linear:



do(ug,v0): R?> — R3

ou seja:

—_ " . p___Y .
) > (ke = e )

Definicdo 7 Sejam U C R? um aberto e ¢ : U C R?> — B C R uma fungio cujas fungoes
coordenadas sdo x,y. Dizemos que ¢ é diferencidvel em (uy,v9) € U se, e somente se, cada

~ 9x 9x 9y 9Y 9z 9z . 2 . . . P
fungio 57,57, 570 557 550 55 - U C R® — R for diferencidvel em (ug,vg). Também, se cada uma

das fungoes acima for de classe C*, dizemos que ¢ é de classe C*.

3 Superficies Regulares

A grosso modo, uma superficie regular pode ser entendida como um subconjunto de R3
que é localmente homeomorfo a abertos de R2 e que admite, em um sentido que tonaremos
mais preciso posteriormente, uma estrutura de diferenciabilidade, de modo que possamos
definir, em cada um de seus pontos, um “plano tangente”.

As superficies regulares em R3 sdo, por assim dizer, obtidas por meio de uma “colagem
compativel” de subconjuntos de R® homeomorfos a abertos do plano, de tal modo que a
figura resultante ndo tenha nem “quinas” nem autointersegdes.

Definigdo 8 (parametrizagdo regular local) Sejam D C R? um subconjunto aberto qual-
quer. Uma parametriza¢do regular local é uma fungio:

¢: DCR? — R3
(u,v) — (x(u,0),y(u,v),z(u,v))

injetora e de classe C*, cuja diferencial em cada ponto (ug,v) € D, dd(ug, vg) : R> — R3 tem
posto dois (ou seja, é injetora — a esta condigdo denominamos “regqularidade”).

A imagem de um sistema de coordenadas local, ¢[D], é o que entendemos por “subcon-
junto suave bidimensional de R?”. A exigéncia de que ¢ seja injetora garante que ¢@[D] ndo
admite nenhuma auto-intersecdo, e a condi¢do de regularidade (ou seja, da injetividade de
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do(up, vg) para todo (ug,v9) € D) garante que em cada ponto de ¢[D] teremos um plano
tangente.

AN A
% z
///’_\\""/’\\\
1 D \'
:' ;9
RN
> x=x(u,v)
u p—
y=y(u,v)
QD[D] z=z(u,v)
>
y
X

Representacdo pictérica de um sistema de coordenadas regular

Definicao 9 (superficie regular parametrizada simples) Uma superficie regular
parametrizada simples é um par (S,¢ : D — R3) em que S C R}, D C R? ¢
aberto e @ : D — R3 é uma parametrizacio regular local tal que ¢[D] = S.

Exemplo 10 (parametrizagdo de Monge) Sejam D C IR? um aberto e:

f: DCR> - R
(u,0) = f(u,0)

uma fungdo de classe C®° (D, R). Considere:
S = Graf (f) ={(u,v, f(u,v)) | (u,v) € D}
e a fungio:

¢$: D — R3
(u,0) = (w0, f(u,0))

O par (S, ¢) é uma superficie reqular parametrizada simples.



vz = f(x,y)

E imediato verificar que:

9[D] = {p(u,0) | (,0) € D} = {(1,0, f(1,0)) | (u,0) € D} = Grat (f) = 5.

Assim, para verificar que (S, ¢) é uma superficie regular parametrizada, resta verificar que:

1. ¢ é um bijetora: de fato, a fungao:

P S — D
(xy fxy) — (xy)

é inversa de ¢: dado qualquer (u,v) € D, temos:

(Yod)(u,v) =9(p(w,v) =90, f(u,0))) = (u,v) = idp(u,0)

de modo que ¢ é injetora e 1P é sobrejetora; também, para qualquer (x,y,z) € S, ou seja,
(x,y,z) tal que z = f(x,y), temos:

(poy)(x,y,z) = (pop)(x,y f(x,y) = (¥(xy f(x,y) = P(x,y) =
= (v y, f(x,y))) = (x,y,2) =ids(x,y, 2)

e portanto i é injetora e i é sobrejetora.

Por serem simultaneamente injetoras e sobrejetoras, ¢ e 1 sdo bije¢des, inversas uma da
outra.
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2. ¢ é continua: de fato, cada uma das coordenadas de ¢:

X : D — R

(u,v) — wu

y: D — R
(u,v) — o

z D R

_)
(w,0) — f(u,0)

sdo todas continuas.

3. 1 é continua: de fato, cada uma das coordenadas de :

u: S — R
(xy flx,y) — x
v S — R
(v, f(xy) — vy

¢ continua.
4. ¢ é de classe C*(D, S): de fato, cada fungdo coordenada de ¢ é de classe C* (D).

5. ¢ é regular, no sentido de que sua diferencial é injetora em todos os pontos de D: de
fato, para qualquer (1, v) € D,

ox
(10, 0) % (10, v0) 1 0
gy (10, 0) 3 (ug,v9) | = pt of 0 1 =2
3 %

af
== (up,v9) == (uo, o)
30 (10, v0) p (1o, v0) ou v

pt =
Isto tudo demonstra que (S, ¢ : D — S) é uma superficie regular parametrizada simples.

Observacao 11 Uma parametrizacio como a do exemplo acima é denominada uma parametrizacido
de Monge.

Vejamos, a seguir, um exemplo de subconjunto de IR®> que é uma superficie parametrizada
simples que ndo é regular.
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Exemplo 12 Considere a superficie S do cone z = f(x,y) = +/x%+ y2. Esta superficie pode ser
representada parametricamente por:

p: R* — R?
(u,v) — (4,0, Vu?+02)
z

De modo que (S, : R> — S) é uma superficie parametrizada - que, no entanto, nio é difer-
encidvel em (0,0,0). Note que S ndo é regular em (0,0,0), pois a fungio coordenada z de ¢, a saber
z(u,v) = Vu? + v?, ndo possui derivadas parciais em (0,0). Note que por ndo ser diferencidvel em
um de seus pontos, ndo é uma superficie regular parametrizada.

Parametrizemos S usando, agora, o fato de que se trata de uma superficie de revolugio, obtida ao
girar a semirreta z = x,x > 0, descrita por:

x=tt>0
z=tt>0

¢ [0,27] x [0,00] — R3
(0,1) — (t-cos(0),t-sin(0),t)

Note que (S, : [0,27] x [0, 00[— S) tampouco é regular em (0,0,0). De fato, o produto vetorial:

em torno do eixo Oz. Temos:

i ik
?9_15(9’ t) x %—1’5(9, t) = det ( —tsin(0) tco]s((?) 0 ) = (tcos(), tsin(0), —t)
cos(f) sin(f) 1

¢ nulo em (0,0), apesar de as funcoes x = x(0,t),y = y(0,t) e z = z(0, t) serem de classe C'.
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3.1 Superficies Regulares

Nem todas as superficies que desejamos estudar podem ser parametrizadas por
uma tnica fungdo. A esfera S = {(x,y,z) | x> + y*> + z> = 1} é um exemplo de superficie
que ndo é gréfico de nenhuma fungdo suave. Por isto, convém introduzir uma defini¢do um
pouco mais abrangente:

Defini¢ao 13 (superficie regular) Uma superficie regular é um conjunto S C R3 tal que
para qualquer ponto py = (Xo,Yo,20) € S, existe um sistema regular de coordenadas locais:

p: DCR?> — R3
(u,v) — (x(u,0),y(u,v),z(u,v))

tal que po = (xo0, Yo, 20) € @[D].

Assim, um subconjunto de R? é uma superficie regular se, e somente se, cada um de seus
pontos admitir uma vizinhanga aberta que é imagem de alguma parametrizagdo regular local:

A seguinte proposicdo nos permite apresentar iniimeros exemplos de superficies:

Proposicio 14 (Teorema da Pré-Imagem) Seja f : R® — R uma fungio diferencidvel e ¢ €
R. Se para qualquer (xo,yo,z0) € f[{c}] tivermos:

. 3
df(xofyofzo) ’ R = R

) 0 0
(hy,ho,h3) +— %(xofyo,zo) -hy + %(Xo,yol o) - hy + a—jzr(xolyo, 20) - h3

diferente de zero, entdo:

FHHN ={(xy,2) eR®| f(x,y,2) = c}

é uma superficie regular parametrizada.

Observamos que a hipétese de que para todo (xq, vo,20) € f[{c}], df (x0,y0,20) é difer-
tente de zero corresponde a afirmar que pelo menos uma das derivadas parciais é diferente

de zero. Sem perda de generalidade, vamos supor que %(xo, Yo,20) # 0. Pelo Teorema da

Fungéo Implicita, existe um subconjunto aberto de f[{c}] contendo (xo, Yo, z9), digamos U,
e uma funcao
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¢: u - R
(u,0) — ¢(u,0)

tal que:

(V(u,0) € U)(f(u,0,8(u,0)) =)

Assim,

p: U — R3
(u,0) — (u,v,&(u,0))

é um sistema de coordenadas local regular para uma vizinhanga de (xo, yo,z0). Segue, por
definicdo, que f7[{c}] é uma superficie regular.

Exemplo 15 A esfera:

$2 = {(x,y,2z) e R®| X2+ 2 +22 =1}

é uma superficie regular.

De fato, considere a funcao:
f: R - R
(x,y,z) — x*+y*+2?
que tem como diferencial em um ponto (xq, yo,zo) € S* a fungao:
f: R - R
(x,y,z) — x>+y*>+2?

Dado (xo,Y0,20) € 52 tem-se xé + y% + 2(2) =1 # 0, ou seja, pelo menos uma das coorde-
nadas é diferente de zero. Desta forma:

df(xo,yo, Z()) : ]R3 — R
(hl,]’lz,h3) — ZX() . hl + Zyo . hz + 220 . I’l3

é uma transformacio linear ndo-nula. Segue do Teorema da Pré-Imagem que S? é uma
superficie regular.
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>Y
Exemplo 16 Sejam a,b,c > 0. O elipsoide:
2 2 2
E= {(x,y, ) € R¥| —+ZZ+C—2=1} CR3
é uma superficie regular. De fato, considere a fungio:
f: R - IR
2
(x,y,2) a2 + ¥ b2 i
que tem como diferencial em um ponto (xo,Yo,z0) € € a fungao:
f: R - R
(x, y,z) = x2 4 y? + 22
Dado (xo,Y0,20) € S?, tem-se b>c*>x3 + a*c®y3 + a?b*z5 = a?b>c* # 0, o que implica x3 + y3 +
z& # 0, isto é, pelo menos uma das coordenadas é diferente de zero. Desta forma:
df(xo,yo, ZO) : R3 — R
2 2 2
(h1,ho, h3) aXo hi + b}/zo h+-— b

¢é uma transformagdo linear ndo-nula. Segue do Teorema da Pre-Imugem que £ é uma superficie
reqular.
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3.2 Superficies de Revolucao

Considere a superficie S, obtida girando-se uma curva suave & : I — R3\ {(0,0,0)} regular
no plano Oxz em torno do eixo Oz. Se a tem equagdes paramétricas:

a: [ab] — R3
t = (x(#),0,z(t)

em que (Vt € [a,b])(x(t) > 0), a superficie de revolugdo S assim gerada é uma superficie
regular S, que admite, no entorno de cada um de seus pontos uma parametrizagdo (ou sistema
regular de coordenadas locais):

@: [0,27] x [a,b] — R3
(0,1) — (x(t) cos(8),x(t)sin(8),z(t))

Os pardmetros t e 6 podem ser interpretados do seguinte modo: se P = (x,y,z) € S,
entdo P pertence a alguma circunferéncia de centro no eixo Oz e raio igual a x(t) para algum
t,a < t < b, cuja distdncia ao plano Oxy é z(t). O pardmetro 6 representa o dngulo das
coordenadas polares da projecdo de P no plano Oxy, conforme ilustrado a seguir:
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Consideremos o toro, obtido pela revolugdo da circunferéncia de equagéo:

1
4

em torno do eixo Oz. Vamos obter um sistema regular de coordenadas locais para esse toro.
Primeiramente parametrizamos a curva do plano Oxz:

(x—12+(z—1) =

x(t) =1+ Lcos(t),t € [0,27]
z(t) = 1+ 3sin(t),t € [0,27]

A superficie de revolugdo obtida ao girar esta curva em torno do eixo Oz pode ser parametrizada
por:

@: [0,27] x [0,271] — R3
(0,1) > ((1 + 2 cos(t)) cos(8), (1 + 3 cos(t)) sin(6), 1 + %sin(t))

17
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Exemplo 17 Determinemos uma representagio paramétrica do toro obtido girando em torno do eixo
Oz o circulo do plano Oxy com centro em (b,0,0) e raio a < b. Sugestdo: tome como pardmetros os
dngulos 6 e o mostrados na figura.

Solugdo: Vemos que a se trata de uma superficie de revolugdo obtida da rotagdo da cir-
cunferéncia de centro em (b,0) e raio a no plano Oyz, como ilustra a figura:

AN

Z

A circunferéncia pode ser representada parametricamente por:

{y(oc) =b+a-cos(a),a € [0,25],
z(a) = a-sin(a),a € [0,27]

18



Assim, como se trata de uma superficie de revolucdo, este toro pode ser parametrizado

por:
¢: [0,27] x [0,271] — R3
(a,0) — ((b+a-cos(a))-cos(f),(b+a-cos(a))-sin(f),a-sin(a))

ou seja, para cada («,0) € [0,27] x [0,27] tem-se:

¢o(a,0) = (b-cos(0) +a-cos(a)-cos(0),b-sin(f) +a-cos(a) -sin(0),a - sin(a))

Exemplo 18 (pseudoesfera) Consideremos a superficie de revolugdo obtida a partir da tratriz com
respeito ao eixo Oy:

®: R, — R?
t  +— (sin(t),In(tan(t/2)) 4 cos(t))

Obtemos a seguinte parametrizagdo:

@: [0,27] x Ry — R3
(0,1) —  (sin(t) - cos(0),sin(t) - sin(8), In(tan(¢/2)) + cos(t))

pseudo_esfera. jpeg

Figure 1: Pseudo-esfera

Exemplo 19 Uma superficie regrada é uma superficie que pode ser obtida pelo rastro de uma reta L
que se move ao longo de uma curva B : I — R3. As vdrias posicdes da reta geratriz sio chamadas de
regramentos da superficie. Inis superficies sempre admitem um sistema regular de coordenadas locais
regrado:

IxR — R3
(w,0) — B(u)+v-6(u)

em que 6 : I — R3\ {(0,0,0)} é uma aplicagio de classe C*.
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4 Funcdes Diferenciaveis e Vetores Tangentes

Sejam S C RR® uma superficie regular e f : S — R uma funcdo. Se ¢ : D C R?> — R?® é um
sistema regular de coordenadas locais em S, entdo a fun¢do composta:

¢[D] C sL R
¢T fog

D C R?

é denominada uma expressao coordenada para f; note que:

fop:DCR*—=R

é simplesmente uma funcdo de um aberto de R? em RR.

Definicao 20 Sejam S uma superficie regqular e f : S — R uma fungdo. Dizemos que f é
diferencidvel em py = (x0,Y0,20) € S se para todas as parametrizagdes regulares locais para
S, ¢ : D — R3, tais que py = (x0,Y0,20) € ¢[D] tivermos f o ¢ : D — R diferencidvel em
(0, 20) = ¢~ (po) = @~ (x0, Yo, Z0)

Sejam S uma superficie regular e F : R" — S. Cada sistema regular de coordenadas locais
de S, ¢ : D — R> nos d4 uma funcéo:

Flg[D)] c R"£—~g[D] C S
¢~ 'oF
\(P—lj
D

Definicdo 21 Seja S uma superficie regular. Uma fungido F : R" — S é diferencidvel em
po € R" se para qualquer parametrizacio regular local ¢ : D — R3 tal que py € F[¢[D]], a
fungio ¢~ o F for diferencidvel em py.

Em particular, dada uma superficie regular S C IR?>, uma curva em S é uma funcéo difer-
encidvel « : I — S, em que I C R é um intervalo aberto.

Lema 22 Sejam S C R3 uma superficie reqular e a : I — S uma curva para a qual existe um
sistema regular de coordenadas locais, ¢ : D C R?> — R3 tal que a[I] C ¢[D] C S. Entdo
existe um tinico par de fungdes diferencidveis, ay,ay : I — ¢[D] tais que:

(Vi € I)(a(t) = (a1(t), a2(t)))

20



Por definicdo de diferenciabilidade de & : I — S, a fungédo ¢~ ow : I — D é diferenciavel
(pois o é para qualquer sistema de coordenadas). Mas observe que:
ploa: I — DCR?
to= gl (a(h)

é uma curva regular em IR?. Considerando as projecdes:

m: R? — R m: R — R
¢ 0

(ay(t),ax(t))

obtemos as fun¢des coordenadas de ¢! o a:

ap: I — R a: I — R
t o mo(ploa)(t) © t o mo(p loa)(t)
de tal forma que:
(Vi€ D)((¢ " oa)(t) = (ar(t), az(t))) 3)

o que implica:
(vt € D((@((9~ 0 a)(t)) = g(ar(t), a2(t)))

(Vt € I)(a(t) = idgpj oa(t) = (9o ¢~") oa(t) = g(ar(t), az(t)))

Tais fungdes sdo tnicas, pois se:

by: I - R by: I —
t o bi(t) t o bo(t)
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forem tais que:

(Vi € I)(a(t) = @(bi(t), b2(t)))

tem-se, pela invertibilidade de ¢:

(Vt € )((ar(t), a2(1))B) (@~ o a)(t) = (b (1), ba(t)))

e assim, a; = by e ap = bs.
O teorema a seguir articula o clculo esobre S com o célculo no R?:

Teorema 23 Seja S uma superficie reqular em R3. Se F : R" — R® é uma aplicagdo difer-
encidvel com F[IR?] C S, entdo a correstricio de F a S, isto é:

F%: R® — S
X — F(X)

é diferencidvel no sentido da Defini¢do 21.

Como consequéncia do Teorema 23, podemos concluir, por exemplo, que toda curva
parametrizada cuja imagem se encontre completamente contida em uma superficie regular
¢ uma curva diferencidvel sobre essa superficie regular.

Também, uma vez que uma parametrizacdo é uma fungao diferencidvel de um aberto de
R? em RR?, segue que toda parametrizacdo é uma fungdo diferencidvel em S, no sentido da
Defini¢dao 20 . Desta forma, cada coordenada de uma parametriza¢do é uma fungdo difer-
encidvel de um aberto de R? em RR.

~

Coroldrio 24 Sejam S C R® uma superficie reqular, ¢ : U — @[U] C Se : V — [V] duas
parametrizagdes diferencidveis (suaves) tais que ¢[U] N P[V| # @, Entdo as fungdes:

o oy =97 Tyuynpv) ° Ty ey ¥ eI NYIVI] = @7 elU] Ny[V]]
(,0) = ¢ (p(1,9))

Yo g =97 Nouingm) ©9 To e @ @UINPIV]] = ¢ e[U] np[V]]
(u,0) = P (e(u,0))

sdo funcoes diferencidveis (de classe C*).
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O corolario acima pode ser reescrito como segue:

Corolério 25 Sejam S C R® uma superficie reqular e ¢ : U — R, ¢ : V — R®
parametrizagdes locais de S tais que @[U] N [V] # @. Entdo existem fungdes de classe C*,

1,9 : ¢ [p[U] Ny[V]] = ¢ [p[U] N p[V]] tais que:

(V(1,0) € ¢ ' [olU] N¢[VI])(9(u,0) = p(a(u,),5(u,0)))

Certamente que, ainda com a notagdo do coroldrio acima, existem fung¢des de classe C*
tais que:

(¥(1,9) € ¥ [p[Ul N[V (¥ (7,9) = ¢(u(,0),0(7,7)))

O Corolario 25 facilita bastante a verificacdo de diferenciabilidade. Por exemplo, dada
uma fungdo f : S — R, em vez que verificarmos que para todas as parametriza¢des locais,
¢ : D — ¢[D] C S temos fo¢: D — R diferencidvel, basta fazermos a verificacdo para uma
colecdo de parametrizagdes locais que cubram S (em muitos casos, como no das superficies
regulares simples), uma tnica verificagdo é suficiente.
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Exercicio: Seja S uma superficie regular e (¢; : D; — S)ic; uma cole¢do de
parametrizagdes regulares locais diferencidveis de S tal que:

$ = ¢ilDi]
iel
Mostre que f : S — R é de classe C* se, e somente se, para qualqueri € I, fo ¢; : U; —
R for de classe C*.

Definicio 26 (carta local (ou sistema local de coordenadas)) Sejam S C R3 uma su-
perficie reqular e pg € S. Uma carta local (ou sistema local de coordenadas) para S
em pg é um par ordenado (U, ¢ : U — R?) em que U C S é um aberto que contém py e:

p: U - R?
(v y,2) = (u(xy2)0(xy2))
é um homeomorfismo.

Definicao 27 (colecao C*—compativel de cartais locais) Sejam S uma superficie regular e
{@u : Uy — @u[Uy]) € R? | « € I} uma colegiio de cartas locais. Dizemos que a colegdo é
C*—compativel se para quaisquer o, B € I tais que U, N Ug # 3, a fungio:

Ppo gt PulUunUg] — @p[Us N Ug]

for de classe C*.
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Definicdo 28 (atlas) Seja S C IR® uma superficie reqular. Um atlas diferencidvel de classe
C® para S é uma colegio C*-compativel de cartas locais cujos dominios recobrem S, ou seja, um

conjunto de cartas locais:

A= {(Uy, o : Uy —» Uy CR?) | € I}

tal que:

sc U
ael
e para quaisquer «, B € I tais que @y [Uy] N goﬁ[flﬁ] # @ a fungio:

Pup = Px 0 Pp —
(w,v) — ¢z (¢p(u,0))

é uma fungio de classe C*.

4.1 Mudanca de Parametros

Duas superficies parametrizadas simples podem ter o mesmo trago. Por exemplo:
R — R3 . ¥ R o R3
(u,v) — (u+0ov,u—0v4uv) (1,0) +— (i1,0,a°— 0%)
tém o mesmo traco, S = {(x,y,z) € R?® | z = x? — y?}, um paraboloide hiperbélico.

Dada uma superficie parametrizada regular simples, (S, ¢ : U — R3), podemos obter
véarias outras parametriza¢Oes para S, como segue:

Proposigdo 29 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples. Se

h: UCR? — U c R?
(a,9) — (u(@,9),0(i,0))

é uma fungdo diferencidvel tal que:

M a,0) 23,0
(¥(#,0) € U) | detJh(i,5) =det | 32" " 30" " | 0
ﬁ(u,v) e ii,0)

e h[U] = U, entdo (S, : U — R3), em que p = ¢ oh : U — R3, é uma superficie reqular
parametrizada com mesmo traco que S.
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A funcao:

u — R3
(@,0) — (x((u(@,0),0(a,0))),y(u(it,0),0(a,0)),z(u(iv),0(i,0)))

é diferencidvel por ser a composicdo de duas fungdes diferencidveis. Também:

op _ (x du ox dvdy u oy dv 0z du 0z v
ou  \ou 0@  Jv on'du on  Jv o' du o Jv Ofl
O _ (3x ou_ 0x %0 dy du dy %o 0z u 0z @
00 \ou 00  0v 90'0u 90  Jv 90 du 90  Jv 0D
e portanto:
o _dp u dp @
dii  Odu di Jv Od
o _dg v op %
00  Ju 00 Jdu JD
de modo que:
W oy _dp o9 (o d o 3
ou 90 oJu  Jv au 00 00 dil
det]h(ﬁ,z?)
Jdo Jd¢ , = . . .
Como a_u X5 # 0 e como o determinante jacobiano de & nunca se anula, segue que
9
o 7&0

Observe que uma mudanga de parametros ndo precisa ser necessariamente injetiva. Uma

aplicacdo pode ter determinante da matriz jacobiana ndo-nulo sem ser injetiva, como é o caso
de h(u,v) = (" - cos(v),e" - sin(v)).

4.2 O Plano Tangente

A diferencial de uma funcdo é, como vimos, a melhor aproximacao linear da funcdo, a
menos de uma translacdo, ou seja, naquele ponto. Uma realizagdo geométrica de aproximacgao
linear é o plano tangente. Para definirmos o plano tangente a uma superficie regular S C R3
em um ponto po, restringimos nossa atengdo a uma parametrizacdo regular local de S que
contenha py, isto é:

p:UCR> =S
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tal que po € ¢[U], de modo que existe (ug,vy) € U tal que ¢(ug,vg) = po. Como U C R? é
aberto e (19, vp), existem ¢ > 0 e 7 > 0 tais que:

(u €lug —e,up+¢l) = (p(u,v9) € @[U])

(v €]vo — 1,00 +1[) = (@(uo,v) € [U])

e Jug — &, upg + €[ x|vg — 17,99 + 7[C U. Obtemos, deste modo, duas curvas em S:

Poy @ Juo— & up+¢€[ — o[U]

u = @(u,00) = (x(u,v0),y(u,v0),2(u,v0))
Puo: Joo—mvo+1[ — ¢[U]

u = @(uo,v) = (x(uo,v),y(uo,v),z(uo,v))

denominadas as curvas coordenadas sobre S por pg. A partir dessas curvas, podemos definir
os vetores:

¢ . @(ug+¢v9) — @(ug,v9) [ 0x ay 0z
@(HO, UO) — hm — E(MOI Z)O>/ E(u()/ UO)/ a(u()/ UO)

e—0 &

—q)(uo, Uo) = lim

¢(uo,v0+ 1) — ¢(uo,v0) _ (9
ov n—0 1

ay 0z
—(uo,v0), 5= (1o, v0), = (Uo, ©
80( 0-%0) av( 0:%0) au( 0 0))
que sdo vetores tangentes as curvas coordenadas ¢y, e ¢,,, respectivamente.

v %

Z
- N | /\
- /
~ | (MQ, UQ) 99
7 [ W(ll()/ UO)
4 |
\
r 0p \
i \
A \
\
\ 1]
N Uup // u
X
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Definigdo 30 (curvas coordenadas) Seja (S, ¢ : U — S) uma curva reqular parametrizada
simples. Fixado (19, vg) € U, as curvas:

$o, 0 {ueR| (u,v) €U} — S

u = @(u,vg)
Puy: {vER| (1p,v) €U} — S

u — @(up,v)

sdo as curvas coordenadas de ¢ em (1, vp).

AN

(Y

00t -

A discussdo acima nos sugere uma definicdo natural para o que entendemos ser um vetor
tangente a uma superficie regular (simples) em um ponto: ser o vetor tangente de alguma
curva contida na superficie.

Definicio 31 (vetor tangente) Sejam S C R> uma superficie reqular e py = (xo0,yo,20) € S.
Um vetor tangente a S em py é um vetor T € R3 tal que existe uma curva diferencidvel de
classe C* em S:

a: |—ee — R
t = at)

com tr (a) C S, a(0) = (x0,Y0,20) = po e &' (0) = 7.

O conjunto de todos os vetores tangentes a S no ponto py é denominado plano tangente a
S em p, e serd denotado por Ty, (S).
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Lema 32 Sejam S C R® uma superficie regular, pg € S, ¢ : U — S uma parametrizagio
reqular local e (1o, v) € U tais que ¢(ug,vg) = po. Entdo T € R3 é um vetor tangente a S em

po se, e somente se, puder ser escrito como combinagio linear dos vetores g—Z(uo, vg) e %’(uo, Vo)

A condicdo de regularidade da parametrizac¢do local ¢ : U — S nos garante que os vetores
g—;’:(uo, Vo) € 3—Z(u0, vg) sdo linearmente independentes, de modo que constituem uma base

para um subespaco vetorial de IR*> de dimens&o 2, ou seja, um plano.

Seja ¥ € Tp,(S). Entdo existem ¢ > 0 e & :| —¢¢e[— @[U] C S de classe C* tais que
«(0) = po e &’(0) = ¥. Pelo Lema 22, a pode ser escrita como:

a: |—eel — @U)CS
R CIORZI0)
Pela Regra da Cadeia, para todo t €] — ¢, ¢[:

(1) = 22 (@1 (1), aa()) a4 (6) + 92 (a1 (0), (1)) - (1) @
Mas como a(0) = po = ¢(up, vg) e «’(0) = T, segue que:

= 2/(0) = 22 (a1(0),22(0)) - 45 (0) + 22 (1 (0), @2(0)) - a4(0) =

<

29



¢ ¢

_ 99 Ty

—5_1(0) 5 (M0,00)+@(0) FP (10, v0)
eR cR

L s d d
ou seja, ¥ é uma combinacéo linear dos vetores 5 (19, v9) e 5% (1o, vp).
Reciprocamente, considere:

N 0 0
T=ua- aq)(uo, vo) + B - (”0/ )

para certos a, B € R. Como U é aberto e (up,vg) € U, existe ¢ > 0 tal que (Vt €] —¢,¢[)((uo +
t-a,v9+t-B) € U). Assim, é facil ver, por (4), que 7 é o vetor velocidade da curva:

T: |—¢¢f — e[U]
t = @(up+t-a,v9+t-p)

. 0 )
pois 7(0) = ¢(ug,v9) = poe T (0) = a- %(uo, v)+B- qp(uo, v9) = U, logo 7 € Ty (S).
Assim, com as nota¢des do Lema 32, temos:

Tpy(S) = H?)_(S(”O’UO) ?;P(uozvo)}]

Proposicdo 33 Sejam S uma superficie regular, (U, ¢ : U — R%) e (U,¢ : U — R
parametrizagdes regulares e h : U C R? — U uma fungio diferencidvel cujo determinante
jacobiano nunca se anula e tal que h[U] = U. Entdo se § = ¢ o h, o plano tangente a (U] em
¢(uo, vo) é igual ao plano tangente a o[U]| em ¢(h(ug, vp)).

De fato, se ¢(i1,7) = ¢(h(#, 7)), denotando h(ii, 0) por (u,v) e § = (i, 7). Temos:

93) = 2 (@) 22 @)+ L(h@)) - 2 (@)
@ = S0 - 5@ + 5o - @)
isto é:
~J1(9)
9, T B 80 7 99
%(q) _ guq guq Z)(h(q))
%(‘7) ‘7 avq_ %(h(q_))



Como o determinante da matriz jacobiana de & ndo se anula, tem-se que %(q), 55(q) e
g’—‘lf(h(q)), g—g’j(h(q)) sdo bases do mesmo plano de R3.

Exemplo 34 Sejam py = (x0,Y0,20) € R®, @ = (ay,a2,a3) eb = (b1, by, b3) vetores linearmente
independentes, e seja 7t 0 plano que contém o ponto pg e é gerado por @ e b. Consideremos a fungdo:

p: R2 — m CR3
(u,v) — (xo+u-ay+v-by,yo+u-a,+v-vy,z0+u-az+ov-bs)

que é uma parametrizagio reqular de 7@ Afirmamos que (7, : R*> — 7) é uma curva regular
parametrizada.

Com efeito, ¢ : R? — 71 é continua (por ser uma fungdo afim em cada uma das suas coorde-
nadas), e satisfaz:

ox ox
g—u(uo, v0) g—v(uo, o) _—

pt (0, v0) (ug,v9) | =pt| a2 by | =2
(c})z gz az bz

(uo, v (uo, v
1/[ 0r 0) a'U 0r 0)
pois {d,b} é um conjunto linearmente independente.

As curvas coordenadas em (ug, vp) € R? sdo:

Qv R — s
u — (xo+u-ay+vg-by,yo+u-a,+vg-0vy,z0+u-az+vg-bz)

Puy: R — T
u — (xo+ug-ay+v-by,yo+up-a+v-vy,z0+ug-az+ov-bs)

que descrevem as retas no plano que contém pg e tém por vetores diretores 4 e b, respectiva-
mente.

Definigdo 35 Sejam S C R3 uma superficie reqular. Um campo vetorial euclidiano sobre
S é uma fungdo:
X:S§ - R
p — X(p)

Um campo vetorial euclidiano sobre S é um campo vetorial X : S — RR? tal que para todo
p €S X(p) € Ty(S). Um vetor 7 € R? é normal a S em p € S se for ortogonal a T),S.
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Como o plano tangente a uma superficie em um ponto tem dimensao dois (i.e., dimg TS =
2) e é subespaco vetorial de IR?, existe uma tnica direcio normal a S em cada ponto p € S,
de modo que todos os vetores normais a superficie S no ponto p serdo colineares. Logo, se
@ # 0 for um vetor normal a S em p, segue que:

TS = {7 € R* | (7, @) = 0} = [{@o}]"

Sempre que uma superficie é dada implicitamente (cf. Teorema da Pré-Imagem), é sim-
ples trabalhar com vetores tangentes e normais a ela.

Lema 36 Seja S C R® uma superficie reqular definida por:

S={(xy,2z2) € R3 | g(x,y,z) =c € R}

Entdo o campo gradiente:

Vg: S — R3
d d d
(xofyo, Zo) — <a—i(x0, ]/0120), a—i(xol Yo, Zo), a—‘g(xof ]/0,20))

é um campo vetorial normal a S que nunca se anula.

Como estamos sob as hipéteses do Teorema da Pré-Imagem, o campo vetorial gradiente
nunca se anula.

Vamos agora demonstrar que para qualquer 7 € T,S, temos (Vg(p),7) = 0.

Primeiramente observe que se « : I — S é uma curva de classe C*, entdo:

(vt € I)(g(a(t)) = g(x(t), y(t),z(t)) = c)

de modo que derivando ambos os membros da igualdade da sentenga acima, obtemos:

(71 € 1) (50600 0(0) 2(00) - (6) + 55 (x(0)0(0), 2(00) /(1) + S x(0), (0, 2(0) - () =0)

dy
e ) (@), Ewe), Eww)) o) -o)

Dado 7 € T,S, existe uma curva « :] —¢,e[— S tal que a(0) = p e #’/(0) = 7. Assim, em
particular para t = 0 temos:

ou seja:
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(5w, E o), Ewo)) ) = ( (£ B E ) 7) =0

ou seja, para todo 7 € T,S, tem-se (Vg(p),7) = 0. Desta forma, para todo p, Vg(p) é um
vetor ndo nulo normala p € S.

Exemplo 37 Consideremos:

S2 = {(x,y,z) e R® | x? + > +2%> =1}
Pelo Lema 36, o campo dado por:
X: 8 = R
(x,y,z) — (2x,2y,22)
é um campo vetorial normal a esfera em cada um de seus pontos. O campo:
X: 8 - R
(xy,z) = (~yx0)
por sua vez, é um campo vetorial tangente i esfera, pois para qualquer (x,y,z) € S?, tem-se:
((—y,x,0),(2x,2y,2z)) = —y-2x+x-2y+0-2z =0
Observe que X(0,0,1) = X(0,0,—1) = (0,0,0).

Exemplo 38 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular simples. Entio:

N: S — R3
a—go(uo,vo) X a—q[)(uo, )
@i, 00) > o g
%(uo,vo) X a—(g(uof Uo)

é um campo vetorial unitdrio normal a superficie S.

Definigao 39 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples. A fungio:

N: UCR? — g2

0 0
@(uo,vo) X %(uo, )
99
ou

é denominada a aplica¢do normal de Gauss.

(u,v)

d
(Mofvo) X a—zj(uo, Uo)
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Observacao 40 Apenas os campos vetoriais tangentes a S pertencem ao Cilculo de S, uma vez
que esses campos podem ser definidos, em tiltima instdncia, exclusivamente em termos de curvas
em S, ou seja, sdo campos “definiveis por habitantes daquela superficie, sem referéncia ao espago

ambiente, R3”.

Este ndo é o caso de campos vetoriais normais, por exemplo. No entanto, conforme veremos,
vetores normais sio muito titeis para um estudo de S feito a partir de R>.

Finalmente, adaptamos a nocdo de derivada direcional sobre uma superficie:

Lema 41 Seja U um vetor tangente a superficie regular S em um ponto pe f : S — R uma

fungio de classe C*°. Dadas quaisquer curvas a, B :] — €, €[— S tais que:
«(0) = p = B(0)
«'(0) =7 = p'(0)

tem-se:

d d
Z(fo)(0) = Z(f o B)(0)

De fato, por um lado tem-se:

L oa)(0) = £/(@(0)-2'(0) = £(p) T = F/(B(0)) - B/(0) = S(FoB)(0)

Definicao 42 (derivada direcional) Sejam p € S um ponto da superficie S, G, um vetor
tangente a superficie regular S em p e f : S — R uma fungio de classe C*°. A derivada U, [f]
de f com respeito a Ty, é o valor:

L on)0)

em que « : I — S é qualquer curva tal que a(0) = p e &’ (0) = 7).
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Exercicio: Sejam p € S um ponto da superficie S, 7,, W, vetores tangentes a superficie

regular Sem p e f,g: S — R fungdes de classe C*. Mostre que a derivada introduzida
na Definic¢do 42 satisfaz:

@ (Va,p € R)(Vf:5 = R)((a Ty + B-0p)[f] = a-Tp[f] + B @Dp[f])
(b) (Va,p € R)(Vf,g:S = R)(Tpla-f+B-gl =a- Tp[f]+ B Tplg])
@ (Vf,8:S = R)(plf -8l = Tplf]-g(p) + f(p) - Tplg])

4.3 Funcgoes Diferenciaveis entre Superficies Regulares

Para definir a diferenciabilidade de uma fungédo entre duas superficies regulares novamente

recorremos as parametrizagdes regulares, e exigimos que todas as suas expressdes coorde-
nadas sejam diferencidveis.

Definic¢ao 43 Uma fungio f : M — N de uma superficie para outra é diferencidvel em
p € M, se para toda parametrizacdo reqular local (U, ¢ : U — R3) de M com (ug,vo) € U tal
que ¢(ug,vg) = p e toda parametrizagio reqular local (V, ¢ : V — R3) de N com (wg,z9) € V
tal que Y (wo,zo) = f(p), a funcdo composta = o fo @ : @ '[f [w[V]] — V:

o] c M—L—y[V]c N
GDT P!

o If wV]]

p~lofog

for diferencidvel em (1, vo).

Evidentemente, a funcdo ¢! o f o ¢ estd definida em todos os pontos (u,v) de U tal que
f(@(u,v)) estd na imagem de 1. E possivel concluir deduzimos do exercicio que, ao aplicar

esta definigdo, é suficiente verificar parametrizagdes suficientes para cobrir tanto M quanto
N.

5 Primeira Forma Fundamental
A primeira forma fundamental é uma estrutura geométrica (uma forma quadratica) que

podemos definir em cada superficie diferencidvel, e que nos permite calcular comprimentos
de curvas, dngulos entre curvas e distancias entre pontos (ou seja, “fazer geometria sobre uma
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superficie diferencidvel”).

Definicio 44 (primeira forma fundamental) Sejam (S, ¢ : U — R3) uma superficie reg-
ular paremetrizada simples e (ug,v9) € U. A primeira forma fundamental de S em

g = ¢(up,v0) € Sé:

I: T,5 - R
D (D, D)

No contexto da definigdo acima, um vetor @, € T;S é da forma:

B P P!
0= 2u00) + - L0

de modo que:

0 0 0 0 0 0
=a?- <—i(uo,vo), %(uo, Uo)> +2uaf- <£(H0,Uo), %(uo, Z70)> +p2- <£(uo, v9), —Z(uol Uo)>

Usando as notagoes:

obtemos:
I, (@) = a® - E(ug,v9) +2 - o+ B F(ug,vg) + p* - G(uo, vo)

ou, matricialmente:

. E(ug,v F(ug,v o
Io(@g) = [a B]- Fgug,vgg G((u%,v(()))) 1 ' { B 1

Definimos, assim, as fungoes:
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E: UCR? —

(u,v) +— <?)_Z u,v)>
F: UCR* —
(u,v) <?9_Z uv)>

G: UCR? —

(u,v) +— <a—q) uv)>

que sdo denominadas coeficientes da primeira forma fundamental. As fun¢des E,F,G : U C
R? — R satisfazem as seguintes propriedades:

@ (V(u,v) € U)((E(u,v) > 0)&(G(u,v) > 0)), dado que os vetores g—(g(u,v) 3—(’)(11 v) sdo
ambos ndo-nulos;
(b)
(V(u,v) € U)(E(u,v) - G(u,v) — F(u,v)* > 0) )
De fato, como:
g AL, g 2 ||og 2 ||og ?
H— uv)x%(u ) +<a (u,v) %(u,v)> —Ha—( ,0) ‘%(u,v)

segue que:

2 2

Jv

d
EF-G'= H_qo(u'v) ou " 0v ou v

: 'a_go(u,v)

Exemplo 45 (plano por py com vetores diretores @y e W,) ¢(u,v) = pg+ u - w1 + v - Ws.

Exemplo 46 (cilindro circular) ¢(u,v) = (cos(u),sin(u),v).

Exemplo 47 (esfera centrada na origem de raio a) ¢(u,v) = (a-sin(v)-cos(u),a-sin(v)-sin(u),a-

cos(v)).

Exemplo 48 (superficie de revolu¢do) ¢(u,v) = (f(u)-cos(v), f(u) -sin(v),g(u)), f(u) > 0.
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Observamos que uma mudanca de parametros, embora modifique os coeficientes da primeira
forma fundamental, mantém a forma em si invariante. De fato, se ¢(u,v) = ¢(h(u,v)) para

algum 1 : U — U, entdo To(u0)S = Tg(u,0)PlU] = Thy(u,0)@IU] = Tju,0)S- Assim, se @ pertence

a qualquer um desses planos, entdo:

T — _ — _ — 2
I55(1,0) (@) = Iy(u,0) (@) = || @]
A seguir, veremos que os conceitos de comprimento de uma curva da superficie, &ngulo

entre vetores tangentes e drea de uma regido da superficie estdo relacionados com a primeira
forma fundamental.

Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie regular parametrizada simples. Se:

x: ICR — R3
t = eu(t)o(t))

é uma curva parametrizada diferencidvel da superficie, entdo para fo,t; € I, tg < t, o compri-

mento de tg a t; é dado por:
t o
!/ _ !/
L@ = [l @ o),

onde usamos o fato de que a'(t) é um vetor tangente a superficie em g(t) = (u(t),v(t)).

Se @ e Wy sdo vetores ndo-nulos tangentes a S em g = (1,v), entdo o angulo 0 < 6 < 7,
formadfo por @; e @, é dado por:

<ZT)1/ 77)2>

cosf) = —————=F -
[@1]] - || @]

Para expressar cos 6 em termos da primeira forma fundamental, observamos que @; + >

¢ um vetor tangente a S em g e:
(@1 + W, @1 +2) = || @[> + 2+ (@1, Do) + |||
e portanto:
[g(@1 + @) — Iy(@1) — Iy(@a2)
2: \/Iq(wl) -1y ()

Se duas curvas da superficie, a(t) = ¢(u(t),v(t)) e B(r) = ¥(u(r),v(r)) sdo tais que

(u(tg),v(to)) = (u(ro),v(r9)), entdo o dngulo # com que as curvas se intersectam é dado por:

(a(t0), B'(r0))
[ (to)]| - I8 (o)l

cos(0) =

cosf =
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Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de ¢ : U — R> em (ug,v9) € U
é dado por:

Py 0
(2000 Zwm)  Fugo
9 9 N
||£(u0,vo)|| . ||a—?;)(”0'00)” v E(uo,v9) - G(uo, vg)

Portanto, concluimos que as curvas coordenadas de uma supericie regular parametrizada
simples (S, ¢ : U — RR®) se intersectam ortogonalmente se, e somente se, F(u,v) = 0 para
todo (u,v) € U.

A seguir, vamos definir a no¢do de area de regides de uma superficie usando a primeira
forma quadratica.

Definigdo 49 (regido) Uma regido é um subconjunto D C R? fechado e limitado cujo interior
¢ homeomorfo a uma bola aberta de R? e cujo bordo, homeomorfo a uma circunferéncia, é formado
por um niimero finito de tragos de curvas regulares. Se (S, ¢ : U — R3) é uma superficie reqular
e D C U é uma regido de R?, entdo dizemos que ¢[D] C S é uma regido da superficie S.

Definicdo 50 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples e D C U
uma regido de R? tal que ¢ [ (D) € injetora. A drea da regido ¢|[D] é dada por:

:// VE -G — F?dudv
D

em que E, F e G sio os coeficientes da primeira forma fundamental de (S, ¢ : U — R3).

Uma justificativa geométrica para essa definicdo estd baseada no seguinte fato. Fixemos

um ponto (uo, vo) € D. A area do paralelogramo formado pelos vetores g"’ (1o, v0) € g;’j (1o, v9)
¢ dada por || 5L (o, vo) x gi’ (10, v0)||- Este valor é aproximadamente igual & drea de uma regiao
em ¢[D], em que D C D é um retangulo com vértice em (1, vy) e cujos lados sdo paralelos aos

eixos coordenados u e v (cf. se¢do 1.1 da https://www.ime.usp.br/ jeancb /S02MAT2455.pdf AGENDA
02 de Calculo III). Além disso, lembramos que || 3—(5(% v) X 3—(5(% v)|| =VE-G—F2

Verifiquemos agora que a drea de uma regido da superficie é invariante por mudanga de
coordenadas. Seja ¢(u,v) = @ oh(ii,7) uma reparametrizagdo de ¢ por h, em que ¢ : U C
R? - R3e h: U C R?* — U é uma mudanga de coordenadas. Sejam D C U e D C U regides
do plano tais que D = h[D]. Entio A(¢[D]) = A(¢[D]). De fato, se h(i1,5) = (u,v), entéo:

az7 —?(1117

35 didd =

El
Q!l

d¢
av(

i,0)| - |det Jh(i,d)|dudo =
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dudv

99
o) (,0)
em que a ultima igualdade decorre do Teorema da Mudanga de Variavel para Integrais Du-
plas:

Teorema 51 (Mudanca de Varidveis) Sejam U C R? um aberto e 7,7 : U C R*> — R
fungdes de classe C*(U,R) e D C U um compacto (conjunto fechado e limitado) tais que:

h: U — R?
(u,0) — (i(u,v),9(u,))

e ¢ injetora em D;

a(1,0)
a(u,v)

e 0 determinante Jacobiano da aplicagdo h, nunca se anula em D.

Se f é Riemann-integrivel em h[D)], entdo:

/| o 0)dndo = /], f(a(u,v),ﬁ(u,v))'gEZ:Zg

Se (S, : U — R?) é uma superficie regular simples e Q C S é uma regido que pode ser
decomposta em um ndmero finito de regides, entdo definimos a drea de Q como sendo a soma
das areas das regides da decomposicdo. Pode-se demonstrar que esta soma ndo depende da
maneira como Q é decomposta.

dudv (6)

Exemplo 52 Consideremos a supetficie de revolugio:
R> — R3
(u,v) — ((a+7r-cos(u))-cos(v),(a+r-cos(u))-sin(v),r-sin(u))
em que 0 < r < a, que descreve um toro. A fungio acima é periddica em u e v, pois ¢(u + 27,0 +

27t) = @(u,v). Portanto, se considerarmos a regido D = {(u,v) € R*> | (0 < u < 2m)&(0 < v <
27t)}, temos que @[D] é o toro, e ¢ [ine.(p) € injetora. Dai concluimos que a drea do toro é igual a:

9 d¢
ou 30 (4 0)

2t p2m
dudv = / / (r - cos(u) + a)dudv = 4>
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Definicdo 53 Sejam (S1, 1 : U — R3) e (Sy, @2 : U — R3) superficies simples. Diremos que
(S1, @1 : Uy — R3) e (Sy, @2 : Uy — R3) sdo isométricas se para qualquer (u,v) € U, os
coeficientes da primeira forma fundamental de ¢y e de ¢, coincidirem, isto é:

D1(u,v) = Ex(u,v)
Fi(u,v) = F(u,v)
G1(u,v) = Go(u,v)

Se duas superficies regulares simples (Sy, 1 : U — R3) e (S5, @2 : U — R3) tém 0 mesmo
dominio U, entdo podemos definir uma bijegdo entre seus tracos. De fato, se ¢1[U] = S e
@2[U] = Sy, como @1, ¢y : U — R3 sdo injetoras, elas admitem fungdes inversas, ¢, l.s1 > u
e go;l : Sp = U. Assim, a fungdo definida por ¢ = ¢ o gol’l : 51— Sy

= o -1
51 Pp=@20¢; Sz
N
u

é bijetora, e sua inversa é ¢~ = ¢ o Py L

Se (S, 91 : U — R3) e (Sy, ¢ : U — R3) sdo superficies simples isométricas, entdo a
funcdo ¢ : S1 — S; é denominada uma isometria. Esta defini¢do é justificada pela seguinte
propriedad: se duas superficies simples sdo isométricas, entdo a fungdo ¢ : S; — Sy preserva
“distancias” entre pontos correspondentes nos tragos das superficies.

Exemplo 54 Sejam S a regido plana parametrizada por:

¢: ]02n[xR — R®
(u,v) +— (u,v,0)

e S o cilindro circular menos um meridiano, parametrizado por:

¢: ]0,21[xR — R3
(u,v)  +— (cos(u),sin(u),v)

Afirmamos que (S, ¢) e (S, §) sdo superficies simples isométricas.
De fato,

o9 _

g(u,v) = (1,0,0)

¢ _

%(u,v) = (0,1,0)

41



de modo que dado qualquer (19, vy) €]0,27t[XR, temos:

E(uo,vo) = <3—Z(M0,00)r3—(5(“0,00)> = ((1,0,0),(1,0,0)) =1

0 0
F(up,vg) = <£(Mo, V), a—z}(uol Uo)>

((1,0,0),(0,1,0)) =0

G (g, v0) = <g—(£(uo,vo),g—(£(uo,vo)> — ((0,1,0),(0,1,0)) = 1
e:
9 (1,0) = (~sin(u),cos(u), 0)
ou
g(u,v) = (0,0,1)
e portanto:

E(uto,00) = <g<uo,vo>,g<uo, vo>> — ((— sin(uo), cos(p), 0), (— sin(iug), cos(o), 0)) = 1

F(ug,vo) = <g(u0, vo),g—(g(uo, vo)> = ((—sin(ug), cos(up),0),(0,0,1)) =0

G, 00) = <§—f<uo,vo>,2—f<uo,vo>> — ((0,0,1),(0,0,1)) =1

A isometria, ¢ : S — S consiste em enrolar a regido do plano em torno do cilindro de tal forma que
o0s segmentos horizontais de S sejam mapeados sobre os paralelos do cilindro menos um ponto, e as retas
verticais do plano nos meridianos.

Observe que se duas superficies sdo isométricas, entdo por defini¢do, as propriedades
geométricas da superficie que dependem apenas da primeira forma fundamental sdo preser-
vadas pela isometria. Por exemplo, se & : I — S é uma curva na superficie Sese ¢ : S — S é
uma isometria, entdo o comprimento de « é igual ao comprimento de pon : [ — S.A seguir,
veremos que esta propriedade caracteriza as superficies isométricas (o que da mais sentido a
definicado, intuitivamente).
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Proposicio 55 Sejam (S, : U — R3) e (S, ¢ : U — R3) superficies simples
sdo isométricas se, e somente se a aplicagdo:

p=¢ogpl: S — S
(u,0) = gog~i(u0)

ao comprimento de ¢ o «.

. EntdioSeS

preserva comprimento de curvas, isto é, para toda curva « : I — S, 0 comprimento de « é igual

Seja:

aw: I — S
to— g(ar(t), ax(t))

uma curva regular em S e ¢poa : I — S a imagem da curva « pela isometria ¢. Como, por

definicdo ¢ = @ o ¢!, temos, para todo t € I:

Q(t) = (poa)(t) = (gog " oa)(t) = go (¢~ o (p(ar(t),ax(t))))

e portanto:

W (1) = 3 a1(1),aa(0)) a4 (6) + 92 (a1 (1), ) - (1)

#(0) = 32 (a1(1),aa(t)) - a4 (1) + 22 (ar (0) 1)) - (1)

e os comprimentos das curvas a e & de ty a t; sdo dados por:

@) = [ /IO Ear(0)aa(0)) + 201 (6) - a4(0) - Flan (1), (1)) + 250

- G(ay(t),ax(t))dt

(@) = / VI8 (O] E(ar (), ax(t)) +2- a) (1) - ah(t) - Flay (1), a2(t)) + [a(1)2

- G(ay (), ax(t))dt

Uma vez que S e S sdo isométricas, temos, pela Definicao 56, para todo t € I:



de modo que:

0(w) = L(®)

Reciprocamente, suponhamos que para toda curva « : I — S, 0os comprimentos de « e de
& = ¢ owa coincidam. Mostraremos que (S, ¢ : U — R®) e (S,¢ : U — R3) sdo isométricas.
Seja g = (up,v9) € U qualquer. Considere a curva:

a: |—¢el — S
t — @(up+t-a,v9+t-b)

em que a e b sdo quaisquer constantes que ndo se anulam simultaneamente e ¢ > 0 é tal que
(Vt €] —¢,e[)((ugp+t-a,v9+t-b) € U). Sejam, ainda, s e s fungdes comprimento de arco de
« e « entre ty e t, respectivamente, ou seja:

s(t) = [ a'(0)

50 = [ 1(0)

Dado que, por hipétese, ¢(a) = ¢(x), tem-se para todo t €] — ¢, ¢[:

s(t) = 5(t),

derivando os dois membros da igualdade acima, obtemos:

Vet E@(t),ax(0) +2-a b Far(t),ax(t)) + 12~ Glan (1), aa(1)) = & / o/ ()t = /() =

=¥(0) = g [ IOt =07 (6 02(6) +2-0-b- Flan (1) (1)) + - Glan (), a2()

e portanto:

\/az ~E(ay(t),a2(t)) +2-a-b-F(ay(t),ax(t)) + b2 - G(ay(t),ax(t)) =
2 (@ (6),ax(6)) +2-a- b F(ay (), aa(t)) + 2 - Gla (£) aa()

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

a® E(a;(t),a0(t)) +2-a-b-Flay(t),ax(t)) + > - G(ai(t), ax(t)) =
= a%-E(ay(t),a2(t)) +2-a-b-F(a(t),ax(t)) + b*- G(ay (1), ax(t))
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ou seja, para todo t €] — ¢, ¢:

a* - (E(a1(t),az(t)) — E(a1(t),az(t))) +2-a-b- (F(ay(t),a2(t))—
— F(a1(t), a2(t))) + b* - (G(ay(t), az(t)) — G(ar(t),a2(t))) = 0

Em particular, para t = 0 temos:
- (E(q) — E(q) +2-a-b- (F(g) — F(q)) + 1~ (G(g) — G(g)) = 0

que vale para quaisquer constantes a,b € R. Portanto, fazendo a = 1 e b = 0, concluimos que
E(q) = E(gq), e fazendoa =0e b = 1, obtemos G(g7) = G(g). Concluimos assim que:

2-a-b- (F(g) - F(g)) = 0
de modo que fazendo a = 1 = b, obtemos F(q) = F(g). Assim, pela Defini¢do 56, como g é
um ponto qualquer de U, tem-se S e S isométricas.

6 Segunda Forma Fundamental: Curvatura Normal

O estudo das propriedades geométricas locais de uma superficie regular depende de duas
formas quadréticas, uma das quais sendo a primeira forma fundamental. A segunda serd
estudada nesta secdo.

Definigdo 56 (segunda forma fundamental) Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular
parametrizada simples. Fixado q = (ug,vo) € U, a sequnda forma quadrdtica de (S, ) em q
é a fungio:
I;: T,S — R
@y > {(a”(0), N(ug,v0))

em que o ;] — g,e[— S é tal que x(0) = q e «’(0) = @, e N(ug,vo) é 0 vetor normal a S em q.

Vamos ver agora que I1;(@;) nao depende da curva a escolhida. De fato, como @, € TS,
tem-se:

L d d
Wy = a- %(uo,vo) +b- a—(g(uo,vo)

para certos a,b € R. Consideremos uma curva:

45



a: |—egel — S
t = glar(t),a(t))
tal que (a1(0),a2(0)) = (uo,v9) e a’(0) = Wy e (a1(0),a3(0)) = (a,b). Como:

(1) = 32 a1 (1), aa()) a4 (6) + 92 (a1 (1), 1)) - (1)

e aplicando a Regra da Cadeia e a Regra do Produto, obtemos:

2 2
W(6) = al (1) 22 a1 (1), a2(1) + [ (]2 2 2 an (1), ax(1)) +2- (1) -5 (1) - & (an (1) ma(t)) +
2
1P - 22 a1(0),aa(t)) + a4 (1) - 22 (a1 (1), (1)
de modo que fazendo t = 0:
2" (0) = a?- gZT(g(uo, vo) + 2ab - aa:g)v(uo,vo) +1?- (2)27(5@10, o)

Assim,

[ (@) = (a"(0), N(uo,v0)) =
az 82 aZ .
= <¢12 29 (ug,v9) + 2ab - ~—L-(ug,v9) + b - a—v(g(uo,vo),N(uo,vo)> =

ou2 0oV
2
— EIZ- <a q)(u(),v()),

u
. 32 3 32 .
N (1, vo)> +2.a-b- <aua¢v(u0,vo),N(u0,vo)> + 2. <a—;§(uo, vo), N(up, vo)>

ou?

e esta tltima expressdo ndo depende de «.

Introduzindo a notacdo:

0%¢ _,
e(ug, vo) = <_8u2 (1o, vo),N(uo,vo)>
_ /P N
f(uOI UO) — auav (l/l(), UO)/ (uO/ UO)>
%9 _,
\g(uo,vo) = <—avz (10,v0), N (uo, Uo)>

temos que:
11,(@,) = a* - e(uo, vo) + 2ab - f(uo,vg) + b* - g(ug, vo)
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ou, matricialmente:

e = Lo 00 [ 0 e ] (6]

As fungoes diferencidveis: ¢, f,¢ : U — R sdo denominadas os coeficientes da segunda
forma fundamental da superficie regular parametrizada simples (S, ¢).

Definicio 57 (curvatura normal) Sejam (S,¢ : U — R3) wuma superficie regular
parametrizada simples e ¢ = (ug,vo) € U. A fun¢do curvatura normal em q é a fungdo:

et T,S\{(0,0,0)} —» R
11,(@,)

w =
1 I, (@,)

—

.

Observagado 58 Seja (S, : U — R3) uma superficie regular simples e g = ¢(ug,vy). Se @ €
T,S \ {0}, entdo:

(VA € R\ {0}) (n (A - @) = xc0 (@)
De fato, seja:

o d 0
w=a- %(uo,vo) +b- a—(g(uO/UO)

com (a,b) # (0,0). Sejam, ainda, ey, fo e go 0s coeficientes de sua sequnda forma fundamental. Temos:

€0 fo /\-El:|
S A-a A-b |- .
K(A-?T))—Hq()\'w)—[ i | [fo go} {/\'b _
, = 7 o =
I, (@) A2 (W, D)
A2oa?eg+2-A%-a-b-fo+ A2 b2 g
A2 (D, D) N
a2-60+2-a-b-f0—|—b2-g0_Ilq(zT))
(@, @) L;(w)

= #n (D)

Como consequéncia, pode-se falar na curvatura normal em q sequndo toda uma diregdo tangente a
superficie

Antes de dar alguns exemplos, vejamos a interpretacdo geométrica da curvatura normal e
da segunda forma fundamental. Sejam @ € T,S unitario e:
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a: I — S
s = @(a(s) az(s))
uma curva regular parametrizada por comprimento de arco sobre a superficie S que passa
pelo ponto g = a(sg) = @(a1(so),a2(s0)) € S tal que a’(sp) = @. Se a curvatura de a em sp é
ndo nula, ou seja, se k. (sg) # 0, entdo:

(@) = 1g(@) = (& (s0), N(@(a1(s0), 22(50)))) =
= K (50) - (Na(s0), N(¢(a1(s0), 22(50)))) = Ka(s0) - cos() (7)

em que N, (s9) é o vetor normal a curva a em sy e 6 = £(Ny(sg), N(@(a1(s0),a2(s0)))).

Como I1;(@) e x, (@) ndo dependem da curva « escolhida, podemos aplicar a relagio (7)
a uma curva mais conveniente, que chamaremos de se¢do normal da superficie determinada
por W, obtida da interse¢do do trago de ¢ para (u,v) suficientemente proximo de (1, vg) com
o plano que passa por ¢(u, vg) e é ortogonal ao vetor @ x N (g, vp).

Nestas condi¢des, a se¢do normal é o trago da curva regular plana definida por a(s) =
¢(ai(s),ax(s)), parametrizada por comprimento de arco, tal que (a1(s0),a2(sp)) = (1o, vo) €
B'(s0) = @. Se Ka(sp) = 0, entdo x, (@) = I1;(w) = 0. Se xx(sp) > 0, entdo o vetor normal
Nai(sg) = =N (¢(ut9,v9)) e, portanto, segue-se de (7) que:

Portanto, concluimos que, se @ é um vetor unitdrio tangente a superficie em ¢, entdo

|k ()] é igual & curvatura da se¢do normal em g determinada por @.

Observamos que, se @ é um vetor ndo-nulo de T,S, entdo [I,(@) = |@| %k, (@), isto &,
|11;()| é igual & curvatura da segdo normal a S em g, determinada por @, multiplicada por
]|

Segue-se que se ¢§ = ¢ oh para alguma reparametrizacio i : U — U, entdo a se-
gunda forma quadrética e a curvatura normal de (S, ) em § = ¢(ily,Tp), e a de (S, ¢) em
h(ig,d9) = (up,vg) permanecem inalteradas ou mudam de sinal, a depender da orientagdo
do vetor normal a superficie naquele ponto.

Exemplo 59 Considere a superficie parametrizada por:

¢: Rx]0, [ — R3
(u,v) +— (a-sin(v)-cos(u),a-sin(v) -sin(u),a - cos(v))
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que descreve uma esfera centrada na origem e de raio a, e o vetor normal:

N(u,v) = (—sin(v) - cos(u), — sin(v) - sin(u), — cos(v))
aponta para dentro da esfera, concluimos que a curvatura normal é constante e igual a % e a segunda
forma quadrdtica é igual a @, para todo q = @(u,v) e @ € T,;S
Exemplo 60 Seja:
p: R*> — R3
(u,v) — (r-cos(u),r-sin(u),v)

com r > 0, a superficie do cilindro circular. Vamos calcular os coeficientes da primeira e sequnda formas
fundamentais de S e verificar que existem diregdes tangentes em que a fungdo admite um mdximo e um
minimo. Como:

g—i(u,v) = (—r-sin(u),r - cos(u),0)
a—"’(u,v) = (0,0,1)
” 9 (14, v) x 22 (u,v
N(u,v) = g” g” = (cos(u),sin(u),0)
) 52 (u,0) x —(Z’j(u,v)H
2
g?(u,v) = (—r-cos(u), —r-sin(u),0)
¢
gya (u,v) =(0,0,0)
99 _
| 502 (u,v) = (0,0,0)
temos:
E(u,v) = 1%, F(u,v) =0,G(u,v) =1
e(u,v) = —r, f(u,v) =0,8(u,v) =0
. 0 o ) .
Portanto, se 0 = a - a(u,v) +b- %(u,v) é um vetor tangente a ¢ em q = ¢ (1, vo), entio:
IL(®) = a* - r* + b2,
II;(@) = —a®-r

Logo, para um vetor tangente nio-nulo, W, temos:
(@) = 5o
Kn(W) = 5—5—>5
" a% - r2 4 b2

Observamos que x, (W) < 0 e a igualdade x, () = 0 ocorre se, e somente sea = 0e b # 0. Se
a # 0, entdo:
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at-r 1
- < =
a?-1r24+b% " r

S 1 e . -
Portanto, k(W) > — eessa ultima igualdade ocorre quando b = 0. Concluimos que a fungio
tn : T,8 \ {0} — R admite um mdximo e um minimo nas direcoes de g—ﬁ(u,v) ede %’(u, v), respecti-

vamente.

Exemplo 61 Considere a superficie parametrizada por:
p: R — IR3
(u,0) — (u,0,u®>—0?)

que descreve o paraboloide hiperbélico. Calculando os coeficientes da primeira e sequnda formas funda-
mentais em q = ¢(0,0) = (0,0,0), obtemos:

4

g)_f(u/v) = (1,0,2Ll)

a_z))(u’ U) = (0/ 1, _27])

N](u v) = g_i(u,v) X ?,—Z(u,v) _(—2u,—20,1)

U o) < o) VIR

az

a_L;Z(u,v) = (O/ 0; 2)

"¢

gya (T/l, U) — (O, 0,0)

o9 _
\ Jv (u,0) = (0,0,-2)

temos:

(E(u,0) = g—f(u,v),g—Z(u,v) — ((1,0,2u), (1,0,2u)) = 1 + 42
F(u,v) = g—Z(u,v),g—Z(u,v) = ((1,0,2u), (0,1, —2v)) = —4uv
G(u,0) = <g—(£(u,v),g—(£(u,v)> — ((0,1,-20), (0,1, —20)) = 1+ 422

_ az_gouv (o)) — (—2u,—20,1) \ _ 2
ol = <a5¢22( D8w) = (002, “W> =T
flu,v) = <augpv(u,v),ﬁ(u,v)> = <(0,0,0), \;1—:2;—21432 =0

2 _ _ _

(st00) = (FE 0. Mo ) = (0.0,2), 2B ) = ol

50



e portanto:

2 -2

{E(0,0) =1+4-02=1, F(0,00=-4-0-0,G(0,0)=1+4-02=1

e(0,0) = =2,f(u,v)=0,¢9(u,v) = - _
(0.0) V1+4-02+4-02 fluv) 8tu,) V1+4-02+4-02
Portanto, se 0 = a - 8_(p(0 0) +b-a—q)(0 0) € T,S, temos:

’ ou "’ ov "’ = '

L(@) =a*1+2-a-b-0+b* 1=a+0b?

11,(@) = <w,ﬁ((p(0,0))> = 2.2 421
de modo que se @ # 0:
I1,(@)  —2a% + 2b?
I(w)  a%+b?
Concluimos que x, assume o valor mdximo 2 e o valor minimo —2 nas diregbes de (0,1) =

¢ _d¢ .
%(0, 0,0) e (1,0,0) = 5(0,0), respectivamente.

Kkn(0) =

Exemplo 62 A superficie parametrizada por:
p: R* — R3
(u,v9) — (u,v,u’— 3uv?)

é denominada “sela do macaco”. Temos:

)
g_i)(u’ T)) = (1/ 0/ 31/12 - 37]2)
a—:f(u,v) = (0,1, —6uv)
J 0
Ni(u,0) — 2w X Gi(wo) (302 —3u? —6uv, 1)
7 5 5— 5—
’ a_f(uzv) X %(u,v)” |(3v% — 3u?, —6uv,1)||
2
Ea)L;g (1/[, U) — (0, 0, 611)
aay;ov(”'”) = (0,0, ~6v)
0° g B
\W(u’ U) - (0/0/ 61/1)
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Figure 2: A sela do macaco. Vocé pode interagir melhor com esta superficie em
https:/ /www.geogebra.org/m/efréefgshttps:/ /www.geogebra.org/m/efréefgs

e portanto:

0
3—9”(%0) = ((1,0,3u® — 3v%), (0,1, —6uv)) = —6uv - (3u®> — 3v?)

)
E(u,v) = a—(u,v), a—Z(u,v) = ((1,0,3u?® — 3v?),(1,0,3u® — 30?)) = 1+ 9u* — 18u?v? + 9v*
F(u,v) =

> = ((0,1, —6uv), (0,1, —6uv)) = 1 + 36u%v?

)

2 R (30 — 3u?, —6uv, 1) bu
o9 N = =

(00 Nwo) ) = (O0,60) 105 ) = a1

0%¢ - (302 — 3u?, —6uv, 1) —6v
(30? — 3u?, —6uv,1)
| (3v% — 3u?, —6uv,1)||

1
—6u
| (302 — 3u?, —6uv,1)||

\

0
—(P(u,v),ﬁ(u,v)> = <(0, 0, —6u),
e portanto:

{E(o,o) =1 F(0,0) =0, G(0,0) =1
e(0,0) =0, f(u,v) =0,¢(u,v) =0

de modo que a curvatura normal e a sequnda forma fundamental sdo ambas funcoes nulas na origem.

7 Curvaturas Principais, Curvatura Gaussiana e Curvatura Média

Na secdo anterior, apresentamos varios exemplos em que obtivemos explicitamente a funcado
curvatura normal e verificamos que essa fun¢do admitia um maximo e um minimo. Esse é
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um resultado geral que provaremos na sequéncia. Os valores méximo e minimo da fungao
curvatura normal em um ponto g serdo chamados curvaturas principaus e, a partir destas,
definiremos a curvatura Gaussiana e a curvatura média.

Neste secdo denotaremos por Ey, Fy, Go, o, fo e go 0s coeficientes da primeira e da segunda
forma fundamentais de uma superficie regular parametrizada simples, (S, ¢) em um ponto

90(”0/ UO)'

Proposigio 63 Sejam (S, ¢) uma superficie regular parametrizada simples e x, : T,S \ {0} —
R a fungdo curvatura normal de (S, p) em q = ¢(ug,vy). Entdo existem vetores unitirios e
ortogonais, W1, Wy € T4S tais que ki = 1, (W) e ko = x,,(W2) sdo os valores minimo e mdximo
da fungdo .

Se:
koo TaS\{0} — R
11;()
Iy (@)
for constante, entdo quaisquer vetores unitarios ortogonais de TS satisfazem as condi¢des da
tese.

—

Suponhamos que «;, : T;S \ {0} — R ndo seja constante. Consideremos a fungao:
Kot R2\{(0,0)} — R
(a,b) |—>Kn(a~g—(£(q)+b~g—(£(q))
isto é:
a®-eq+2ab - fo+b*- go

aZ-E0+2ab-F0—|—b2-Go

Esta fungdo é diferenciavel, ja que (a,b) # (0,0). Além disso, para todo A € R\ {0}
tem-se K, (A -a,A-b) = K,(a,b). Portanto, para obter os valores maximo e minimo de x,, basta
restringirmos %, a circunferéncia S! = {(a,b) € R? | a® + b* = 1}.

Kn(a,b) =

Como &, é continua, entdo existem pontos (a1, b1), (a2, b,) € S tais que:

k1 = Kn(ay,b1) e ky =Kn(az, ba) 8)

sdo, respectivamente, 0 minimo e o maximo da fungéo «,, [g1. Assim, para qualquer (a,b) € sl
tem-se:

53



kl S ’k/n(a/ b) S kZ/

Além disso, como x;, ndo é constante, k1 < k. Consideremos, agora, os vetores:

L dg dg
Wy = a5 (q) + by 30 (9)
L 0 ¢
Wy =dz- =~ (q) + by 50 (9)

Pela propria defini¢do de ¥, temos que, para todo @ € T,S \ {0},

k1 = xn(01) < 50 (D) < 50 (D2) = ko

Provemos, agora, que w; e W, sdo ortogonais. Como (ay,b1) e (az,bp) ddo o minimo e o
maximo da fun¢do x,, entdo as derivadas parciais de k, sdo nulas nestes pontos. Calculando
essas derivadas parciais e usando (8), obtemos as seguintes expressoes:

oK,
aan (a1,b1) =
(2[1160 + ZblfO) . (a% -Eog+2a1b1 - By + b% . Go) — (Ll% -eo + 2a1b1 -f() + b% . go) . (261 - Eg + 2b; - Fo)
(a% . Eo + 26!11?1 . F() + b% : G0)2
2ay -eg+2b1 - fo (2611 - Eg + 2bq 'FO) a%-eo+2a1b1 -fo-l—b%-go

(a2 - Eo+2a1by - Fo+b%-Go) (a2 - Eg + 2a1by - Fo+ b2 - Go) (a2 - Eg + 2a1b; - Fy + b2 - Go)

_ 2a1 - eg + 2by - fo _ (241 - Eo +2b, - Fy) kg =
(a% -Eg+2a1b1 - Fy + b% - Go) (El% -Ey+2a1b1 - Fy + b% - Go) !
2
= (a1-eg+by-fo—a1-Ey-k1—b1-Fy-ky) =
(a%.E0+2a1b1'F0+b%'G0) (1 0 1 fO 1 0 1 1 0 1)

2

= : —ky-Ep) - —ki-E)-b1=0
(a2 - Eg +2a1by - Fy + b2 - Go) [(e0 = ki~ Eo) - a1+ (fo — k1 - Fo) - bu]

2
0
(a%-E0+2a1b1-Fo—|—b%-Go) 7£
(eo —k1-Eo)-a1+ (fo—ki-F) b =0, 9)

donde podemos concluir que, como

Analogamente:
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e
a; (a2,by) =

(2[126() + szfo) . (a% - Eg + 2asby - Fy + b% . Go) — (a% - eq + 2a»b; - f() + b% . go) . (2(1 - Eg + 2by - Fo) B

(a% - Eg 4+ 2asb, - Fy + b% . G0)2

. 2a2'€0+2b2'f0 . (2(12'E0+2b2'F0) . a%-€0+2612b2'f0+b%-g0 _
((Z% - Eg + 2arby - Fy + b% . G()) (a% - Eg + 2asby - Fy + b% . Go) (ZZ% - Eo + 2asby - Fy + b% . Go)
2a; -eg+2by - fo (2(12 - Eg+ 2b; - Po)

N (a% - Eg 4 2ayb, - Fy + b% . Go) (El% - Eg 4 2ayb, - Fy + b% . Go)

2
- (az'Eo+2a2b2-P0+b2.GO)'(a2'60+b2'f0_”2']50'k2—bZ'PO'kZ):
2 2

2
= 5 -[(eo—kZ‘Eo)'ﬂg—l-(fo—kz'l:o)-bz]:O
(az-E0—|—2a2b2-F0+b2-G0)

(eo —ko-Ep)-ar+ (fo—ko-Fy)-br =0, (10)

Calculando a derivada parcial de ¥, (a,b) com respeito a b é:

a’fn(ﬂl, bl) _
ob
(2111f0 + 2b1g0) . (ﬂ% -Eo +2a1b1F + b%Go) — ([Z% -eq + 2a1by - f() + b% . go) . (25[11:() + ZblGo) _
(a% -Eg 4+ 2a1b1 - Fy + b% . Go)z
(2a1f0 + Zblgo) (2111F0 + ZblG())

pu— —k . p—
(a%-E0+2a1b1-F0+b%-G0) ! (a%-quLZalbl -Fo—i—b%-Go)
2

= . —ki-EF) - —k1-Gp)-bil=0
(a3 - Eg +2a1by - Fy + b? - Go) [(fo—Fk1-Fo) - a1+ (8o — k1 - Go) - 1]

donde segue que:

(fo—ki-Fy)-a1+ (g0 —k1-Go) b1 =0, (11)

Analogamente,
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8’15,1 (112, bz)
db
(Zazfo + 2b2g0) . (ﬂ% . EO + 2a2b2P0 + b%Go) — (a% -ep + 2a2b2 . f() + b% . 80) . (26!21:0 + szGo)
(a% - Eg 4 2asb, - Fy + b% . Go)z B
_ (2a2fo + 2b1%0) . (2aFy + 2b,Go)
" (2-Eo+2mb, Fo+b2-Go) (a2 Eg+ 2asby - Fy + b2 - Go)
2

— . — k- E) - —k-Gp)-b ]l =0
(a3 - Eg + 2a3by - Fy + b2 - Gy) [(fo— k2 Fo) - a2 + (80 — k2 - Go) - o]

donde segue que:

(fo—k2-Fy)-az+ (g0 —ka-Go) - b =0, (12)

Se a1, 4y, b1, by sdo ndo-nulos, entdo multiplicando (10) por a5:

(eo—kz'E())-[Zl-az—i-(f()—kz-l:())-al-bz:0

multiplicamos (9) por a;:

(EO—kl-Eo)-ﬂ1-612+(f0—k1-1:0)-az-b1:0

Subtraindo uma das equagdes acima da outra:

(e —ky-Ep)-ay-ax+ (fo—ka-Fo)-a1-bp—(eo—ky-Eg)-a1-ax— (fo—ki-Fy)-ax-by =0

Em seguida, multiplicamos (12) por b;, obtemos:

(fo—ko-Fy)-az-bi + (g0 —koGo) - bo-by =0
e multiplicamos (11) por by:

(fo—ki-Fo)-a1-ba+(go—k1-Go)-b1-bp=0

Subtraindo uma da outra, obtemos:

(fo—ka-Fy)-ax-b1+ (g0 —kaGo) - bp-by — (fo—k1-Fo)-a1-ba— (g0 —k1-Go) - b1 -bp =0

Somando as equagdes obtidas, temos que:
(fo—ki-Fo)-(az-by—ay-ba)+ (fo—ko-Fo)-(ap-by —ay -bp) =0
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(fo—ki-Fo)-(az-by—ay-ba) + (fo—ko-Fo)-(ax-by —ay -bp) =0

(kl — kz) . (alaon + a1boFy + arb Fy + blbzGo) =0

Como ki # ky, concluimos que:

aya2Eg + a1baFy + apb1Fy + b1baGg = 0
isto é:
0 0 0 0
aiap <£(u0, v9), %(Mol Z)0)> + (a1by + axbq) <£(uo,vo), %(uol Uo)> +
0 0
+ b1by <a—f(uol o), a—zj(uo, Uo)> =0

Observando que o primeiro membro da igualdade acima é igual a:

oo d d d 0
(W01, W) = <ﬂ1 ' %(uo,vo) + by - a—z(uo, Vo), az - %(uo,vo) + by - a—(g(uo,vo)>

concluimos que:

<ZT71, Zﬁz> = a1a2Ey + a1bo Fy + apb1 Fy + b1b,Gyg = 0

De um modo andlogo, prova-se que @, e Wy sdo ortogonais quando algum dos ntimeros
ai1,4a,by, by se anula. Observemos que obtivemos dois vetores ortogonais, @y e Wy, ndo neces-
sariamente unitarios (embora a? + bi2 =1,7 € {1,2}) que ddo o minimo e o méximo da fung¢do
K,. Considerando:

= 1 e Wy = _ZT)Z
|1l lkz2

S

w1

Como (A - w) = x,(w) para qualquer A € R\ {0}, concluimos que w; e w, satisfazem
as condicdes da tese desta proposicdo.

Com a notagdo da proposicao anterior, os vetores @, e W, sdo chamados vetores princi-
pais da superficie S em g, e as curvaturas k; e ky sdo denominadas curvaturas principais de
S em gq. As dire¢oes de T,;S determinadas pelos vetores principais sdao denominadas dire¢des
principais.
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of principal vector
curvatures

tangent
plane

Figure 3: Curvas principais.

Defini¢do 64 (curvatura gaussiana e curvatura média) Sejam (S, ¢) uma superficie regu-
lar parametrizada simples e g € S. O produto das curvaturas principais em um ponto q € S:

K(q) = k1 : k2
é denominado a curvatura gaussiana de S em q, enquanto que a semi-soma:
ki + ky
H(q) = =—5—

é chamada curvatura média de S em q.

Exemplo 65 Vimos que a esfera de raio a > 0 descrita pela parametrizagio:

p: U=Rx]0,7[ — R3
(u,v) — (a-sin(v) - cos(u),a-sin(v) - sin(u),a - cos(v))
1
tem a curvatura normal constante, k, = P Além disso, em qualquer ponto (u,v) € U, todo vetor

tangente é um vetor principal,. e as curvaturas principais sio ky = ko = 1. Concluimos que:

1 1
k=—e H=-
a a
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Exemplo 66 Considere o cilindro circular descrito por:
p: R2 — R3
(u,v) — (r-cos(u),r-sin(u),v)
Sabemos que dado qualquer q = (u,v) € R?, a curvatura normal satisfaz:

1
—— <1, <0
r

e assu8me o minimo e o maximo nas diregOes tangentes as curvas coordenadas. Portanto, considerando
os vetores unitdrios nessas diregdes, temos que:

W = (—sin(u),cos(u),0) e @, = (0,0,1)
silo o0s vetores principais em q = (u,0) e ki = x,(@1) = —1,ko = x,(@2) = 0 sido as curvaturas
principais. Portanto:
1
—0eH=——
* ¢ 2r

Exemplo 67 Quanto a sela do macaco, parametrizada por:

p: R> — R3
(u,0) + (u,0,u°— 3uv?)

vimos que a curvatura normal da superficie em (0,0) é identicamente nula. Portanto, as curvaturas
principais em (0,0,0) sdo nulas, e x(0,0,0) = H(0,0,0) = 0.

Mais adiante, usando a demonstragdo da proposicdo anterior, obteremos um método
algébrico para calcular as curvaturas principais a partir dos coeficientes da primeira e se-
gunda formas fundamentais. Antes, porém, vamos provar que as curvaturas principais k; e
ky, determinam a curvatura normal em gqualquer direcéo.

Proposicio 68 (Férmula de Euler) Seja (S,¢ : U — R®) uma superficie reqular
parametrizada simples, q = (ug,v9) € U e ki e ko as curvaturas principais de S em ¢(q),
e Wy e Wy os vetores principais em ¢(q). Para todo vetor @ € Ty S tal que || @ =1, se:

W = cos(0) - Wy + sin(0) - @y,

entdo
K () = k3 - cos?(8) + ky - sin®(8)

Consideremos:
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~ d d
1 = a1 50 (q) + b1+ 50 (q)
9 56
Wy = ay - @(‘J) + by - %(Q)
tais que k1 < k(1) < K, (W3) = kp. Como @ = cos(0) - W1 + sin(0) - W,, temos que:
. , d¢ , 99
@ = (cos(8) - a1 +sin(0) - az) - ==(q) + (cos(0) - by +sin(0) - by) - =——(q)

ou Jv

Portanto,

K0 (@) = (cos(8) - ay +sin() - a2)? - eg+
+2-(cos(8) - a; + sin(6) - az) - (cos(0) - by + sin(6) - by) - fo+
+ (cos(8) - by +sin(0) - by)? - go

em que e, fo e go sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de S em 4. Desenvol-
vendo a expressdo acima, obtemos que:

K0 (@) = cos?() - kg +sin?(0) -k +2 - A - sin(8) - cos()

em que:
A=aj-ay-eg+(a;-by+ay-by)-fo+b1-b2-go
Afirmagao: A = 0.
Como x,(w) < ky, temos que, para todo 6:

cos?(0) - ky +sin?(0) - kp +2A - sin(6) - cos(8) < ky = ky - sin®() + k; - cos*(6)

de modo que:

cos?(0) - (ko — k1) —2A -sin(6) - cos(#) > 0
Portanto, para todo 6 # 7, dividindo ambos os membros por cos?(6), obtemos:

(k2 — kl) —2A- tan(O) > 0 (13)

Suponhamos que A # 0. Se A > 0, entdo existe § = 7 — A, A suficientemente pequeno,
tal que 2- A -tan(f) > ko — k1, o que contradiz (13). Analogamente, se A < 0, entdo existe
6 = Z + A tal que 2Atan(0) > ky — k1, o que novamente contradiz (13). Concluimos que
A = 0. Portanto:

K () = cos?(0) - ky + sin?(8) - ky
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Na proposicao seguinte, obteremos a curvatura média e a curvatura gaussiana a partir dos
coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais.

Proposigdo 69 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie parametrizada simples e seja (ug,vg) €
U. Denotando por q = ¢(ug, vg), entdo:

_ 1 e0-Go—2-fo-Fo+Eo-go

H
(@) =3 Eo-Go— F2

_e-80—f§
K(q)_Eo-GO—POZ

- . o L — d
Se um numero real kg é uma curvatura principal em ¢, na diregdo de @ = ag - 52 (g) + bo -

g—(g(q), entdo temos o seguinte sistema linear:

(eo — ko - Eo) - ao + (fo — ko - Fo) - bop =0

(fo—ko - Fo) - a0+ (g0 — ko - Go) - bo = 0
De fato, como na demonstragdo da Proposi¢dao 63, como ky é o valor minimo ou méaximo da
funcao:

a®- ey +2ab - fo+b*- go
a2 -Eq+2ab-Fy+ b?%- Gy’

em (ag,bp), obtemos o sistema de equagdes acima calculando as derivadas parciais dessa
funcdo em (ag, by).

(a,b) € R*\ (a,b)

Segue-se do fato de que (ag, by) é uma solugdo néo trivial do sistema com determinante:

e —ko-Eo fo—ko-Fo| _|,
fo—ko-Fo go—ko-Go|
isto é, ko satisfaz a equacao:
2 2 )
o met2b oty wg—ff
a? - Eg+2ab - Fy + b2 - Gy Ey-Go— F?

Pela relagdo entre os coeficientes de uma equagdo do segundo grau e as raizes da equacéo,
conluimos que:

_ 1 e-Go—2-fo-Fo+Eo-go
2 Ey-Go— F2

H(q)
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() = S80S
Eo-Go— F
A proposi¢do que acabamos de demonstrar nos permite calcular a curvatura gaussiana e
a curvatura média de uma superficie regular parametrizada (S, ¢ : U — R®) em qualquer
ponto (up,vg) € U a partir dos coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas. Em
seguida, resolvendo a equacao:

x* =2 H(p(1,0)) +x(g(u,v)) =0

obtemos as curvaturas principais, k; e kp da superficie. A seguir, veremos como obter os ve-
tores principais de k; e k».

Proposigao 70 Seja (S, ¢ : U — R®) uma superficie parametrizada regular. Um vetor nio-
nulo @ = ag - g—(l’;(q) + by - ?,—Z(q) tangente a S em q = @(ug,vo) é uma direcio principal de
curvatura principal kg se, e somente se, ag e by sdo solugdes do sequinte sistema linear:

{(eo—ko-Eo)-a0+(f0—k0-F0)-b0:0

14
(fo—ko - Fo) - a0 + (g0 —ko - Go) - bo = 0 )

Se @ é uma direcdo principal e kg = x, (@) é uma curvatura principal, entdo ja vimos na
demonstra¢do da proposicao anterior que (14) se verifica.

Reciprocamente, se ag e by satisfazem (14), entdo como (ag, byp) é uma solugdo nédo-trivial
de (14),

eo—ko-Eo fo—ko-Fo| _|,
fo—ko-Fo go—ko-Go

Concluimos, usando a demonstracdo da Proposicao 69, que ko é uma curvatura principal.

Para provar que @ é uma dire¢do principal, vamos provar que «, (@) = ko. Suponhamos
que ag e by sejam ndo-nulos. Somando a primeira equacdo de (14) multiplicada por ap com a
segunda multiplicada por by, obtemos:

(eo — ko - Eo) - a5+ (fo— ko Fo) -ag-bo =10

(fo—ko-Fo)-ao-bo+ (g0 —ko-Go) - b5 =0
80'a%+2foao'b0+go-b%:ko'(Eo~ﬂ%+2po~€lo-bo+G0~bg)

Portanto,
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€o'a%+2'f0~a0~b0+go'b6 B

Kn(W0) = =
n(@) Eo'a(z)—i—Z'Fo-ao-bo—i—Go'bz

Se ag = 0 ou by = 0, obtém-se facilmente que «, (@) = k.
Observamos que as solugdes do sistema (14) fornecem dire¢des principais. Para obter os
vetores principais, basta considerar os vetores unitarios nessas diregdes.

Exemplo 71 Considere o paraboldide hiperbélico (sela) parametrizado por:
p: R> — IR3
(u,v) — (u,0,0*—u?)

Temos:

d¢ o
N(u,0) = @(u,v) X g—v(u,v) _ (u-20,1)
o9 99 V1+4u2 + 402
) Hau (,0) x 5, (1:0)

(E(¢(u,v)) = ((1,0,—2u), (1,0, —2u)) = 1 + 2u?

F(e(u,v)) =((1,0,—2u),(0,1,2v)) = —2uv

G(o(u,v)) = ((0,1,20),(0,1,20)) = 1 + 402

B o (u,-201) \ 2

o) = ((00,2) - T ) = — s
o)) = (0,0,0), 2L —o

e GV Ew T

(o,0) = (0,02), 20— 2
(S1PH T+ 4+ 42 V1 + 4u? + 402
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(¢(0,0)) = {(1,0,0), (1,0,0))
F(9(0,0)) = ((1,0,0),(0,1,0))
( 010,010)>_1+02—1+02—1

e(go(,())<<00 _9),—(0.01) >— 2 S
R

\/1+O40012+4 02 V1+4-024+4-02

"V1+4-021+4-02

(0,0,1) _
$(9(0,0)) = <002) Vit4-0214. 02>_

(0,0,0),

2
VI+4-02+4-02

Seque da Proposi¢do 69 que H(¢(0,0)) = 0 e x(¢(0,0)) = —4. Considerando as solugdes da

\

equacio x> — 4 = 0, concluimos que as curvaturas principais em @(0,0) sdo k; = —2 e ky = 2.
0
Portanto, obtemos o vetor principal W = %(0,0) = (1,0,0) para ky = =2 e Wy = 3—%’(0,0) =

(0,1,0) para k, = 2.

8 Classificacdo dos Pontos de Uma Superficie

Nesta se¢do, veremos que o sinal da curvatura gaussiana em um ponto q = ¢(1, vg) permite
o estudo do comportamento da superficie em pontos préximos de g = ¢(u, vp).

Definicdo 72 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples. Dizemos
que q = ¢(u,v) é um ponto:

(a) eliptico, se k(q) > 0;
(b) hiperbdlico, se k(q) < O;
(c) parabélico, se k(q) =0e H(q) # 0;

(d) planar, sex(q) =0e H(g) =0

Exemplo 73 Todos os pontos de uma esfera sio elipticos.
Exemplo 74 A origem do paraboloide hiperbélico é um ponto hiperbélico.
Exemplo 75 Todo ponto de um cilindro é parabélico.

Exemplo 76 Todo ponto do plano é planar.
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Exemplo 77 A origem da sela do macaco é um ponto planar.

Exemplo 78 O toro, parametrizado por:

R?  — R?
(u,v) — ((a+r-cos(u))-cos(v),(a+r-cos(u))-sin(v),r-sin(u))
em que 0 < r < a, tem pontos elipticos quando —7 < u < %, pontos parabélicos quando u = 7 ou

u = 37”, e pontos hiperbolicos quando % <u< 37”

£

Na figura a seguir, os pontos em vermelho sdo parabdlicos, os pontos verdes sdo hiperbélicos
e os purpuras sdo elipticos. (ver [5]).

Sejam (S, ¢ : U — R3) uma superficie regular parametrizada simples e g = ¢(u,vg). O
sinal da curvatura de S em g permite determinar, para (u,v) préximo de (i, vp), a posi¢ao

do ponto ¢(u,v) com respeito ao plano tangente a S em g.

Se Nq = N(ug, vp) é o vetor unitério normal a superficie em g, podemos identificar T;S com

o plano de IR® que passa por ¢(u, vg) ortogonal a Nq. Com essa identificagdo, denominamos
0s conjuntos:

{p e R®| (p— (uo, v9), Ng) > 0}

{p € R*[ {p— ¢(uo,v0), Ny) < 0}
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{p e R*| (p — ¢(ug,v9), Ng) > 0}

{r € R®| (p — p(uo,v0), Nyg) < 0}

de semiespagos determinados por T;S.

Em um ponto eliptico, as curvaturas principais tém sinais iguais, portanto as concavidades
das curvas da supericie neste ponto sdo voltadas para um mesmo semiespaco determinado
por T;S. Em um ponto hiperbodlico, como as curvaturas tém sinais distintos, existem curvas na
superficie cujas concavidades estdo voltadas para os dois semiespagos distintos determinados
por T,S.

9 Linhas de Curvatura e Linhas Assintoéticas

Se (S, : U — R3) é uma superficie regular parametrizada e se aj,a, : I — U sdo fungdes
suaves, entao:

a: I — S
b= gai(t) ax(t))
é uma curva da superficie S. Se « é regular, dezemos que « é uma curva regular da superficie.

Dentre as diversas curvas regulares de uma superficie, vamos apresentar trés tipos de curvas
que merecem um estudo especial.

Definicido 79 (linha de curvatura) Seja (S, : U — R3) uma superficie regqular
parametrizada simples. Uma curva reqular:

a: I — S
to—= g(ar(t), a2(t))

é uma linha de curvatura da superficie S se, para todo t € 1, &/(t) é uma diregio principal de
S em a(t) = p(ay(t), a2(t)).

Exemplo 80 Toda curva reqular de um plano é uma linha de curvatura;

Exemplo 81 Toda curva regular de uma esfera é uma linha de curvatura, jé que toda direcdo tangente
é principal.

Exemplo 82 Os paralelos e os meridianos de uma superficie de revolugio sio linhas de curvatura.
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A seguir, vamos obter as equagdes diferenciais que permitem determinar as linhas de cur-
vatura de uma superficie.

Proposicao 83 Seja:

x: I — S
b= p(ar(t), ax(t))

uma curva reqular de uma superficie reqular parametrizada simples, (S, ¢ : U — R®). Entdo «
é linha de curvatura se, e somente se, aj,ap : I — S satisfazem:

(a) —aj-ay (a5)?
E F ¢ =0 (15)
e f g

em que E,F,G,e, f e g sdo os coeficientes da primeira e da sequnda forma fundamentais de S em
a(t) = @(ai(t), ax(t)).

Segue da Proposic¢ao 70 que o vetor ndo-nulo:

¥ () = (1) 5201 (0),02(0)) + a5(0) - L an (), aa()

é uma direcdo principal se, e somente se,
{w—wmm»£y4m+u—mmm>-
(f = ru(a/(t)) - F) - ay (£) + (& — ru(a'(£))

Desenvolvendo a primeira equagdo, obtemos:

~ s N
)

N—

IS

N~
VS

~

N—

|

(a)

e-ay(t) + f-ap(t) = —xu(a(t)) - [E- a1 (t) + F - ay(t)]

- al(t) + frap(t) _
E-aj(t) +F-aj(t)

Desenvolvendo a segunda equagdo, obtemos:

—x(a(t))

assim:
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ou seja, tem-se:
(e-ar(t) + f-ax(t)) - (F-ay(t) + G- ax(t)) = (E-a(t) + F-ap(t)) - (f - ar(t) + g - aa(t))

e F-[ay ()] +e- G ay(t) -ay(t) + f - E-atty=a5(F) + f - G- [ay(1)]* =
=E-f-lay() + E-g-ay(t) -ay(t) + E- foap{ty=a5(t) + F- g - [ay(1)]?

(¢ F—E-f) (O + (- G—E-g) - al(t) -ah(t) + (f -G —Fg) - [sh()> = 0

que pode ser reescrita como:

(a5) —ay-ay (ay)
E F G
e f 8

em que os coeficientes das formas quadraticas estdo sendo considerados em (ay(t),ax(t)).

Eliminando «,(a’(t)) nas equacdes acima, obtemos que a é uma linha de curvatura se, e
somente se, as fungdes a1(t) e ap(t) satisfazem (15).

=0

Exemplo 84 Considerando o helicoide parametrizado por:
p: R* — R3
(u,v) + (u-cos(v),u-sin(v),v)

vamos determinar suas linhas de curvatura. Os coeficientes da primeira e da sequnda formas funda-
mentais sdo dados por:

e(u,v) =0, f(u,v) = — !

E(u,v) =1,F(u,v) =0,G(u,v) = 1+ u?
\/ﬁ,g(u,v) =0

Segue-se da proposi¢do anterior que uma curva:

w: I — S
t = p(ar(t) ax(t))
é uma linha de curvatura se, e somente se, aj,ap : I — S satisfizerem:
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I+m (t)2 ! 2 1 !
— L ()] - —— - A ()] =0
T RO e )
0 que é equivalente a dizer que ay e ap satisfazem uma das seguintes equagoes:
a (1)

a(t) = —m

al (t) — _ all(t)
2 V1+a1(t)?
Resolvendo:
fooy _ mi(f)
w0 = T ar

obtemos:
ai(t) =sinh(t+b),ax(t) =a+t
e resolvendo:

a(t)

a(t) = _m,

obtemos:

dy(t) = sinh(t+b),ax(t) =a—1t,

em que a,b sdo constantes quaisquer. Portanto, concluimos que as linhas de curvatura do helicoide sio
dadas por:

— R3
t +— @(sinh(t+0b),a+t) = (sinh(t +b) - cos(a+t),sinh(t +b) -sin(a +t),a+1t)

R3
@(sinh(t 4+ b),a — t) = (sinh(t + b) - cos(a — t),sinh(t +b) - sin(a — t),a — t)

m
=
U
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Lema 85 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples e N : U — R3

a aplicagdo normal de Gauss. Entdo:

dp ON\ 0%¢ -
o' ou/ <808u'N =—f
dp IN\ 0%¢ B

<av'8v - UQ'N>°

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Note que para qualquer (u,v) € U, temos:

<g—(£(u,v),N(u,v)> =0

Derivando a equagdo acima com respeito a u, obtemos:

<327§20(u,v),N(u,v)> + <g—f(u,v),%—f(u,v)> =0

(.

-~

—=e

Derivando a equagdo com respeito a v, obtemos:

<aa:§v(“'7’)'N(“fv>> + <g—f(urv), %—f(u,v)> =0

N

~f
Observe que, para qualquer (u,v) € U, vale:

<3—(£(u,v),N(u,v)> =0

e derivando os dois membros da equagdo acima com respeito a u, obtemos:
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=f

N\

zaajil(u,v),N(u,v)EJr <3—$(u,v),%—f(u,v)> =0

e derivando com respeito a v, obtemos:

=8

/\\

Pg . /g N
<W(”/v)/N(u;U)> + <$(u,v),$(u,0)> =0
Finalmente, derivando os dois membros de:

(N(u,v),N(u,v)) =1

com respeito a u, obtemos:

<%—f(u,v),w(u,v)> ~0

com respeito a v, obtemos:

<%—g(u,v),N(u,v)> =0

A proposigdo a seguir permite uma outra caracterizacdo das linhas de curvatura:

Proposic¢do 86 (Formula de Olinde Rodrigues) Seja a(t) = ¢(ai(t),ax(t)),t € I uma
curva reqular de uma superficie parametrizada regular, (S, : U — R®). Entdoa : [ — S é
uma linha de curvatura de S se, e somente se, existir uma fungio A : I — R tal que para todo
tel:

dN

— (@ (), ax(t)) + A1) -&'(5) = 0

Suponha que a : I — S seja uma linha de curvatura. Considere a funcao:

A I — R
t = x(al(t))

Vamos verificar que, para todo ¢ € I, o vetor tangente a S em ¢(a;(t),a2(t)), definido por:

w(t) = N 4 (' (1)) (1)
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é nulo (‘fi—z;] é tangente a S porque N é unitario, e w é combinagdo linear de vetores tangentes).
Para isto, vamos verificar que o produto escalar de w(t) com cada vetor da base do plano

tangente é zero (ou seja, que suas coordenadas sdo nulas).

De fato, pela Regra da Cadeia, temos:

0w (0) - (G200, m2(0) 04 (0) + S a1 (), ma(0) 0500

O produto escalar de w(t) pelo primeiro vetor da base do plano tangente é:

(w(0), 52 (0, (0) ) = ai (1) ¥
d

+ a6 G (), (01, 52 (n (1), (1) )+

d

0w () 40 5200, 22(0), 5L o1 (1), 02(0) )+

0w (0) a5 S0 (1), 02(0), 5L or(0),0a(0) ) =

= ooy ()= f-ay(t) + (o’ (£)) - @y () - E+ ra(a (1)) - ap(t) - F =
= —(c—xn(&(t)) - E) - ay(t) — (f = ku(&'(t)) - F) - ay(t)

Analogamente, temos:

(w0, G2 (0 m20)) ) = a1 () G o (1), aa(0)), 5 an (1) () )+

#3100 (0) - a4(0) 52 an (1), 02(0)), 52 (a1, ) ) =
= f ()5 ah(0) 4 a0 (1) () F (e (1) - ah(8) G =
= —(f (1) - F) -l (1) ~ (5 — k@ (1)) - G) -ah(1)

Como «/(t) é uma dire¢do principal de curvatura principal «,(a’(f)) para todo t € I,
decorre da Proposigdo 70 que as equagdes (14) sdo satisfeitas por (a{(t),a5(t)), ou seja,
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._\\
~
—~
S—
+
—
-
|
2
=
~~
a\
—~
—
~—r
S—
i
S—
Q
N\
—
-
I
(@)

{(—an(t))-E)-a -F) - ah(t)
(f — k(@' (£)) - F) -2 () + (g — ka(&/ (1)) - G) - ab(t) = 0

donde podemos concluir que:

e portanto:

dN dN
(vt € 1) (G (0a(0)ma(6) + 1(0) /(1) = G (a6, ma0) + (1)) - (8) = (1) =)
Assim, se « : I — S é uma linha de curvatura, existe A : I — IR tal que:

(vt e 1) (@—fmm,az(t» LA - (1) = o)

Reciprocamente, suponhamos que a : I — S seja uma curva regular tal que existe uma
fungdo A : I — RR satisfazendo:

(Vt € 1) (";_f(al(t),az(t)) FA(D) & (t) = o) (22)

Entdo, tomando o produto interno dos dois membros da equagdo acima por g—z (ar(t),ax(t)),
obtemos:

<0;Zj(al(t),az(t)) + (1) ~w’<t>f§)—f(“1(t)'“2(”)> B

(G @020, 52 @02 )+ 200 (w0, S ar(8)aa(6) ) =0

(S @000, 52 o (0)aa(0)) ) +

20+ (S (0, m20)) - a1 (6) + G (0, 02(1)) - 250, S ar (1) ma(6) ) =0
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(G @®000), 50, ax(0) )+
#2040 (201 (0),22(6), G2 or(0)0a(0)) ) A -a30) - ( 52 a1 (1), 02(0)), 52 (a1, )) ) =
= (T @ 0,000, 52 @ (0),02(0) ) + AW - d4(0) B+ A0 a5(0) - F 23
Observe agora que, como para todo f € I, tem-se:

(NGar(0)aa(0)), 55 an (1), 02(0)) ) =0

entao:
(N0, 020), @ (), a2(0)) ) =0
(S 002000, S @ (0, a2) )+

ou seja,

<6;_Zj(a1(t),a2(t)),g—Z(al(t),az(t))> —d(t)-e—ab(t)- f

Substituindo em (24), obtemos que:
—ay(t)-e—ah(t)- f+A(t)-al(t) - E+ A(t)-ah(t)-F=0
ou seja,
ay(t) -etay(t) - f—A(t) - ay(t) - E—A(t) - a5(t) - F =0
logo:
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(e —A(t)-E)-ay(t) + (f = A(t) - F) -ay(t) = 0

Agora, tomando o produto interno dos dois membros da equagéo (22) por 3—(5(511 (t),ax(t)),
obtemos:

(S @0, ax(0) + 20 (1), 5 (@ (0, (1)) =

Observe agora que, como para todo t € I, tem-se:

(NGar(0)aa(0)), 52 an (1), 02(0)) ) =0

entao:
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<E<a1(t>’ a(t)), a—i(al (t), a2(t))>+

ou seja,

<6;—I;I(a1(t),a2(t)),%(al(t),az(t))> = —aa(t) .f_ alz(t) g

Substituindo em (24), obtemos que:

—ay(t) - f—ay(t) - g+ A(t) - ai(t) - F+A(t) -a5(t) - G =0
ou seja,

B() - f+ab(t)- g — A(t) -ah(t) - F— A(t) - aj(t) - G = 0
logo:

(f =At)-F)-ai(t) + (g = A(t) - G) -a3(t) =0

Assim, valem:

()4 (F~ M) F) - ay(t) =0
(1) + (g — M) G) - ab(t) = 0

Segue da Proposi¢do 70 que a'(t) = af(t) - 3(P(a1(t),a2(t)) + ab(t) - a—(g(
diregdo principal de S em ¢(ai(t),a2(t)), cuja curvatura principal é A(t
kn(a'(t)). Assim, a : [ — S é uma linha de curvatura.

2(t)) é uma

ay(t),a
), ou seja, A(t) =

Proposigdo 87 Seja (S, : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples. Se
(1o, v0) € U é tal que ¢(up,vo) = q € S é um ponto nio-umbilico de S, entdo existe uma viz-
inhanga, V, de (ug,vg), V C U, de pontos nio-umbilicos tal que para todo q € V existem duas
linhas de curvatura, a(t) = @(ay(t),ax2(t)),t €] —¢, el e B(t) = @(bi(t), ba(t)), t €] —¢,¢]
tais que (a1(0),a2(0)) = (b1(0),b2(0)) = g.
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Como (up, vg) ndo é tal que ¢(up, vg) é ponto umbilico de S, segue-se que:

ki +ko\? 1
H?((u0,v0)) — x(¢(0,v0)) = ( 12 2) —kl-kzzA—L-(k%+2-k1-kz+k%)—k1-k2=
1 ki —ko)?
:Z-(k%—z-kl-kz+k%):%>0

Como a fungéo (H? — k) o ¢ : U — R é continua, pelo Teorema da Conservagio do Sinal,
existe uma vizinhanca V > (ug,vp) tal que (V(u,v) € V)(H?*(¢(u,v)) — x(@(u,v)) > 0), ou
seja, V contém apenas pontos ndo-umbilicos.

Fixado g = ¢(up,vp), queremos verificar a existéncia de exatamente duas curvas em S,
a(t) = @(ay(t),az(t)),t € I e B(t) = p(bi(t),ba(t)),t € I tais que:

(a5(t))* —ai(t)-ah(t) (ai(t))? (Dy(1))* —bi(t) - by(t) (b(t))?
E F G |=0e E F G |=0
e f g e f g

com (a1(0),a2(0)) = (up,v0) = (b1(0),b2(0)). Considerando essa condigdo como uma equagao
quadratica na varidvel a/(t), temos:

(F-g—G-f)-ay(t)+ (E-g—G-e)-ay(t) - ay(t) + =0
T ~

A=(E-g—G-ef—4-(F-g—G-f)-(E-f—F-e)-ai(t)?

Mas:

b2 =(E-g—G-e)% [ay(t))?

4-a-c=4-(F-g—G-f)- =
:4-(E-F-f-g—FZ-e-g—E-G-f2+G.F-e-f)-[a’l(t)]z

Assim, o discriminante da equagdo quadratica é:

A=b*—4.q.-c=
@ (1) ((E-g~G-e)?—4-(E-F-f-g—F*-e:g—E-G-f2+F-G-e-f)) =
:[ai(t)]2-((E-g—G-6)2—4-E-F-f-g—|—4-F2-e-g+4-E-G-f2—4-F-G-e-f> (25)
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Note que:

g (e-c—z-F-f+E-g)2_

2. (E-G—F?)
_82-G2—4-F-G-e-f-|—2-E-G-e-g—4-E-F-f-g+4-F2-f2—|—E2-g2
4.(E-G—F?)2
H?> —x =
- G*—4-F-G-e-f+2-E-G-e-g—4-E-F-f-g+4-F>-f+E*-.g* e-g—f
N 4-(E-G—F?)2 E-G—F?
- G*—4-F-G-e-f+2-E-G-e-g—4-E-F-f-g+4-F*-fP+E*.¢*
4-(E-G—F?2)2
4 (EG-F) (eg—f) _
4.(E-G—F2)2
_*G*—4-F-G-e-f+2-E-G-e-g—4-E-F-f-g+4-P-f"+E o>
N 4-(E-G—F?)?
4-E-G-e-g—4-E-G-f>—4-F.e.-g+4-F~F>
4.(E-G—F?)2

ez-G2—4-F~G-e~f—4-E~F~f~g—2'E~G~e-g+E2~g2+4~E-G-f2+4-F2~e-g_

4.-(E-G—F2)2

(e-G-E-¢)>~4-F-G-e-f—4-E-F-f-g+4-E-G-f>+4-F>.¢-g

4-(E-G—F2)2

4.-(E-G—F*?. (H>—«x) =

—(e-G—E-¢)>~4-F-G-e-f—4-E-F-f-¢g+4-E-G-f>+4-F*.e-g

donde:

@ (O (4 (E-G— P22 (H? —x)) =

:[aﬁ(t)]2~((e-G—E-g)2—4~F-G-e-f—4-E~F~f~g+4-E-G-f2+4-F2-e~g> (26)

Assim, comparando (25) e (26), obtemos:
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A=b—4.
= [ (1)

= [ay(1)]*-

«C =

(E-g—G-e)2—4-E-F-f-g+ +4-E-G-f2—4-F-G-e-f>:

AN N RN

(6-G—E-g)>—4-F-G-e-f—4-E-F-f-g+4-E-G-f>+
= [ (12 (4 (E-G— P22 (H —x))

Sabemos, por (5), que E - F — G2 > 0, e como o ponto ndo é umbilico, H2—x >0, e
portanto:

>0
A=[at())* |4-(E-G—F}> - (H*—x) | >0
h/_/

>0

de modo que a equacdo quadratica:

(F-g=G-f)-ay(t)? + (E-g—G-e)-ay(t) -ay(t) + (E- f — F-e) -ay()* =0

pode ser fatorada como:

(A-ay(t) + B-ay(t)) - (C-ay(t) + D-ay(t)) =0

que é portanto equivalente ao sistema linear homogéneo:

-
a1 (0) = Uy
az(O) = 00

que pelo Teorema de Existéncia e Unicidade admite solucdo tinica para a; e ap. Assim, a
curva:

a: |—eel — S
b= ga(t),aa(t))

por satisfazer a EDO dada na Proposi¢do 83, é uma linha de curvatura de S por ¢(u,vp).
Analogamente, prova-se que existe uma linha de curvatura, B(t) = ¢(b1(t),b2(t)),t €] —¢,¢].

Observamos, assim, que se (up,vg) € U é tal que ¢(up,vg) é ponto umbilico de uma
superficie S, entdo ndo podemos afirmar nada a respeito da existéncia das linhas de curvatura
passando por ¢(ug,vg). Por exemplo, no paraboléide eliptico parametrizado por:
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p: R> — IR3
(u,0) — (u,0,u?+0?)

o ponto (0,0) é tal que (0,0,0) é umbilico, e existem infinitas linhas de curvatura passando
por (0,0,0).

Defini¢do 88 (direcao assintética) Seja (S, : U — R3) uma superficie reqular
parametrizada e (ug,vo) € U. Uma diregdo tangente a S em ¢ (1o, vo) para a qual a curvatura
normal se anula é chamada de dire¢do assintética de S em ¢(ug,vo).

Podemos determinar a quantidade de dire¢Ges assintéticas em um ponto em termos da
curvatura gaussiana nele.

Proposigdo 89 Seja (S, : U — R®) uma superficie reqular parametrizada e ¢(ug,v9) € S
um ponto de S.

(@) Se (ug,vg) € U é tal que (up,vy) é eliptico, entio ndo existem diregdes assintéticas em
@ (1o, v0);

(b) Se (ug,vg) € U é tal que ¢(ug, vg) é hiperbélico, entdo existem exatamente duas diregdes
assintéticas em ¢ (ug, vp);

(c) Se (ug,vo) € U étal que ¢(ug,vo) é parabélico, entdo existe uma tinica diregdo assintética
em @(ug, vg);

(d) Se (ug,vo) € U é tal que p(uo, vy) é planar, entio toda diregdo é assintética em ¢(ug, vo);

Todos os casos decorrem da Férmula de Euler para a curvatura normal (Proposi¢ao 68):

K (W) = ky - cos?(0) + ko - sin?(8)

em que k, ky sdo as curvaturas principais em ¢(ug, vg), @ = cos(8) - @1 + sin(0) - W, é um vetor
unitario tangente em (19, vg) e Wy e Wy sdo os vetores principais. As dire¢des assintéticas
sdo determinadas pelos valores de 6 que anulam a expressdo acima para «; (0):

e Ad (a): Se x(¢(ugp,v0)) > 0, entdo k; e kp tém o mesmo sinal, portanto «, (@) # 0 para

qualquer @ # 0.

e Ad (b): Se x(¢(up,v9)) < 0, entdo ki e ky tém sinais opostos, ou seja, k1 < 0 e ky > 0.
Assim:

80



ki -sin?(0) +kp - cos?(0) = kq - (1 — cos?(8)) + kp - cos?(0) = ky + (ko — k1) - cos®(8) = 0

(ky — k1) - cos®(0) = —k; >0

k
200y K1
cos(0) = o
—kq
cos(f) =+
(6) —

Assim, as dire¢des dadas por:

61 = arccos —k
= ky — kq

0, = ar — _—kl
> = arccos kz — kl

sdo as diregdes assintdticas de S em ¢ (ug, vg).
Ad (0): Se ¢(up,vg) é parabolico, podemos supor que k1 = 0 e k; # 0. Resolvendo,
entdo, a equagao:
ky - sin?(6) = 0
obteremos a tnica diregdo assintética determinada pelo vetor principal ;.

Ad (d): se ¢(up,vg) € planar, entdo k1 = kp = 0, e a equacgdo vale para todo 6.

Definicdo 90 (linha assintética) Seja (S, ¢ : U — R®) uma superficie reqular parametrizada
simples. Uma curva reqular o : I — S, a(t) = ¢(ay1(t),ax(t)) é uma linha assintética se, e
somente se, para todo t € I, o (t) é uma diregdo assintética de S em ¢(ay(t), ax(t)).

Exemplo 91 Toda curva regular em um plano é uma linha assintotica.

Exemplo 92 Seja (S, ¢ : S — R3) uma superficie reqular parametrizada qualquer. Se w(t)
¢(a1(t), ax(t)) for uma reta, entdo w é uma linha assintética.
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O teorema a seguir nos fornece uma equagdo diferencial ordinéria que nos permite calcu-
lar as curvas assintéticas de uma superficie.

Proposicio 93 Seja (S, ¢ : U — R®) uma superficie reqular parametrizada. Entdo uma curva
regulara(t) = @(ay(t),ax(t)),t € I é linha assintética de S se, e somente se, as fungdes ay, ay :
I — R satisfizerem:

e (ay(1))? +2- f-[ay(1)] - [ (D] + g - [ap()]* = 0 (27)

em que e, f e g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de S em (aq(t),ax(t)).

Por defini¢do de linha assintética, « é tal que (Vi € I)(x,(a'(t)) = 0), ou seja, se para
qualquer t € I

0 que ocorre se, € somente se:

(Vt€ D)(e- (ay()* +2- f - ay (D] - [a(H)] + g - [a5(1)]* = 0)

10 Curvas Geodésicas

A seguir vamos introduzir a nogdo de curva geodésica de uma superficie. As curvas geodésicas
sdo as curvas mais importantes das superficies.

Definigao 94 (geodésica) Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular simples. Uma curva
regqular, a(t) = @(a1(t),ax(t)),t € I é uma geodésica da superficie S se para todo t € I, o' (t)
é um vetor normal a S em @(ay(t),ax(t))

Observagdo 95 Se « : [ — S é uma geodésica da superficie S, entdo ||a’(t)| é constante. De fato,
como para todo t € T vale (&' (t),a'(t)) = 0, concluimos que:

LI =2 (2" (1), (1)) = 0

Sew(s) = ¢(ar(s),ax(s)) é uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja curvatura nio
se anula, entdo podemos obter uma condigdo necessdria para que « seja uma geodésica, envolvendo o
triedro de Frenet. De fato, se « : | — S parametriza uma geodésica por comprimento de arco, entdo
o' (s) é, portanto, o vetor normal, Ny(s) é normal a superficie. Dai temos que:
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Na(s) = £N(¢(a1(s), a2(s)))

Segue das formulas de Frenet que:

8 Ri(glar(5),2(6))) = () = —x(s)  Tals) — () Ba(s) e

em que Ty(s) e B(s) indicam, respectivamente, o vetor tangente e o vetor binormal de « em s.

Exemplo 96 Toda reta contida em uma superficie é uma geodésica.

Exemplo 97 Consideremos uma esfera de raio r > 0. Veremos que todo circulo mdximo parametrizado
por comprimento de arco, é uma geodésica da esfera, e reciprocamente, toda geodésica da esfera tem o
traco contido em um circulo mdximo. De fato, todo circulo mdximo, parametrizado por comprimento de
arco, tem o vetor &” apontando para o centro da esfera, e portanto normal a esfera.

Reciprocamente, se a é uma geodésica da esfera, podemos supor a : | — S? parametrizada por
comprimento de arco. Da relagio (28), temos que:

i%N(q)(ﬂll(f)zaz(t))) = —x(s) - Tu(s) = () - Ba(s)

. 1
Por outro lado, toda curva da esfera é uma linha de curvatura e x,(a/(t)) = i;. Segue-se da

Férmula de Olinde Rodrigues que:

T N(p(ar(s),aa(s))) & - Tuls) = 0

2 N(plar(s),a(s)) = £1 - Tu(s)

Logo, para todo s € J:

N | =

Ta(s) = —x(s) - Ta(s) — 7(s) - Ba(s)

—

(27~ x()) Tals) + 7(6) - Bul) =0

Como {Ty(s), Bu(s)} é linearmente independente, seque em particular que (Vs € J)(t(s) = 0), e
portanto « é uma curva plana de curvatura constante :t%, ou seja, um circulo mdximo.

A seguir, vamos obter as equagdes diferenciais que permitem obter as geodésicas de uma

superficie. Consideremos uma superficie regular parametrizada, (S, ¢ : U — R3). Como para
cada (u,v) € U, os vetores:
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o1 g _,
E(u,v),%(u,v) e N(u,v)
sdo linearmente independentes, segue que os vetores ‘3 $(u,0), 52 (u,0), 55 (1,0), 5 (u,0) e

9N (11,0) podem ser expressos como combinagdes lineares de g—f(u, v),5-(u,v) e N(u,v). Isto

é:

81;(”'0) =Ti, - %(u,v) + 1%, - %(u,v) + a11 - N(u,0)
d 0 0
aygpv(u ,0) =Tq,- aﬁl’(u ) + 1%, a(P(u v) +ayp - N(u,0)
0 9
g = F%Z aq)( v) + rzz a(P (T/l U) +ay - N(u v) (29)
N 0 )
ou (u,0) = by - f(” v) + byp - g(P(u ,0)
aN
{ 90 ——(u,v) = by - %(%0) ~+ by - a—zj(u,v)

em que I”-‘-, a;j e bjj devem ser determinados. Nas duas tltimas igualdades usamos o fato de

ue N u,v)e N u,v) sdo vetores tangentes a superficie.
que 3, 0 g p

Os coeficientes 1“5.‘]. sdo os simbolos de Christoffel da superficie S.

Tomando o produto interno dos dois membros de cada uma das trés primeiras equagdes
de (29) por N(u,v), concluimos que:

5 k
Vamos agora obter expressdes que nos fornegam I';;.

Observe que como para todo (u,v) € U temos:

<3Z(u o), N(u,v)> —0, (30)

ao derivar os dois membros de (30) com respeito a u, obtemos:
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=e
A

,<§7§§(u,v),N(u,v)§+ <3—Z(u,0),aai;l(u,v)> =0

e concluimos que:

<g_(£(u,v),aa—lj(u,v)> _

Também, derivando (30) com respeito a v, obtemos:

- Pg 3 N
(st 0w )+ () Sy ) =0
e concluimos que:

(520, G two) ) = =f

Também, como para todo (u,v) € U tem-se:

I
<%(u,v),N(u,v)> =0, (31)
ao derivar os dois membros de (31) com respeito a u, obtemos:
=/
) Pe LY ON
<avau(u,v),N(u,v)> + <%(u,v), W(u,v)> =0

e concluimos que:

(520, 5 o)) =

Também, derivando (31) com respeito a v, obtemos:

=8

N\

<227f(u,v),N(u,v)§+ <g—(£(u,v),%—1;](u,v)> =0

e concluimos que:

(5h, 5oy =~
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d
Tomando o produto interno da primeira equagdo em (29) por —q)(u, v):

ou
P\ 09 1[99, 09 2 [9, . 09
(58w 32wy =rh (5200, 52w 0) ) + T3 { G200, 3200 )+
+ai-
que é equivalente a:
02 d
<au(g(u v), %(u,v)> = F%l -E(u,v) + F%l -F(u,v) + a1 - (32)

Observe bem que:

2

ou seja, que:

de modo que podemos reescrever (32) como:

1 OE
Tl - E(u,0)+T3 - F(u,v) = 5 3, —(u,v)

Agora, tomando o produto interno dos dois membros da primeira equagdo de (29) por
o9
o

u,v), obtemos:
dv )

P¢ dg . /9¢ I 2 /99 dg
(55w 32w o)) =t (520w, 20w0) )+ { G200, S0 )+

+ai-
que é equivalente a:
92 d
<au(g(u v), a(g(u,v)> = I“h - F(u,v) + I"%l -G(u,v) +ap - (33)

Observe bem que:

g_i(“'v) aau <390(u v), ?)Z(u’v)> _ <327§g(u,v),g—z(u,v)> + <g—i(u,v),aaj—aqi)(u,v)>
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e que:

a_E
Jv

de modo que:

(u,0)

(1,9) = 55 {

oF

ou " ou

1 oE

a(u,v) — 5 g(u,v) =

) {2 )
(580w S0

Substituindo a expressdo acima em (33), obtemos:

oF 1 OoE

FACA R R

(#,0) = T}y - F(u,0) + T3 - G(u,0)

Assim, chegamos ao sistema linear nas varidveis I'; e I'%;:

E(u,v)-T1; + F(u,0) - T3,

F(u,v)-TH + G(u,0) - T3, = a(u,v) —

1 BE( )

E EH,U

oF 1 EE(M v)
2 9v '

cuja solugdo pode ser encontrada pela Regra de Cramer:

%. g_]j(ulz)) F(U,U)
L g_i( , )_% g—f(u,v) G(u,0)| %+ %(u,0) Gwo) — F(u,0) - (%(u,0) — ;- % (u,0))
11 = ’E(u,v) F(u,0) - E(u,v) - G(u,v) — F(u,v)?
F(u,v) G(u,v)
He JF %.3_51(%82
2 F(u,v) a(u,v) 5" a—v(u,v) B E(u,v) - <g—5(u,v) —1 g—v(u,v)> — 1.9y, v) - F(u,0)
= u,v) F(u,v) B E(u,v) - G(u,v) — F(u,v)?

‘Egu,m G(u,0)

~ 1 2
Agora vamos obter expressdes para '}, e I'{,.

Note primeiramente que:

oE

0
%(u,v) =

dJv

d¢ d¢

ou

<

(u,v),a—

ou seja, que:

u(u,v)> :2-<
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% 09 1 9E
(2800, 3200y =3 S
I

Tomando o produto interno dos dois membros da segunda equagdo de (29) por —(u,v),

ou

obtemos:

O’ dg _ 1. /%9 dg AL J¢ _
(S 0) 50,00 ) =T+ (500,00, 50000) ) + 13- ( G0, 52 0,0)) =
Tl - E(1,0) + T3 - E(u,0)

e substituindo a expressdo obtida, tem-se:

1 OE
Tl E(u,0) +T%,-F(u,0v) = 7 3 —(u,v)

Também, observando que para todo (u,v) € U temos:

2100= {250 ) 2 (S50 )

ou seja, que:

1 0dG 9% ¢

2 ) = <auav<”'”>'av<”'”>>
ao tomarmos o produto interno dos dois membros da segunda equagdo de (29) por 3—(5(% v),
obtemos:

P e o _
<8uav (u,0), %(u, Z))> -

0 0 0 0 0
1l . /99 o¢ 2[99 op . o9 —
—thy - (52,0, 52000 ) + 1R (20000, S0 ) v (NG, S 0,0))

= F(u,0) T, + G(u,0) - T,
Assim, obtemos a equagao:

1 9G
F(u,v)T%z—kG(u,v)-F%z—z 5 —(u,v)

Obtemos, assim, o sistema linear nas variaveis F%z e 1“12:
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E(u,v)-T{, + F(u,0) - T3, =

|HN|"—‘
.

F(u,0) Ty + G(u,0) - T = 5 55(,0)

cuja solucdo pode ser encontrada pela Regra de Cramer:

1 OE

5 g_v(u,v) F(u,v)

L dG G 1 3E 1.96
ol ) Gl 3 S we)-Glwo) — Fuo) - 8 (w0)
2= B

‘E(u,v) F(u,v) E(u,v) - G(u,v) — F(u,v)?
F(

u,v) G(u,v)

E(u,v) %-a—i(u,v)
- 1 gG . e 1 oE
2 (M,U) E'E(”zv) _ §~E(u,U)'m(u10)_§'P(u'v) Bv(u Z))
E(u,v) - G(u,v) — F(u,0v)?

127 E(u,v) F(u,v)
’F(u,v) G(u,v)

~ 1 2
No que segue, vamos buscar expressdes que nos fornecam I';, e I'5,.

Observe primeiramente que:

oF 0 /dg 0 /e 0 0 0%¢
%(%U) = 3% <$(u,v),%(u,v)> = <m(”rv)z%(%v) + @(“IU)IW(%U)

de modo que:

oF 1 oG /o9 ¢
S0 =g Grtw) = (58 TR )

Tomando o produto interno dos dois membros da terceira equagdo de (29) por a(‘D(u,v),
obtemos:

¢ o9 AL d¢ AL o9 _
<802 (u,0), 9 (u, U)> =1I%- <8u(u'v)’au(u’v)> +17%,- <$(u,0),£(u,v)> =
= E(u,v) -I’%2+F(u,v) -F%Z
ou seja:

oF 1 oG
E(u,v) -F%2+F(u,v) -F%2 = %(u,v) - = —u(u,v)
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Também, observe que:
ou seja:

Tomando o produto interno dos dois membros da terceira equagdo de (29) por g—(g(u,v),

obtemos:

0 0 0 0
— 1ty (520000, 52 00) ) + T (500,00, 50, 0) ) =
F(u,0) - Ty + G(u,0) - T

ou seja:

1 2
F(u,0) Ty + G(u,v) - Iy =
Assim, obtivemos o seguinte sistema linear nas incégnitas Igz e F%z:

oF 1 oG
E(u,0) T3, + F(u,0) -T5, = %(u,v) — 5 g(u,v)

F(u,v) -Igz + G(u,v) -1%2 =

cuja solucdo pode ser encontrada pela Regra de Cramer:

oF 1 0G

%(u,v) —5- g(u,v) F(u,v)

G(u,v) (3—5(11,0) -1 %—(u,v)) -G(u,v) — 1% (u,0) - F(u,0)

F(u,v) 1 E(u,0)- %5 (u,v) — F(u,0) - <g—5(u,v) — 1 %—G(u,v))

E(u,v) - G(u,v) — F(u,v)?
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A esta altura convém interromper os nossos calculos a fim de chamar a aten¢do para o
fato de os simbolos de Christoffel dependerem exclusivamente da primeira forma fundamen-
tal. Segue, portanto, da nossa defini¢do de superficies isométricas que elas tém os mesmos
simbolos de Christoffel. Mais a frente veremos que isto prova a esséncia do Teorema Egrégio
de Gauss.

Finalmente, tomando o produto interno dos dois membros da quarta equagédo de (29) por
g—f(u, v), obtemos:

(G0, 5 w0) ) = b (500,00, 52000 ) + bz (520,00, S w0) )

oN %)
<$(u,v),£(u,v)> = —e="by-E(u,0)+ by F(u,v)

e tomando o produto interno dos dois membros da quarta equacao de (29) por 3—(5 (1,v), obte-

mos:

<%—f(u,v),3—i(w,v)> = b1 - <ZZZ<M’0)’ gf(u,v)> + b1z - <g—(£(u,v),aa—(£(u,v)>

<%_f(u/v)r?9—(£(u,v)> = —f=bu-F(u,v)+bp-G(u,0)

Obtemos, assim, o seguinte sistema linear:

byq - F(% U) + D12 - G(urv) = _f

cuja resolucdo pela regra de Cramer nos fornece:

{bn -E(u,v) + by - F(u,v) = —e

—e F(u,v)
’—f G(u,0)
‘E(u,v) F(u,0)
F(u,v) G(u,v)

_ f-F(u,v)—e-G(u,v)
"~ E(u,9v)-G(u,v) — F(u,v)?

by =




Tomando o produto interno dos dois membros da quinta equagdo de (29) por g—(b’f(u,v),
obtemos:

(G0, 20000 ) = =F = b (520000, 50,00 ) - (520,00, S, 0) ) =
= by1 - E(11,0) + by - F(u, )

e tomando o produto interno dos dois membros da quinta equagdo de (29) por g—f(u,v),

obtemos:

oN 0 B B 0 ¢ 0 2 B
<$(u,v),%(u,v)> =—g=by- <au(u,v), av(u,v)> + by - <%(u,v),%(u,v) =
= by - F(u,v) 4+ by - G(u,v)
Obtemos, assim, o seguinte sistema linear:
by1 - E(u,0) + by - F(u,v) = —f
byr - F(u,v) + by - G(u,v) = —¢

cuja resolugdo pela regra de Cramer nos fornece:

’—f F(u,v)
by — 18 G(u,v)|  g-F(u,0)—f-G(u,v)
’E(u,v) F(u,v)| E(u,v)-G(u,v) — F(u,0)?
F(u,v) G(u,v)
e:
'E(u,v) —f
_ |Fo) —g|  FF@o)—g-Ewo)

E(u,0) F(u,0)| E(u,0)-G(u,v)— F(u,v)?

F(u,v) G(u,v)
Agora apresentaremos um sistema de EDOs que nos permite encontrar geodésicas em
uma superficie regular:

by = ‘

92



Proposigdo 98 Sejam (S, ¢ : U — R®) uma superficie reqular parametrizada simples e:
a: I — 5
to= ga(t) ax(t))

uma curva regular. Entdo « : I — S é uma geodésica se, e somente se, as fungdes aj, ap : I — R
satisfazem o sequinte sistema de EDOs:

[ ()] + [ay ()] - T1y +2- @y () - a5(t) - Ty + [ap ()] - T3, = 0 (34)
a2 (] + [a1 ()] T3y +2- a; () - ay(#) - Ty, + [a(H)]* - T = 0
em que Fi-‘]- sdo os simbolos de Christoffel da superficie.

Por definigdo, « : [ — S é uma geodésica de S se, e somente se, para todo t € I, a(t)

ndo tem componente tangencial d superficie. Vamos obter a”(t) como combinagdo linear de
99 99
S (M, 7]), 5

. (u,v) e N(u,v) e, em seguida, exigindo que os coeficientes de g—i(u,v) e g—g(u,v)
sejam nulos, obteremos o sistema de equagdes (34). De fato, pela regra da cadeia, temos:

£ (1) = 3 (a1(1),aa(0)) a4 (6) + 22 (a1 (6), 1)) - (1)

e derivando novamente com respeito a t, obtemos:

DD (a1(0)aa(t)) a4 (6)- a5 (1) + L a1 (1), aa()) - [ )+

Fal(6)- 22 (ar(6) aa(1) + a (1) - 32 (a1 (), aa(t))

Substituindo as derivadas parciais de ordem 2 pelas expressdes dadas em (29), obtemos:
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2 2 g
= 22 e (t), ax(t)) - G (O 42+ L (an(8), aa(8)) - ah (8)- a5 (0) + 2 (1), ma(0)) - ah(O)]+
Fal(t)- 22 (ay(1),ax(0)) + a4(1) - 22 a1 (1), 1)) =

= (Tl 5200 0) + T - S w0) e N(w,o) ) - 0
1 99 99 TR,
2 (1 500 3 520,00+ £ N(w,o) ) a0 - ah(0)+

+(1h 50,0 + 13- 52,0 +9-Nw,o) ) - lag(o)+
ol (6 22 010, a2(0) + (1) - 2 (ay(1), ma(0)) =
= (a{ () +Th - [0 (O +2-Th - ey (1) - a5(1) + Thy - [a5())

+ (a5(5) + T3 - [ (D12 +2- Ty - (1) - a(t) + Ty - [B5(D)]?) -
Assim,

W(t) = (/) + Ty - [ (O +2- Ty (1) - b () + Thy - [ - 22 (an(8), aa(1)+

(00 + T3 [ (O +2 T -l (1) - ab(1) + T - (O - 22 (an (1), ma() +
+ (e [ (1 + £ ai (1) - a(t) + g - [a5(D]?) - N(w)

Assim, a : [ — S é uma geodésica se, e somente se, as componentes tangenciais de «a” ()
forem nulas para todo t € I, ou seja, se, e somente se:

{ V() + Tl - [0 ()2 42 Thy - a (1) - ah () + T, - [a3(1)]2 = 0
D(t) + T3, - [ ()]> +2- T2, - ay(t) - ay(t) + T3, - [a5(H)]>* =0

Uma vez que, pelo que vimos acima, as geodésicas sdo determinadas em termos de EDOs
que envolvem apenas os simbolos de Christoffel da superficie, que as geodésicas de uma su-
perficie sdo invariantes sob isometrias.
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O teorema de existéncia para geodésicas afirma que, por cada ponto da superficie, passa
uma geodésica tangente a qualquer vetor dado. Mais precisamente,

Proposicido 99 Seja (S, ¢ : U — R3) uma superficie reqular parametrizada simples. Para
qualquer go = (uo,v0) € U e para qualquer vetor ndo-nulo, w € Ty, S existem ¢ > 0 e uma
uinica geodésica:
a: |—ege — S
o gla(t) az(t))
tal que (a1(0),a2(0)) = go e &'(0) = w.

Considere w = a - g—ﬁ(uo,vo) +0b- 3—?(%, vg). Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade
de solugdes de EDOs, existem ¢ > 0 e fungdes a1,4; :| — ¢,e[— R satisfazendo (34) sob as
condigdes iniciais a1(0) = ug, a2(0) = vo, a1(0) = a e a5(0) = b. Além disso, tais fung¢des sdo
Unicas. Segue-se da proposi¢do anterior que a curva a(t) = ¢(a1(t),a2(t)) é uma geodésica
de S tal que (a1(0),a2(0)) = (up,vo) = qo e &’(0) = w.

11 O Teorema Egrégio de Gauss

Nesta segdo veremos um dos mais importantes teoremas da teoria das superficies, que asser-
ciona que a curvatura gaussiana, definida como:

8= f
E-G-—F?
depende, na verdade, apenas da primeira forma fundamental.

Inicialmente, lembramos que se (S, ¢ : U — R3) é uma superficie regular parametrizada

simples e N : U — R é a respectiva aplicacio normal de Gauss, entdo, como vimos na
~ . ) ) 9*¢p ~ . ~ . ¢ o
segdo anterior, = (1,0), 5,55 (1, v) e 53 (u,v) sdo combinagdes lineares de 3, (1,0), 3, (4, 0) e

N(u,v). Além disso, 9 (u,v) e 9¥(u,v), por serem tangentes a superficie, sio combinagdes

lineares de g—g(u,v) e g—i(u,v) (cf. (29)). Os coeficientes:

(1 _ G- Eu=2-F-R+FE ., 2-EFR—EE—FE
1 2-(E-G—F?) $o i 2-(E-G—F?)

I_,,l _G'E'U_F'Gu FZ _E'GM_F'E-U (35)
1272.(E-G—F2) 12 2.(E-G-F?)

i _2G6GFRk-GG~FG ., EG-2FFk+F-G

(2 2-(E-G—F?) TR 2-(E-G—F?)
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b _fF-e-G _e-F-f-E
11 — E G FZ/ 12 — E'G—le (36)
g-F—f-G f-F—g-E

b , by = =7
T EG-FF ? EG-F
ndo sdo independentes, pois pelo Teorema de Schwarz devem satisfazer as relagdes:

(0 (3% o [ 0%¢
Ee <8u2 (1, ”)) ~ou (auav(”’”)>

2 2
8% (?97(5(%0)) - aa_v (aaug)v(u'v)) e
92N 0’N
 3u30"?) = o)
Substituindo (29) na primeira equacado de (37), obtemos:

0 0 0
s (1"1 aq:(u,v) +P%l . %(u,v) +e- N(u,v)> =
0 0 0
Il 2 (u,0) + 12, - 52 (u,0) + £ - N(u,0)
8 ou v
ou seja:
0 02 0 82(p
(Th)o- 55 (,0) + T - 525 (0,0) + (Th)o - 52 (,0) + T - S5, 0) +e0 - N(w,0)+
+e =
1 % 1 2(P 2 de 2 asz
= (Ip)u 3 (u,0) + Ty, W(”rv) + (T2)u - %(u,v) + 17, auav<”’v>+

¥ furNQwo)+ f- 2 (0,0)

Substituindo as derivadas de ordem dois e 2N u,v), oN u,v) por suas expressoes dadas
Em ' p p

em (29), obtemos:
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0 0 ) )
(rh>v-£<u,v>+rh-(ru o)+ SEw,0) + £ N, v>)+<r%1>v-a—f<u,v>+

0 d
#8 (The 50000) + T 52000) g N(w,0) ) + e N, o)+

y . —_p. : 'F*U'E a
+a<s663m w+fo.¢<>>:

E-G—F? ou E-G—F? ov

) 0 0
= (Th)u- 5 (u,0) + Ty (rh w0y +1h - S, 0) +e- N(w)) + (Th)u- 5o (w,0)+

d d
+F%2'<F12 a(P(u U)—l—F ai(u,v)+f.N(u,U)>+
(fE=e G 99 e-F-f-E dg
‘”VN“”+f<E4;4aaﬁ””+g(;pzaJ“”

A ifualdade acima pode ser reescrita como:

((F%l)v — (T1)u+T7; Tl —T1, T} + T3 - T — T, - Thh+

g-F—e-G f-F—e-G\ d¢
Fo-r [l EFc ) amot
+<F%1-F%2+(F%1)U+F%1-F%2 I, ThH — (Th)u — (T)*+
f-F—g-E_f.e-F—f-E 99
E-G— F? E-G— F? v

( hof+Th-g+e — F%z'E—F%z'f—fu>'N(“/U):6

Igualando a segunda coordenada a zero, obtemos:

+e

+e- —(u,v)+

W_e'g'E_%—i_fz'E:(rZ)

E-G—F? 12/u = (r%l)v + F%z ' r%l - F 11 Flz + (F%z)z - r%l ‘F%z

2
e
—E- Eéj;z (F3)u — (Th)o + Ty - THy = Ty - Ty + (IT,)* = T3, - T3,

donde decorre:

—E-x=(T)u— @)oo+ T, T3 —T1; - T + (I)* —T7; - T5, (38)
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que é uma das equacgdes de Gauss (as equagdes de Gauss sdo aquelas obtidas substituindo as
expressdes de (29) na primeira e na segunda equagdo de (37)). Assim, temos:

(r%z)u - (r%l)v + r%z ’ r%l - r%l ) 1“%2 + (r%z)z - r%l ) r%z
E

Do fato de os simbolos de Christoffel dependerem unicamente da primeira forma funda-
mental e da expressdo acima, concluimos o:

K= —

Teorema 100 (Teorema Egrégio de Gauss) A curvatura gaussiana so depende da primeira
forma fundamental.

Note que o Teorema Egrégio de Gauss nos permite concluir que determinadas superficies
ndo sdo isométricas. Por exemplo, ndo existe uma isometria, portanto, uma transformacao
que preserva comprimento de curvas, entre uma regido do plano e uma regido da esfera, ja
que a curvatura gaussiana do plano é identicamente nula e a curvatura da esfera é estrita-
mente positiva.

Igualando a coordenada de N(u,v) a 0, obtemos:

1 2 1 2
eo—fu=eTp+f-Ip—Ty)—g-Tn
que é uma das equagdes de Codazzi-Mainardi. A outra pode ser obtida usando a terceira

equacgdo de (37)
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