ISSN 1980-024X

BOLETIM DE INICIACAO CIENTIFICA
EM MATEMATICA — BICMAT

NN 3

/ﬁm}/"\"i;‘;‘«iﬁ“” i
‘ )

N
%2774l
4 il

4

Y
= 4

VOLUME VI
OUTUBRO DE 2009
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
IGCE - R10 CLARO

AVA
A

unesp™®



ISSN 1980-024X

BOLETIM DE INICIACAO CIENTIFICA EM
MATEMATICA — BICMAT

Comissdo editorial
Alice Kimie Miwa Libardi
Nativi Viana Pereira Bertolo

Sergio Roberto Nobre

Editoragdo grdfica
Thiago de Melo

Realizagdo
Conselho de Curso de Graduagdao em Matematica
Departamento de Matemaética
IGCE — Unesp — Rio Claro
PET-Matemaética / Programa de Educacao Tutorial



EDITORIAL

O Boletim de Iniciagdo Cientifica em Mateméatica — BICMat é uma publi-
cagao que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciagao cientifica
que fazem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduacao
em Matemaética do IGCE — Unesp — Rio Claro. Eventualmente trabalhos de
Iniciagdo Cientifica realizados em outras instituigdes poderdao também ser pu-
blicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volumes;
o primeiro no ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagao Cientifica para o graduando, e o
sempre crescente numero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa
instituigao, resolvemos reativar a publicacao do BICMat, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsével cientifico.

Este Boletim também esta aberto a divulgacao de trabalhos que nao sejam
frutos de projetos de iniciagao cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos
do curso de graduagao em Matemaética. Estes trabalhos serao selecionados pelos
Editores.

Este nimero teve apoio do Grupo de Pesquisa: Topologia Algébrica, Difer-
encial e Geométrica e do Grupo PET /Matematica/Unesp/Rio Claro e estara
disponibilizado eletronicamente na pagina do Departamento de Matemaética no

endere¢o www.rc.unesp.br/igce/matematica






SUMARIO

Construcao de um Poligono Regular de 17 Lados

Cristina Helena Bovo BatistaDias .............. ... o i .. 7

Variedades Grassmannianas

Karen Regina Panzarin ... 19

Aplicagoes do Teorema de Seifert—Van Kampen

Sérgio Tsuyoshi Ura ........... ... 29

Equagao do Calor — Modelagem Matemdtica e Método de Fourier

Jean CerqueiraBerni ................... i 49






Construcao de um Poligono Regular de 17 Lados

Cristina Helena Bovo Batista Dias!

Resumo: O artigo apresenta a construgao geométrica do lado do heptadecagono.
Além disso, esclarece porque um poligono pode ser construido com régua e
compasso e outro ndo. Com o fim de facilitar o entendimento do assunto explica

também o que sao raizes primitivas e como encontra-las.

Palavras-chave: Heptadecagono, régua e compasso, construgbes geométricas,

raizes primitivas.

1 Um pouco de Histoéria

Na Grécia antiga, o desafio preferido dos gedmetras era desenhar poligo-
nos regulares usando apenas régua e compasso. Os gregos sabiam desenhar o
tridngulo (3 lados), o quadrado (4 lados) e o pentagono (5 lados). E, dividindo
um angulo em duas partes iguais, conseguiam obter todos os poligonos com o

dobro de lados de qualquer um destes trés.

Um grande desafio da época era descobrir se era possivel desenhar um poli-
gono de 17 lados, o heptadecdgono, apenas com régua e compasso. Somente
varios séculos depois, em marco de 1796, Johann Carl Friedrich Gauss, com
apenas 19 anos de idade, conseguiu essa faganha. E nao ficou s6 nisso. A
seguir, mostrou como desenhar qualquer poligono regular de n lados com régua

. . . ok .
e compasso, desde que n seja um numero primo da forma 2 + 1, ou seja, um
primo de Fermat. Como consequéncia demonstrou que o poligono de sete lados

nao poderia ser construido com régua e compasso.

1Bolsista FAPESP 2005/60417-6. Artigo produzido por sugestdo do Prof. Dr. Sérgio
Roberto Nobre, apés uma apresentacdo durante uma aula de Geometria Elementar.



8 CoNSTRUGAO DE UM PoLicoNo REGULAR DE 17 LApos

2 A Construcdo com Régua e Compasso: Numeros Constru-
tiveis
Para que possamos resolver um problema com régua e compasso, a solugao,

por mais complicada que possa ser, deve se compor das duas operagoes seguintes:
1. Tragar uma linha reta por dois pontos dados.
2. Tragar uma circunferéncia na qual o centro e o raio sao dados.

Cada ponto é determinado como intersec¢ao de duas retas, ou de uma reta
e de uma circunferéncia ou ainda, de duas circunferéncias. Suponhamos, en-
tao que, por meio da Geometria Analitica tenhamos calculado as coordenadas
dos pontos relativos a um determinado problema e que, & medida que fizemos
tais calculos nao tivemos que fazer mais do que resolver equagoes de primeiro
e segundo graus. Ou seja, pudemos exprimir cada uma das quantidades de-
terminadas pela construgao por meio das quantidades que nos foram dadas, de
tal modo que as grandezas encontradas nao inclufam quaisquer expressoes irra-
cionais a nao ser raizes quadradas. Neste caso tais grandezas sempre poderao
ser construidas através de régua e compasso e dizemos que os nameros que
representam estas grandezas sao construtiveis.

Portanto, a condigao necessaria e suficiente para que um problema possa ser
resolvido com régua e compasso é que as quantidades procuradas possam ser

expressas racionalmente por meio das quantidades dadas e por raizes quadradas.

3 Raizes Primitivas

Para entendermos como Gauss executou sua construcao geométrica é neces-
sario conhecermos um pouco sobre raizes primitivas. Fagamos, entao uma pe-

quena introdugao.

Teorema 1 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é um nimero primo e se a €
um nidmero natural, entdo a? = a mod (p). Em particular, se p nao divide a,

entdo a?~1 =1 mod (p).

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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Prova: O resultado é verdadeiro para a = 1. Suponhamos que seja verdadeiro

para a > 1; entdo, temos (a +1)» =a? + 1 =a+ 1 mod (p), uma vez que os

(Z) (1<k<p—1)

coeficientes binomiais

sao multiplos de p.

O teorema ¢é entao verdadeiro para todo niimero natural a. [ |

Definicdo 2. Seja a um inteiro que nao ¢ multiplo de p. Chamamos um nimero
h > 1 de ordem de a mddulo p, quando h & o menor expoente tal que o™ = 1

mod (p).

Perceba que o pequeno teorema de Fermat garante a existéncia de tal h.

Observa-se ainda que
a mod (p), a> mod (p),...,a"! mod (p), 1 mod (p)
séo todos distintos e que a* =1 mod p se, e somente se, h divide k.

Definicdo 3. Seja p um numero primo. Chamamos de raiz primitiva mddulo p

a todo ntmero ¢, 1 < g < p—1, tal que a ordem de ¢ médulo p é igual a p — 1.

Exemplo 4. Calcular a menor raiz primitiva de 17.

O problema consiste em encontrarmos o menor nimero ¢ tal que a ordem
de ¢ modulo 17 seja 16, ou seja, queremos encontrar um namero tal que ¢'¢ = 1
mod (17), e que para todo h < 16 temos que ¢ ndo seja congruente a 1, médulo
17.

Tomando ¢ = 2 e testando as poténcias de 2 encontraremos que 28 = 1
mod (17). Portanto, 2 ndo é uma raiz primitiva médulo 17. Testando para
q = 3 encontramos que 3'® =1 mod (17) e que 16 é o menor expoente para o

qual isto acontece. Entao 3 é a menor raiz primitiva modulo 17.

Observacdo 5. Para detalhes sobre como calcular raizes primitivas, veja os

artigos 73 e 74 de Disquisitiones Arithmeticae.

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009



10 CoNSTRUGAO DE UM PoLricoNo REGULAR DE 17 LApos

4 A Construgdo do Heptadecdgono
4.1 Asraizesde X" -1=0

O problema da constru¢do geométrica de um poligono resume-se a cons-
tru¢do de um lado deste poligono. Gauss percebeu que as raizes da equacio
X™ —1 =0 estavam intimamente relacionadas com as raizes de equacoes mais
complexas de grau n, cujas raizes, por sua vez, expressam os valores das fungoes
trigonométricas de todos os dngulos da forma % para k entre 0 e n — 1. (Tais
equagoes podem ser encontradas no artigo 337 da Disquisitiones Arithmeticae).
Como a construgao de um poligono de 17 lados envolvia a construgao do cosseno
do aAngulo 27r/17 radianos (valor do Angulo central deste poligono), Gauss perce-
beu que encontrar as raizes da equacdo X7 —1 = 0 solucionaria o problema uma
vez que um poligono regular de n lados esta sempre inscrito num circulo, com os
vértices distribuidos equidistantemente sobre este. Assim, os dngulos centrais
correspondentes a cada dois vértices consecutivos medem 27 /n radianos. Cada
um destes vértices coincide com uma das raizes da equagao X™ = 1. Usando a
nog¢ao de m-ésima raiz da unidade no plano complexo, temos que os vértices de
um poligono regular de n lados inscrito num circulo de raio unitario e centro na

origem, correspondem a partir de 1, aos pontos na forma polar:

& <2k7r> ) <2k7r>
r*=cos| — | +sen | —
n n

onde £k =0,1,2,...,(n — 1) sendo que cada um destes pontos correspondem a
uma das raizes da equagao X™ — 1 = 0.

Assim, vemos que a construgdo de um angulo central de 27/17 radianos
(ou equivalentemente, a construgdo do seu cosseno) corresponde a encontrar as
raizes complexas da equacio X7 = 1 (as raizes da unidade). Sabemos que para
k =0, temos 7° = 1, a tnica raiz real dessa equacdo. As outras 16 raizes sdo

complexas, sendo as raizes da equacao
24P b2 +1=0 (1.1)

que é obtida quando dividimos X'7 — 1 por X — 1. Teremos, entdo 16 raizes

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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complexas. Mas, como 16 = 2 x 2 x 2 x 2, para resolver o problema precisare-
mos utilizar apenas as raizes de equagdes do segundo grau. Ou seja, todas as
quantidades envolvidas na construgao do heptadecagono podem ser construidas
com régua e compasso.

A equagao (1.1) pode entao ser decomposta em suas raizes da seguinte forma:

22 1= (D@ -1 (x— )z — 0.

)
. 2w 2w
Notemos ainda que, r = cos | — | +isen | — |, e que entao qualquer raiz
n n
=1,.

r* pode ser obtida de r pela formula 7% = —1.

4.2 Heptagono e outros poligonos

Usando o mesmo raciocinio do item anterior perceberemos que para o hep-
tagono precisariamos resolver equagoes de segundo e terceiro graus (os divisores
de 7—1=6 =2 x 3) a fim de encontrarmos a solugao analitica do problema.
Portanto, nao podemos inscrever o heptagono na circunferéncia usando ape-
nas régua e compasso, pois encontrariamos pela frente pelo menos duas raizes
ctbicas.

Inscrevendo os poligonos com um ntmero primo de lados poderemos ins-
crever todos os outros, ji que todos os nimeros podem ser decompostos em
fatores primos. Como encontraremos apenas poténcias de 2 somente em um
namero primo da forma 22" + 1 (ntmero de Fermat), apenas os poligonos com
numero de lados iguais a um primo de Fermat, a suas poténcias ou a produtos

destas poténcias, podem ser construidos com régua e compasso.

4.3 Periodos das Raizesde X" —1 =0

Para n = 17, temos 16 vértices distintos 7*, além do vértice correspondente
ao niamero real 1. Ordenamos de acordo com a ordem em que seus expoentes
aparecem como raizes primitivas da congruéncia modulo 17 (conforme vimos no
item 4.1, 3 ¢ a menor delas), obtidas quando k£ = 1,2,...,16. Calculando as

16 primeiras raizes primitivas médulo 17 obteremos a seguinte ordem para as

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009



12 CoNsTRUGAO DE UM PoLicoNno REGULAR DE 17 LaDos

raizes da equagao (1.1)

p3 p9 p10 P13 05 L1511 16 14 08 0T 4 12 02 06 ]
onde os expoentes de cada uma das raizes referem-se as raizes primitivas moédulo
17.
O método de Gauss consiste em dividir estas raizes em periodos contendo 8,
4, 2 e 1 raizes respectivamente, correspondendo aos divisores de 16. Os periodos

sao assim calculados:

a. Toma-se no ciclo das raizes, as raizes cujos expoentes sao as raizes primi-
tivas moédulo 17 de ordem par (a segunda, a quarta, a sexta,...) e depois
as cujos expoentes sdo as raizes primitivas modulo 17 de ordem impar (a
primeira, a terceira,...) e as somamos, obtendo suas variaveis. Assim

temos:
ml:TgJr7,13Jr7n15JﬂnmJr7,zs+7n4+7n2+7,1

1’2:7"3+7’10+7"5+7’11+7"14+7"7+7"12+7"6

b. Repete-se o processo para as raizes que se encontram na lista de x1, toma-
se aquelas de ordem par e depois de ordem impar, formando 2 periodos
de 4 termos, y; e y2. Fazemos o mesmo para a lista de o, formando mais

2 periodos de 4 termos, y3 € y4.

y1=7"13+7"16+7"4+7"1 y2=7"9+7"15+7"8+7"2

ys = 15 40 14 g pl2 ya = 710 41l 4T 4 6

c. Nas listas de y1, y2, y3 € y4 repetimos o processo e obtemos 8 periodos de

2 termos, z;,i = 1,...,8, a saber:
z=rC 4t =Bt =P r? =0 08
zs=rt 4t =04 =S 2 g =3 et

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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Este método tem por objetivo dividir as raizes em grupos nos quais a soma

dos expoentes dé 17 porque para m e 17 — m temos
27 27 27 21
r™ = cos <m—) + i sen (m—) e 7™ = cos (m—) —isen (m—) ,
n n n n
ou seja, estas raizes sao conjugadas e, entao

P + 7,177777,

2m
=9 -
cos(m - )

serd um namero real. Entao todos os periodos z;, © = 1,...,8, correspondendo
~ .. . 2w

as somas dos restos m e 17 — m, s@o nameros reais iguais a 2 cos | m— |, para
n

m variando de 1 a 8.

Observacdo 6. Note que pela forma como definimos nossas variaveis auxiliares

temos
Y1 = 21 + 22, Y2 = 23 + 24, Ys = 25 + 26, Y4 = 27 + 28,
Ty =21+22+23+24 € X2=25+ 25+ 27+ 2s.

44 As equagdes para a construgdo geométrica das raizes

Como cada z; = 2 cos <2—7T>, basta calcular o valor de z; para obtermos o
lado de um poligono regularnde 17 lados. De acordo com Gauss, como temos
4 periodos de 2 grupos cada um, as raizes podem ser encontradas resolvendo 4
equagoes de segundo grau. Ele da os detalhes para encontrar tais equagoes nos

artigos 345, 349, 351, 354 da Segao 7 de Disquisitiones Arithmeticae. Sao elas:
e 11 e x5 sdo raizes da equacdo X2 + X —4 =0 com x; > Tg;
e Y1 e Yo sdo raizes da equacao Y2 4+ ;Y — 1 = 0 com y; > 4a;
e 13 e 74 sdo raizes da equacdo Y2 4+ 2,Y — 1 =0 com y4 > ys3;

e 2| e zy sdo raizes da equacdo Z2 4+ y1Z — ys = 0 com 21 > zs.

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009



14 CoNsTRUGAO DE UM PoLicoNno REGULAR DE 17 LaDos

5 A Construcgado Elementar

Se construirmos geometricamente as raizes das equagoes apresentadas na
secdo anterior ndo precisaremos calcular as raizes complexas da equacdo X7 —
1 = 0. Para isto usaremos uma construcao elementar das raizes de uma
equagao de segundo grau. O método de construgdo consiste em utilizar um
circulo unitario de centro (0,1) no plano-XY, isto &, um circulo de equagao:
X2+ (Y —1)2 —1 = 0 para construir as raizes de uma equacio de segundo grau
(com duas raizes reais) da forma X2 — pX + ¢ = 0. Construindo as raizes das
equagoes mencionadas acima encontraremos o valor z; e a partir daf o lado do

poligono de 17 lados. O método consiste em:

Construir o circulo de equagao X2 + (Y —1)2 — 1 = 0. Tracar a
reta tangente ao circulo pelo ponto A = (0, 2), paralela ao eixo-OX.
Sobre esta reta, a direita de A, constréi-se um segmento de compri-
mento 4/p, calculado através da construgao da Quarta Proporcional.
Sobre o eixo-OX, a direita de O, constroéi-se usando o mesmo método
um segmento de comprimento ¢/p. As extremidades dos segmentos
sdo unidos por uma reta. Cada um dos dois pontos de intersec¢ao do
circulo inicial com esta reta determina sobre o eixo-OX um ponto,
através da reta que o liga ao ponto A. Os pontos x; e x5 sobre o

eixo-OX determinados desta maneira sao as raizes da equacao.

A demonstrag@o analitica deste resultado é um simples exercicio de Geometria

Analitica e Algebra Elementar de equacdo de segundo grau.

6 A Construcdo do lado do Heptadecdgono

Comecemos por construir as raizes da equacio X2+ X —4 = 0 com 1 > 3.
1. Tracemos a circunferéncia de raio 1 e centro em (0, 1).

2. Tracemos a reta tangente a circunferéncia pelo ponto A = (0, 2), paralela

ao eixo-OX (Figura 1.1).

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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oYy

0 00X

Figura 1.1: Circulo Auxiliar.

3. Sobre a tangente, construimos um segmento de comprimento 4, com ori-

4
entacao negativa (—1) .

4. Sobre o eixo-OX, constroi-se usando o mesmo método um segmento de

comprimento 4, com orientagao positiva -

5. As extremidades dos segmentos sao unidos por uma reta.

4 A oYy

C

X2 (0] X1 40X

Figura 1.2: Construgao de X; e Xo.

6. Cada um dos dois pontos de intersec¢ao do circulo inicial com esta reta
determina sobre o eixo-OX um ponto, através da reta que o liga ao ponto

A.

7. Os pontos X1 e Xg sobre o eixo-OX determinados desta maneira sao as
raizes da equacdo X2 + X —4 =0, onde X; > Xo.
8. Através do método da quarta proporcional (veja Fuclid, The Thirteen

4 -1
Books of The Elements, Book VI, Preposition 12) construimos < e <
1 1

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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10.

11.

12.

13.

14.

CoNSTRUGAO DE UM PoLricoNo REGULAR DE 17 LApos

e 0s marcamos, o primeiro sobre a reta tangente, o segundo sobre o eixo-
OX, observando o sinal para sabermos de que lado da origem esta cada

ponto.

. Através do mesmo método construimos — e —, marcando-os da mesma

2 2
forma, observando o sinal de cada um (Figura 1.3).

4 -1
Unimos as extremidades de < e < determinando dois pontos de inter-
1 1
secgao com o circulo. Unindo estes pontos com o ponto A determinamos

as raizes da equagao Y24+ XY —1=0,Y; e Ys, lembrando que Y7 > Y5.

4 -1
Unimos as extremidades de X e < determinando dois pontos de inter-
2 2
secgao com o circulo. Unindo estes pontos com o ponto A determinamos

as rafzes da equacdo Y2+ X, X —1 =0, Y3 e Yj, lembrando que Y, > Y.

4
Utilizando novamente o método da quarta proporcional construimos v ©
1
Y,
74, marcando-os como nas etapas 10 e 11, observando o sinal de cada um
1
(Figura 1.3).

Y3 X, X1V

Figura 1.3: Construcao dos Y;.

4 Y,
Unimos as extremidades de v e 74, determinando dois pontos de inter-
1 1
secgao com o circulo. Unindo estes pontos com o ponto A determinamos
a raiz Z; da equacdo Z2 +Y,Z — Y, = 0, lembrando que Z; > Z,, sendo

que omitimos esta ultima por nao ser necessaria a construcao.

Tragamos entao a mediatriz do segmento OZ;.

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009
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15. Temos, finalmente o ly7, lado do poligono de 17 lados, determinado pelo
segmento que vai da reta r, que passa pelo centro C' do circulo auxiliar,

até a circunferéncia e, na figura 1.4, esta indicado pela seta.

Figura 1.4: Construcao de Z; e Iy7.

Abstract: This work presents the geometric construction of the side of an hep-
tadecagon. Moreover, it clarifies why a polygon can be constructed only using
ruler and compass and another one not. With the purpose to facilitate the sub-
ject’s understanding, it also explains about primitive roots and how we can find
them.

Keywords: Heptadecagon, ruler and compass, geometrical constructions, pri-

mitive roots.
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Variedades Grassmannianas

Karen Regina Panzarin'

Orientador(a): Alice Kimie Miwa Libardi

Resumo: Neste trabalho apresentamos um exemplo de uma variedade muito

utilizada na Topologia, a variedade grassmanniana.
Palavras-chave: Variedade grassmanniana.

A nogao de superficie de dimensdo m num espago euclidiano R™ (n > m)
é generalizacao direta dos objetos que encontramos na geometria diferencial
classica - as curvas do R3 que possuem vetor tangente em cada ponto e as su-
perficies do R? que possuem plano tangente em cada ponto. Contudo, ainda que
esta nogao seja adequada para muitos propoésitos, possui dois inconvenientes. O
primeiro é de carater estético: néo se pode pensar na superficie em si mesma,
sem fazer referéncia ao espago euclidiano que a contém. O segundo inconveniente
é de ordem pratica: existem na natureza objetos importantes, semelhantes a su-
perficies, que nao se apresentam contidos num espago euclidiano. Tais sao, por
exemplo, os espagos projetivos e, mais geralmente, as variedades grassmanni-

anas, a qual apresentaremos aqui.

Definicao 1. Seja M um espago topologico. Um sistema de coordenadas locais
em M é um homeomorfismo x : U — x(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre um aberto z(U) C R™.

Definicdo 2. Um atlas de dimensdao m sobre um espago topologico M é uma
colecao U de sistemas de coordenadas locais z : U — R™ em M, cujos dominios

U cobrem M.

Definicao 3. Um espago topologico M no qual existe um atlas de dimenséo m

chama-se uma variedade topoldgica de dimensao m.

!Bolsista PET/MEC/SESU.
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20 VARIEDADES (GRASSMANNIANAS

Defini¢do 4. Dados os sistemas de coordenadas locais z : U - R™ ey : V —
R™ no espago topologico M, tais que U NV # (), cada ponto p € U NV tem
coordenadas z‘ = z¢(p) no sistema z e coordenadas y* = y(p) relativamente
ao sistema y. A correspondéncia (z!(p),...,x™(p)) < (y'(p),...,y™(p)) esta-
belece um homeomorfismo ¢, = yoz™! : z(UNV) — y(UNV) que é chamado

mudanca de coordenadas.

Definicao 5. Um atlas U sobre um espago topologico M diz-se diferencidvel,
de classe C* (k > 1), se todas as mudancas de coordenadas ¢, =,y € U sdo

aplicacoes de classe C*.

Defini¢éio 6. Seja f um atlas de dimensao m e classe C* num espaco topologico
M. Um sistema de coordenadas z : W — R™ em M diz-se admissivel relati-
vamente ao atlas U se, para todo sistema de coordenadas locais = : U — R™,
pertencente a U, com UNV # (), as mudangas de coordenadas ¢, € @, sao de

classe C*.

Definicdo 7. Um atlas i/, de dimensdo m e classe C*, sobre M, diz-se mdzimo
quando contém todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em

relacao a U.

Definicdo 8. Uma wariedade diferencidvel de dimensio m e classe C* é um
par ordenado (M,U) onde M é um espago topologico de Hausdorff, com base
enumeravel e I{ é um atlas méaximo de dimensdo m e classe C* sobre M.

Em termos mais explicitos, para provar que (M,U) é uma variedade dife-

renciavel de dimensao m e classe C* devemos verificar que:
i. M é um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumeravel.

ii. U é uma cole¢do de homeomorfismos x : U — R™, de conjuntos abertos

U C M sobre abertos z(U) C R™.

ili. Os dominios U dos homeomorfismos x € U cobrem M.
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iv. Dados z : U — R™ e y : V — R™ pertencentes a U com U NV # (), entao
¢zy 2(UNV) —y(UNV) éum homeomorfismo de classe C*.

v. Dado um homeomorfismo z : W — R™ de um aberto W C M sobre um
aberto z(W) C R™, tal que ., e ¢, sdo de classe C* para cada = € U,

entao z € U.

Seja X um conjunto. Se X possui estrutura de variedade diferenciavel, entao

sua topologia fica perfeitamente determinada pelo atlas. De modo preciso:

Lema 9. Sejam X um conjunto (sem estrutura topoldgica) e U uma colegao de

aplicagoes injetoras x : U C X — R"™ satisfazendo as sequintes condigoes:
1. Para cada x €U, x : U — R", x(U) € aberto em R™.
2. Os dominios U das aplicagoes x € U cobrem X.

3. Sex:U—R"ey:V — R" pertencem ald e UNV # 0, entao x(UNV) —
y(UNV) sao abertos em R™ e a aplicagdo yox™ ' : xz(UNV) — y(UNV)
¢ de classe C* (seque-se que yox™! = (roy 1)~}

classe C*).

€ um difeomorfismo de

Nestas condigoes, existe uma e somente uma topologia em X relativamente a

qual U € um atlas de classe C* em X.

Prova: Unicidade: Seja 7 uma topologia em X tal que & é um atlas de classe
C* sobre (X, 7). Entdo os dominios U dos homeomorfismos z : U — z(U) C R”
sao elementos de 7 e cobrem X. Se A C X é aberto entao ANU € 7, logo
2(ANU) é aberto em R™. Por outro lado, se A C X é tal que z(ANV) é
aberto em R™ para todo = € U, entdo A = (J, o, 2 ' ((ANV)) ¢ aberto em
X. Conclusdo: A € 7 < z(ANVU) é aberto em R”, para cada z € Y. Assim,
Aer = x(ANU) é aberto em R™.

Como z : U — R™ é um homeomorfismo sobre sua imagem, se considerarmos
em X a topologia 7o, 7! (z(ANU)) € 72. Entdo, A = J, o, 2" H(@(ANV)) € 7.

De modo anélogo, provamos a outra inclusao. Logo, a topologia é tnica.
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Ezisténcia: Declaramos um subconjunto A C X aberto se, e somente se, z(AN
U) C R™ é aberto para todo z : U — R™ em U. Mostremos que isto realmente

define uma topologia em X.

1. 0 C X é aberto & z(0NU) = z(0) = O é aberto em R™, para todo x € U.
X C X éaberto & (X NU) = z(U) é aberto em R™, para todo = € U.

2. Ae B sao abertosem X < z((ANB)NU) =2((ANU)N(BNU)) =
z(ANU)Naz(BNU) é aberto em R™, para todo z € U.

3. Para Ay abertoem X, [ J, Ay é abertoem X < z(|J, AxNU) = z(UJ(A\N
U)) =U(xz(AxNU)) ¢é aberto em R™, para todo = € U. |

Lema 10. A topologia de X, definida por um atlas U satisfazendo as condigoes
do lema 9, € de Hausdorff se, e somente se, cumpre: para qualquer par de
sistemas de coordenadas v : U — R™, y: V — R™ com UNV # 0, nao existe
sequéncia de pontos z; € x(UNV) tal que z; — z € (U = V) e (yox™1)(2) —
ZeyV-U).

Defini¢do 11. A variedade de Grassmann G,.(R™*") é o conjunto de todos os

subespacos vetoriais de dimensao r do espaco euclidiano R™*".

Go (RS)

Figura 1.1: A variedade de Grassmann G, (R"7).
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Os elementos H € G,(R™*") podem ser descritos por coordenadas homo-
géneas, dadas por uma matriz real (n +r) x r, ¥ = (y;), de posto r, cujas

n+r)7

colunas v1 = (y1,...,y; v = (yb, .. y"") formam uma base de H.

Todas as outras bases de H sao da forma
T T
k k
wy = E AV, ..., Wy = E ay Vg,
k=1 k=1

onde A = (aé) é uma matriz r X r invertivel. Entao as coordenadas homogéneas
Y -A, A e GL(R"), do elemento H € G,(R™"), estao definidas a menos de
multiplicacao & direita por uma matriz invertivel r x r.

Podemos introduzir coordenadas ndo homogéneas em G,.(R"™"), desde que
trabalhemos localmente. Estabelecamos primeiro algumas notagoes.

Dados um subconjunto o = {i; < --- < i,} C {1,...,n+r} com r elementos
e uma matriz Y € M((n+r) x r), denotamos por «(Y') a submatriz r x r de
Y formada pelas linhas de ordem i1, ..., .. Analogamente, indicamos por a* o
complementar de o em {1,...,n+r} e o*(Y) a submatriz n x r de Y formada

pelas linhas que nao foram usadas em «(Y'). Valem as equagdes:

aY - A)=a(Y)- A, YA€ GL(R") invertivel, (1.1)
a*(YV-A)=a"(Y)- A (1.2)
Para cada o = {i1,...,4,} como acima, seja U, C G,(R"*") o conjunto de

todos os r-planos H € G,.(R™""") tais que a projegao ortogonal 7, : R"*" — R’
sobre o subespago gerado pelos vetores basicos e;,,...,e;. leva H isomorfica-
mente sobre R},. Isto significa que para cada matriz Y de coordenadas ho-
mogéneas de H, o(Y) é invertivel.

Vamos definir agora uma bije¢ao z, : Uy, — R™ que serda um sistema de
coordenadas locais em G,.(R"*"). Os valores de z, serdo dados como matrizes
n X r, como se segue: dado um subespago H € U,, seja Y uma qualquer matriz

de coordenadas homogéneas de H. Escrevemos

ro(H)=a* (Y -aY) ) =a* () aY) "
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Notemos que Yy = Y - a(Y)~! é a tinica matriz de coordenadas homogéneas
de H tal que «(Yp) = I,.. De fato, suponhamos que exista uma outra matriz B
de coordenadas homogéneas de H tal que «(B) = I,.. Entdao B =Y - A, onde
A € GL(R™) ¢é invertivel. Assim,

I,=aB)=alY)- A= A=a(Y) "

Sejam Y7 e Y2 matrizes de coordenadas homogéneas de H. z(H) = a*(Y7)-

a(Y1)™!, mas Y, =Y, - A, logo

ta(H) = a*(Ya- A) - (Yo - A)™ = a* (Ya) - A(a(Ya) - A) " =
o (¥a) - A- A7 - a(¥a) ' = a*(Va) - oY)

ou seja, x, estd bem definida.

Além disso, z,, é injetora: se H, K € U, sao representados por matrizes Yy,

Zy com a(Yp) = a(Zy) =1, e 2o (H) = 24(K), entéo

a* (Vo) - a(Yo) ™' = a*(Z) - a(Zo) ' =
a” (YO) I = Oé*(Zo) oy a*(YO) = a*(ZO),

Logo Yy = Zp, donde H = K.
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Notemos finalmente que z,(U,) = R™: dada uma matriz W € R"" seja W
a tnica matriz (n +r) x 7 tal que o* (W) = W e a(W) = I,. E claro que W
tem posto 7. Seja H o subespaco do R™*" gerado pelas colunas de W. Entdo

HeUyexo(H)=W.

Mostremos que G,.(R"") ¢ uma variedade de classe C* e dimensao nr,

compacta.

1. Cada z, : U, — R"", como provado acima, é uma bijegao, i.e., 24(U,) =

R"" é aberto em R™".
2. Os dominios U, cobrem G, (R"*").

3. Sejam a, § dois subconjuntos de {1,...,n 47}, com r elementos, tais que

U, NUs # 0. Consideraremos as aplicagoes continuas

a:Mnxr)— M((n+r)xr), aW)=W (a*(W)=W,a(W)=1,),

B:M({(n+r)xr)—=Mrxr), YY)

Entao 2, (UsNUg) = (Boa) ' [GL(R")]. Conseqiientemente, z,(UsUpg) &
aberto em R™". Além disso, dada W € M (nxr), o subespago H = z,*(W)

tem por base as colunas da matriz W = a(W). Logo
wgowy (W) =pg"(@mw))- (Bamw))—.
Isto evidencia claramente que a mudanca de coordenadas
rgox,t i wo(Ua NUG) — x5(Us NUg)
¢ de classe C*°.

Para uma melhor compreensao deste item, o faremos para o Fspago Proje-
tivo, que & um caso particular das Variedades Grassmannianas.
Neste caso, consideremos, para cada a = 1,2,...,n + 1, o conjunto U, de

todas as retas, passando pela origem do R"*!, cujas coordenadas homogéneas
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yl, ..., y"*! satisfazem & condicdo y® # 0. Seja x4 : Uy — R™ definida por
To(H) = (y*) "Lyt ...,y yott oo y™ ). Geometricamente, x,(H) € R
é obtida pela intersecgao da reta H com o hiperplano y* = 1, omitindo-se depois

a a-ésima coordenada.

HeU;s

(W' v% 1)

R2 C R3

(¥, %0
H' ¢ U3

Figura 1.2: Espaco projetivo.

Seja a < 3. Entao
UaNUp={H € P";Yw=(y",...,y""") € H—{0},y* #0#4"}.

Logo 74 (Us NUg) = {y € R*;yP~1 £ 0} e 23(Us NUp) = {y € R*;y* # 0} sdo
abertos do R™. Além do mais, zg o (24) ! : 20 (Ua NUg) — 25(U, NUg) é um

difeomorfismo de classe C*° definido por
(zb,. .., 2" = (@) (@t e e, P2 R ).

4. Pelo lema 9, as (":fr) bijegoes z,, : Uy, — R™ definem uma topologia em
G- (R™7), em relagio a qual formam um atlas U de classe C*°. Como U

é finito, esta topologia possui base enumeravel.

5. G(R"") ¢ um espago de Hausdorff.
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Usaremos o lema 10. Sejam « # 8 e W; € z4(Uy N Up) uma sequéncia
tendendo para W € x,(U, — Ug). Entao G(a(W)) nao ¢ invertivel. De
fato, como W € x4 (Uqy —Ug), entdo W = z,(H), com H € U, —Ug. Seja
Y a matriz de coordenadas homogéneas que representa H. Temos que
deta(Y) #0edet S(Y) =0, ja que U, = {H € G, (R""); det a(Y) # 0}
eU,—Usg={H € G.(R""); deta(Y) # 0 e det 3(Y) = 0}.

Seja Hy o espago de coordenadas homogéneas dadas por W. Lembrando

que a(W) = W, onde o* (W) =We a(W) = I, temos
to(H)) = o*(W) - aW) ' =W - I7 = W.
Como z,, ¢ injetora (homeomorfismo), H; = H. Logo

W=Y A= B(W)=B(Y) A= B@(W)) =B(Y) - A=
det(B(@(W))) = det(8(Y) - A) = det B(Y) - det A = 0 =
det(B(a(W))) = 0.

Sendo B(a(W)) nao invertivel, a sequéncia [3(a(W;))]~! nao converge
pois, se [B(a(W;))]~! convergisse para A, entdao ([3(a(W;))]~!)~! conver-
giria para A™1, ou seja, B(a(W;)) convergiria para A~1, que é invertivel,
0 que seria um absurdo ja que W; converge para W e G(a(W)) é nédo

invertivel. Assim, zgoz Y (W;) = B*(a(W;)) - [B(a(W;))]~* ndo converge.

Por fim, provemos que a variedade de Grassmann é compacta. Com efeito,

seja V,.(R™*") o conjunto de todas as matrizes (r +mn) X r de posto r. Para cada

Y € V.(R"*"), seja H = m(Y) o subespago gerado pelas colunas de Y. Isto

define uma aplicacdo natural

7 Vo (R™7) = G (R™7).

Provemos inicialmente que 7 é continua: para cada « = {i1,...,1,}, deno-

tamos por V,, = m~1(U,) o conjunto de todas as matrizes Y € V,.(R"*7") tais

que a(Y) é invertivel. Como V,, é aberto em V,.(R™*"), basta provar que 7|y,
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é continua. Considerando o sistema de coordenadas z, : U, — R", temos
oo (mly,) 1Y — a*(Y) - a(Y)"! continua. Logo, dado um aberto A € R™",

sendo x, homeomorfismo,
[za o (7lv,)] 71 (A) = [zao (nlv,)] T @a (V) = [nlv,] g 2o (V) = [alv,]7H(V)

é aberto. Logo 7|y, é continua.

Consideremos agora o conjunto C' de todas as matrizes (n + r) x r cujas
colunas v1, ... , v, satisfazem a condicgo (v;,v;) = d;;. Vemos que C' é compacto,
pois é fechado e limitado em R+ Como cada H € G,(R"*") possui base
ortonormal, G,.(R"*") = 7(C) é compacto.

Abstract: In this work we present an example of a manifold frequently studied
in Topology.

Keywords: Grassmannian manifolds.
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Aplicagoes do Teorema de Seifert—Van Kampen
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Resumo: Neste trabalho apresentamos o Teorema de Seifert—Van Kampen como
uma ferramenta tutil no calculo do grupo fundamental, que permite classificar

espagos topologicos, a menos de homeomorfismos.

Palavras-chave: Teorema de Seifert—Van Kampen, grupo fundamental.

1 Introducao

Aqui apresentamos os conceitos e resultados que utilizaremos, sem demons-
tragoes. Essas podem ser encontradas em varios textos sobre topologia algébrica,

como por exemplo em [1].

2 O Grupo Fundamental
Seja I = [0, 1].

Definicao 1. Duas aplicagoes fo, f1 : X — Y s@o ditos homotdpicos se existe
uma aplicagdo continua F : X xI — Y tal que F(z,0) = fo(z) e F(x,1) = f1(z).

Suponha que A seja um subconjunto de X e que f, g sejam duas aplicagoes
continuas de X em Y. Dizemos que f, g sao homotopicamente relativos se existir
uma homotopia F': X x I — Y entre f e g tal que F(a,t) independa de ¢ para
todo a € A.

Definicdo 2. Se f, g sdo dois caminhos tais que f(0) = g(1), entdo por produto

de f e g, estamos nos referindo ao caminho f * g, que é definido por:

_ [ f(2), 0<t<4:
f*g(t)_{g(%l) Lor<i

! Bolsista FAPESP 06,/61800-0.
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Definicdo 3. Dois caminhos f,g : I — X sdo equivalentes se f e g sao ho-

motopicos relativamente a {0, 1}.

Defini¢cdo 4. Um caminho é dito fechado se f(0) = f(1). Se f(0) = z, dizemos

que f é de ponto base x.

Definicao 5. O produto f * g é definido para todo par de caminhos fechados de
mesmo ponto base x € X. Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia de

caminhos fechados de base z € X por 7(X, x).

Lema 6. O conjunto w(X,x) possui um produto definido por [f][g] = [f *g] bem
definido, que o torna um grupo. Este grupo € chamado de grupo fundamental

de X com ponto base x.

3 Grupos Livres

Seja S um conjunto, e considere que os elementos de S sejam simbolos nao
comutativos. Usando estes simbolos, formamos palavras, que sao expressoes da

forma:

W = :ci(l):c;@) .. .ZZ(k)

onde cada z; € S, pode-se ter repeticdes, e €(i) = +1. E conveniente termos
palavras vazias, em que nao aparecem simbolos. Uma palavra é dita reduzida se
nao contém z~! seguido de z' ou vice e versa.

Usando justaposicao de palavras reduzidas como lei de composigao e re-
duzindo a palavra obtida, se necessario, o conjunto G palavras reduzidas nos
simbolos de S forma um grupo. Este grupo é chamado de grupo livre gerado por
S. Os sfmbolos em S nao importam, isto &, se S’ é um conjunto que é bijetivo
a S, entao os grupos resultantes gerados por S e S’ serdo isomorfos.

E conveniente tratar os grupos livres de forma ligeiramente diferente, con-
siderando classes de equivaléncia de palavras sob uma relagao de equivaléncia

conveniente.
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Suponha que R seja um conjunto de palavras em S. Considere as seguintes

operacoes em palavras em S:

1

(i) insira xz~! em uma palavra, onde = € S.

(ii) delete zx~! de uma palavra, onde = € S.

1

(iii) insira r ou 7+ em uma palavra, onde r € R.

1

(iv) delete r ou v~ ! em uma palavra, onde r € R.

Diremos que duas palavras W e W’ sao equivalentes se, e somente se, W'
pode ser obtida de W por um namero finito de operagdes dos tipos (i)—(iv).
Esta relagao é de equivaléncia, e o conjunto dessas classes de equivaléncia forma
um grupo, com a justaposi¢do como lei de composicao. Este grupo é chamado
de grupo com presentagao (S; R), e é denotado por (S;R). O conjunto S é o
conjunto dos geradores e R é chamado de o conjunto de relatores.

Dado um grupo G, dizemos que G possui apresentagao (S; R) se G é isomorfo

a (S; R).

4 O Teorema de Seifert-Van Kampen

Suponhamos que seja dado um espago X que é uniao de dois subespacos
conexos por caminhos U; e Us. Suponhamos também que U; N Us seja nao
vazio e conexo por caminhos. O Teorema de Seifert—Van Kampen nos dao um
modo de calcular o grupo fundamental de X, desde que conhecamos os grupos
fundamentais de Uy, Uy e Uy N Us. Consideremos @1, 2, ¥1, 12 as varias

inclusoes, como indicadas abaixo.
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Escolhido um ponto base xy € U1NUs, temos o seguinte diagrama comutativo

de homomorfismos:

P1 7T(U1,IQ) Y1
/ \
7T(U1 N Ug, IQ)
(pz\ %

W(UQ, :L'o)

(X, zo)

Suponhamos que os grupos fundamentais de U; N Uy, Uy e Uy sejam conhe-
cidos, cujas respectivas presentagoes sao dadas por: w(Uy N Uz, xg) = (S; R),
w(Uy, o) = (S1; R1) e (U, zo) = (S2; Ra).

Se s € S, entao 145 € m(Ur,z0) € paus € m(Ua,x0) e portanto, podemos
expressar estes elementos como palavras em S; e Sa, respectivamente. Sejam
"1 € "paus’ as representacoes de @148 € paxs como palavras em Sy e Sa,
respectivamente.

Rgs ¢ um conjunto de relagdes dado por {'¢148 ="paus’;s € S}.

Teorema 7 (Seifert-Van Kampen). 7(X,xg) € isomorfo ao grupo definido pelo

gerador S1 U Sy e de relator Ry U Ry U Rg.

Corolario 8. O grupo 7(X,x0) € gerado pelo conjunto 1451 e Y2452, onde

S1 e Sy sao os geradores de w(Uy,xg) e w(Usa,x0), respectivamente.
Corolario 9. Se S; = S, entdo (X, xg) € trivial.

Um caso especial deste corolario é:
Corolario 10. Se n > 2, entdo S™ € simplesmente conexo.

Corolario 11. Se U; N U, € simplesmente conexo, entao w(X,xo) € um grupo

de gerador S1 U Sy e relator Ry U Rs.

Coroldario 12. O grupos fundamental de RP™ € Zy e o de L(p,q) € Zy.
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5 Célculos usando o Teorema de Seifert—-Van Kampen

Exemplo 13. Seja X = C; U Cy um subconjunto de R?, onde

Ci={(x,y) €eR* (z - 1)* +4° =1},
Co = {(x,y) €R? (z+1)* +4° =1}.

Entao X =U1UU3, onde Uy = X —{z1} e Uy = X —{x2}, paraz1 = (—2,0)
e xo = (2,0).

U; e U, sao subconjuntos abertos e conexos por caminhos de X, com U; NU;
simplesmente conexo.

U; e C; sao homotopicamente equivalentes relativamente a xg, para j =
1,2. Entao w(Uy,x) e w(Usa, xg) sdo grupos livres com um gerador. Usando o

corolario 11, temos que 7(X,xg) é um grupo livre com dois geradores.

O grupo fundamental do toro: Seja o toro 7' como na figura 1.1. Sejam
Up=T—{y} eUs =T — (a1 — az). Uy, Uy e Uy N Uz séo abertos e conexos por

caminhos, e portanto, podemos aplicar o Teorema de Seifert—Van Kampen.

ag 1 a 1
c
ai al al LX) al
x
d 0
a2 x1 az z1

Figura 1.1: Toro T'.

Sejam xg e 1 os pontos indicados na figura 1.1. Seja também ¢ uma circun-
feréncia centrada em y, passando por xg, e seja d o segmento de reta que liga
r1 a xg, como indicados na figura 1.1.

Os eixos do quadrado formam um ‘8’ em T apos as identificagoes, e o espago
resultante é um retrato por deformacao forte de Uj.

Se a1 e as sao caminhos fechados em Uy, de ponto base x1, cujos tragos sao

ay e ag, respectivamente, com dire¢oes indicadas na figura 1.1, entdo w(Uq, 1)
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é o grupo livre de geradores [a1], [ae]. Seja 6 um caminho em U; que liga
zo a x1 e que corresponde a d. Entdo 7(Ui,xg) é o grupo livre de geradores
[6 % a1 * 6], [0 * g * 0], que abreviaremos como A; e A, respectivamente.

Como Us é simplesmente conexo, m(Us, zg) = 1.

O circulo ¢ é um retrato por deformagao forte de U; N Us. Se v denotar um
caminho fechado em U; N Us, de ponto base xg, que corresponde a ¢, com a
direcdo indicada na figura 1.1, entdo w(U; NUz, zo) é um grupo livre de gerador
[v]-

Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen, 7(T,zq) é gerado por {41, A2}, e
satisfaz a relacdo "o14[v] ="pax 7]

Em U, temos que
[p17] = [0 * A1 * o * @y xaig * S] = [0 0413] [0 * agg]w *alg][é * 62_],

e portanto ‘v [y] = A1 A5A; As. Por outro lado, "oz [y = 1 e entdo 7(T, o)
é o grupo de presentacao ({A;, As}; {A1A2A;As}).

Portanto, 7(T, x¢) é isomorfo a Z x Z.

O grupo fundamental da garrafa de Klein: Seja a garrafa de Klein K

representada na figura 1.2.

a2 X1 a2 xr1
c
ai al ai oy ai
Zo
d,
a 1 az 1

Figura 1.2: Garrafa de Klein K.

Usando a notacao da figura 1.2, sejam Uy = K — {y} e Uy = K — (a1 U as).
Uy, Uy e Uy NU; satisfazem as condigoes do Teorema de Seifert—Van Kampen.
Os eixos da regiao quadrada, apos identificagoes, é uma figura em forma de ‘8’,

que é um retrato por deformacao forte de Uj.
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Isto implica que 7(Uy,x0) é um grupo livre gerado por {[a1], [az]}, onde
a1, ay denotam os caminhos correspondentes a aj,as, respectivamente. Se §
denota o caminho correspondente a d, entdao 7(Uy,zg) € o grupo livre gerado
por [0 * oy * 5] e [0 % ag * g], que abreviaremos para A; e As, respectivamente.

Us é contratil e portanto 7(Us, zg) = 1. Como a circunferéncia ¢ é um retrato
por deformagao forte de Uy N Uz, entdo m(U; N Us, x9) é um grupo livre gerado
por [v], onde v é o caminho em U; N Uy correspondente a c.

Em U;, temos que
[017] = [0 % a1 * ag * @y * azd] = [0 * a10][6 * 1 0][6 * @10][8 * aad],

de modo que "pix[y] = A1A2A1_1A2. Por outro lado, temos em Us que
"oz [y]' = 1. Entdo, pelo Teorema de Seifert—Van Kampen, temos que 7 (K, zo)
é isomorfo ao grupo ({A1, A2}; {AlAQAl_lAQ =1}).

O grupo fundamental do plano projetivo real RP?: Representamos RP?
como na figura 1.3. Sejam xg, x1,¥, ¢,d pontos, uma circunferéncia e um seg-

mento, como indicados na figura 1.3.

Figura 1.3: Plano projetivo real.

Sejam Uy = RP%2—{y} e Uy = RP?—{a}. Entao Uy, Uy e Uy NU; satisfazem
as condig¢oes do teorema de Seifert—Van Kampen.

A curva a representa uma circunferéncia no plano projetivo e é um retrato
por deformagéo forte de Uy. Entao w(Uy, 1) é um grupo livre gerado por [q],
onde « é um caminho em U; correspondente a a. Se d denota o caminho de zg a

21 correspondente a d, entdo m(Uy, zg) € o grupo livre gerado por A = [d* axd].
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O subespago Us é contratil e portanto w(Uz, zg) = 1.

A circunferéncia ¢ é um retrato por deformacao forte de Uy N Uy, de modo
que w(Uy N Uz, xg) é o grupo livre gerado por [v], onde v denota o caminho em
U1 N Us, de ponto base xg que corresponde a c.

Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen, segue que m(RP?, ) é o grupo de
gerador A e relagdo 'p14[v] ="wax 7]

Em Uy, temos que [p17] = [0xaxaxd] = [§xad][6*ad] e portanto '¢14[y] =
A%, Como "pax[y] = 1, temos que m(RP?, z¢) ¢ isomorfo a ({A}; {A?}), isto é,
a Zs.

Um espago de identificagao: Seja X uma regiao poligonal de n lados, cujas

arestas da regido poligonal estdo identificadas como indicadas na figura 1.4(a).

a, a,
a a
d
1
a a

(a) (b)

Figura 1.4: Espaco de identificagao.

Usando a notagao da figura 1.4, sejam Uy = X — {y} e Us = X — {a}. Os
espagos Uy, Uz e Uy N Us sao abertos e conexos por caminhos.

As arestas da regiao poligonal formam uma circunferéncia em X que é um
retrato por deformagao forte de Uy, e portanto, w(Uy, 1) é um grupo abeliano
livre gerado por [o], onde o ¢ um caminho fechado de ponto base x1 que cor-
responde a a. Se § é um caminho ligando xy a x1, correspondendo a d, entao
7(Uy, z0) é um grupo livre gerado por [§ * a * §] = A.

O subespago Us é contratil, e portanto, m(Us, zg) = 1.

A circunferéncia ¢ é um retrato por deformagao forte de U;NUs, de modo que

m(Uy NUsz, xp) é um grupo abeliano livre gerado por [v], onde v é um caminho
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fechado em U; N Us de ponto base xy que corresponde a c.

Aplicando o Teorema de Seifert—Van Kampen, temos que 7(X,zo) possui
{A} como gerador e {'p14[7] ='vax[7]'} como relagdo.

Nao ¢é dificil ver que [p17] = [ * @ % --- % a % §] = [§ * a * 6]", e portanto,
"pr1xy] = A". Como 'paxu[y] = 1, segue que 7(X, o) possui presentacao
({A}; {A™}), isto &, m(X, xg) é isomorfo ao grupo ciclico Z,,.

6 O Grupo Fundamental de uma Superficie

Teorema 14. O grupo fundamental da superficie S, com S = S2#mT#nRP?

€ o grupo com geradores

Cl,dl,CQ,dg,...,Cm,dm,fl,fg,...,fn

e relacao

—1 -1 —1 -1 —1 -1 42 2 2
cidicy “dy cadacy " dy . emdme,, dy fife o fn =1

Prova: S pode ser reescrito como S = XUH{UHU- - -UH,,UM1UM>U- - -UM,,

onde:

(i) X é homeomorfo a uma esfera com m + n = ¢ discos abertos disjuntos

removidos, Hy, H, ..., H,, sao toros com um disco aberto removido e
My, M, ..., M, sio espacos reais projetivos RP? com um disco aberto
removido.

(ii) Se b1,bg,...,by denotam as g fronteiras dos discos abertos removidos de

X, entéoXﬂHi:bi,XﬂMj:Bm+j,i:1,2,...,m,j:1,2,...,n.

Observemos que X é homeomorfo ao disco D? com g — 1 discos abertos
removidos.

Seja xp um ponto no interior de X, como indicado na figura 1.5.

Sejam também 1, T2, . .., x4 pontos de by, ba, . .., by, respectivamente, como
indicados na figura 1.5. Sejam a1, as,...,aq curvas ligando zg a x1, 22, ..., 24,

respectivamente, como indicados na figura 1.5.
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Tq

Figura 1.5: Superficie S.

O subespaco de X, que consiste em a1,as,...,aq—1 € b1,ba,...,bg—1 é€ um
retrato por deformagao forte de X. Nao é dificil ver que o grupo fundamental
é um grupo livre de ¢ — 1 geradores, ja que é homotopicamente equivalente,
relativamente a {x¢} ao conjunto que consiste da reunido de ¢ — 1 circulos com
exatamente um ponto em comum. Se tomarmos aq, s, ...,0g—1 05 caminhos
em X, ligando x¢ a x;, que correspondem a aq, ag, . .., aq, respectivamente, e se
tomarmos (1,32, ...,B¢—1 caminhos fechados com pontos bases x1,z2, ..., zq,
correspondentes a by, ba,...,bg—1 respectivamente, entdo m(X,x¢) é o grupo

livre gerado por
By = [a1 % 1 x @], Ba = g * B2 % @2, ..., By = [0 * g % Tg.

Se By = [ * By @y, entdo B! = B1By - By_1, ouseja, BiBy--- By = 1.

Entéo, é equivalente m(X, zg) ser o grupo com relatores By, B, . .., B, e relagao
B1By---By=1.
Se tomarmos um ponto base diferente, digamos, z; (i = 1,2,...,q), entdo

(X, x;) é o grupo cujos geradores sao {h;(B1),hi(Bz2),...,hi(Bq)} e relagao
{hi(B1By--- By) = 1}, onde h; : (X, x0) — 7(X, z;) é o isomorfismo dado por
hi([6]) = [ * 0 * ).
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Vejamos agora H;. Por calculos anteriores, temos que o grupo fundamental
de H; é um grupo livre de dois geradores. Com a notagao da figura 1.6, w(H;, z¢)
é o grupo livre gerado por C; = [e; * v; * €] e D; = [e; * §; * €], onde ¢
corresponde a curva e; em H; e -y;,d; correspondem as curvas fechadas em H;,

¢;, d;, respectivamente, como indicados na figura 1.6.

Figura 1.6: H;.

O caminho §; correspondente a b; pode ser expresso em termos de C; e D;,
da seguinte forma: [3;][C;D;C; *D; .

Consideremos agora a faixa de Méebius M;. O grupo fundamental de M é
um grupo livre de gerador Fj = [€j4m *@;*€j4m|, onde €4, € 0 caminho corres-
pondente a e;,, na figura 1.7 e ¢; é o caminho fechado correspondente a f; na
figura 1.7. Observe que [3j1m] = F?, onde (1., é o caminho correspondente a
b na figura 1.7.

Usando os resultados acima chegaremos, por recorréncia, ao grupo funda-
mental de S. Primeiramente, definimos subespacos Xo, X1, Xo2,..., X, de S
da seguinte forma: Xo = X, X; = X;_ 1 UH;, i = 1,2,....me Xpyj =
Xpij UM, j=1,2,... n.

Mostraremos entao que os espagos X;, X,,,4; sao como seguem:

(X, 20), i =1,2,...,m, é o grupo com geradores
c1,dy,c2,da, ..., Ciydiy Biy1, Biya, ..., By
e relagao

-1 3-1 -1 4-1 -1 4-1
cldlcl d1 62d262 d2 "'CidiC,L- di BiJrlBiJrQ"'Bq:]..
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i
i
Figura 1.7:
7 (Xm+j,20), 5 =1,2,...,n, &€ o grupo com geradores
C1, dl, Co, dg, ceey Cmy,y dm, fl, fg, ey fja Bm+j+17 Bm+j+2; ey Bq

e relagao
—1 -1 —1 -1 —1 7—1 2 2 2
cidicy dy “cadacy dy  Cmdimcy, dy 1S5 [ Bmgj41Bmg g2 Bg =1

Para demonstrarmos estes resultados, usaremos o Teorema de Seifert—Van
Kampen, e isto exigird que X} se escreva como uma uniao de dois conjuntos
abertos. Temos que X = Xj;_1 UY}, onde Y, = H; ou M;, para algum ¢ ou
7, mas nenhum desses espagos sao abertos. Porém como se tratam de somas
conexas de superficies, existe uma vizinhanga Ny, de by em S que é homeomorfa
a St x (=1,1), tal que se gy : Ny — S x (=1,1) é o homeomorfismo, entao
gu(br) = S x {0} e i (8" x (~1,0)) € X € Xpmy e g7 (S x [0,1)) € Yi.

Definimos entao

Up =Xp—1 UN, C X UY, = X,
Vi=N,UY, C Xp_1UY, C X}.

Uy e Vi, sao subconjuntos abertos e conexos por caminhos de X;. Também,
Ur NV, = Ni é conexo por caminhos. Assim, podemos aplicar o Teorema de
Seifert—Van Kampen e X, = UpUVy, com z € by como ponto base. Xi_1, Yy, by

sdo retratos por deformagdo forte de U, Vi, Ur N Vi, respectivamente. Entao
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T(Uk,xr) = m7(Xk—1,2x), ©(Vi,2x) = 7(Ye, 2), 7(Ux N Vi, 21) = 7(b, 2x) =

{[Bx]}; 0).

7m(Xk,xo) pode ser calculado por recorréncia. Comecemos pelo calculo de

W(Xl,xo).

(U, 21) = m(X, 21) = ({h1(B1), hi(B2), ..., hi(Bg) }i {hi(B1B2 - - By) = 1}),
m(Vi,21) = 7(Hy,21) = ({C1, D1};0), w(UrNVi,21) = w(br,21) = ({B1};0).

Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen, 7(X1,21) = (U3 UV;, 1) € o grupo
com geradores C1, D1, h1(B1),h1(B2), ..., h1(Bg) e relagdes hi(B1Bz--- By) =
1. hy(By) = C1D,C; Dy, pois hi(By) = [f1] em X e [81] = C1 D107 Dyt
em H;.

Eliminando o gerador hq(B1), temos que w(X1, 1) é o grupo com geradores
C1, D1, h1(Bs), h1(Bs), ..., hi(B,) erelagio Cy D;C; ' Dy 'hy(BeBs - -- B,) = 1.

Isto implica que 7(X1,2g) é o grupo com geradores
CladlaBQ;B37 s 7Bq

e relagao
crdic;tdy ' BaBs - B, =1,
onde

c = h_l(C’l) = [og * €1 %71 % €1 * @y,

di = fl(D1) = [ * €1 % 01 * €1 * O]

Suponhamos que o resultado esteja provado para todo p < I3 < m. Calcule-

mos agora 7(Xj, +1,Z0)-

F(Ull"l‘l’mll"l‘l) = W(X[l,I[1+1) =
- ({Cla D17 02; D27 ey Cl17Dl1;hl1+1(Bl1+1)7 ey hl1+1(Bq)}’;
{CiDiCTI DT - Oy DL O Dy hyy 1 (Bry -+ By) = 1)),

onde Cz = h/llJrl(Ci) e D,L = hl1+1(di); 1= 1,2, .. .,l.
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T(Viy 41, 2041) = 7(Hiy410,41) = {Cl41, Diy 41} 0),
T(Un+1 N Vi1, 2 41) = m(by 41, 241) = (B4 0).
Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen,
7T(Xl1+17 .73114,_1) = 7T(Uh+1 U W1+17 .7311_1,_1)
é o grupo com geradores
C1,D1,C2,Ds, ..., Cpyq1, Diy 1, hay 11 (Biy 1) iy 11 (Bry12), - -+ by 41(Bg)
e relagao
C1DLCy Dyt - Cy Dy, CpL Dy hy i (B -+ By) = 1

hiy+1(Biy+1) = Cii41 D41 Cr 1 DLy pois g 1(Biy) = [B1a] em X,
-1 -1
€ [611+1] = Cll+1Dll+1Cl1+1Dl1+1 em Hll+1'
Eliminando o gerador hy,+1(Bj,+1), temos que w(Xj, 41,2, +1) € 0 grupo

com geradores
C1,D1,C5,Ds,...,Cii41, Diy41, hiy+1(Biy+2)s - - -, hiy+1(By)
e relagao
C,D,Cy'Dyt - Czl+1Dzl+1Cl:Jlr1Dfli1hll+1(Bll+2 o By) =1
Isto implica que m(Xj, +1,%0) é o grupo com geradores
c1,di, ca,da, ... 41, di 41, Biyo, ..., By

e relagao

-1 4-1 —1 —1
cldlcl dl R 'cll+1dll+1cl1+1dl1+1Bll+2 B 'Bq = ].,

onde C,L = h/ll+1(ci)7 D,L = hl1+1(di); 1= ]., 2, .. .,ll,

1 _ _
1 =R (Cligr) = [uyg1 * €1 % Vg1 * g1 % Q)

-1 _ —
dl1+1 = hll+1(Dll+1) = [all-i-l €41 * 5l1+1 €41 ¥ all+1]'
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Portanto, m(X;, o), ¢ =1,2,...,m, é o grupo com geradores
c1,di,ca,dg, ... ¢ di, Big1, Biya, ..., By
e relagao
crdie;tdy eadacy Yyt - cidic; td By B - - By = 1.
Calculemos 7(X,,+1, o).
T(Umt1, Tmy1) = T( X, Tmg1) =

= <{Clﬂ Dla 027 DQ; R CWH Dma herl(Berl)a R herl(Bq)};
{Clchlefl T leDmlc;ziD;iherl(Berl T Bq) =1}),

T(Vint1, Tmi1) = T(Mpmy1, Tmg1) = ({F1};0) ¢ 7(Umy1r N Vg1, Tmy1) =

T(m+1, Tm+1) = {[Bm+1]};0).

Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen,
T(Xm+1, Tmt1) = T(Upt1 U Ving1, Timtr)
é o grupo com geradores
C1,D1,C2,Ds,...,Cpy Dy Fiy b1 (Br 1) g1 (Bm2), - -+ s 1 (Bg)
e relagoes
Ci1D1Cy ' Dyt Con Dy C Dy h1 (B -+ By) = 1,

onde A y1(Bms1) = F£, pois hpi1(Bms1) = [Bms1] em X € [Bga] = FF
em Ml.
Eliminando o gerador h,,11(Bm+1), temos que m(X;41,Zmt+1) € 0 grupo

com geradores
Cla Dla 027 DQ; ceey CWH DWH Fla herl(BerQ)a R hm+1(Bq)
e relagao

C1D:Cy' Dyt - Coa Dy C D Fi by 11 (Bia -+ - By) = 1.
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Isto implica que m(X,41,2o) € 0 grupo com geradores
Ci, dl, ,C2, dg, ceeyCmyy dm, f17 Bm+2, ey Bq

e relagao

Cldlcfldfl"'cm mC _ldm fl m+2"'Bq = ]-7
onde C; = hpy1(¢i)y, Dy = hpya(d;), i =1,2,...,m e
fi= erl( ) = [am+1 * €41 ¥ Vm+1 * Emi1 * am+1].

Suponhamos que esteja provado para m + 1 < m +n = ¢g. Calculemos entao

T(Xmti41,Z0)-

T(Unmti41s Tmtit1) = T( Xmtt, Tmpigr1) =
= <{Cl, Dl, ey Cm, Dm, Fl, ey Fm—i—l; hm+l+1(Bm+l+1) . hm+l+1(Bq)};
{Clchl_lDl_l w+ - Oy D, G, 1D 1Fl ’ Fﬁz+lhm+l+1(3m+l+1 o 'Bq) =1}),

T(Vinsi41, Tmpi1) = T(Mmgi1, Tmgig1) = {Fm 1 0),

T(Umtt41 N Vintta 1, Tmti1) = T(Omrir1, Tmtir1) = {[Brmri1] 15 0)-
Pelo Teorema de Seifert—Van Kampen,
T( X141, Tmti1) = T(Umtigr U Vingig1, Tmti41)
é o grupo com geradores
C1,D1,...,Cnm, Dy, F1, ..., Frnti41, Bnti+1 (Bimti41)s - -« s Bnti+1(By)
e relagoes
CiDiCT'Dyt - Coy Dy O DY FE - F2 b1 (Bigig1 - By) = 1

P41 (Bmyiv1) = Fryiq, pois hmpip1(Bmyir1) = [Bmyip1] em Xy e

[Bmtis1] = F2 .,y em My,
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Eliminando o gerador hy,t1+1(Bm+i+1), temos que m(X 4141, Tm4i41) € O
grupo com geradores
C1,D1,. ., Cy Dy iy oo Fie 1, Bt 41 (Bt 2)s - - -5 i1 (By)
e relagao
C,D,Cy'Dyt - Co DGO YD FR - F2 LR (B By =1
1714 1 mmm m 11 m+1+1""mAI+1\Pm4-14-2 q .
Isto implica que (X 4i41,%0) € 0 grupo com geradores
C1, d17 » €25 d27 -5 Cmy, dma f17 teey fTI’L+l+17 Bm+l+2, s 7Bq
e relagao
-1 -1 —17—1¢2 2
cidicy dy ey, di 1 fngip1 Bmyig2 - B = 1,

onde Cz = hm+1(ci), Di = hm+1(di), = 1,2,...,m e fj = h71 (Fj) =

m+j
[Oém+j * €Em4j * Ym4j *€m+j * am+j], ] = ]., ey
Portanto, m(Xp+4,%0), i =1,2,...,m, é o grupo com geradores
cl;dla 762;d2a . '7Cm7dma fla te 7fm+jaBm+j+1a cee 7Bq
e relagao

-1 ;-1 —1 7142 2
crdicy dy - Cmdmy d fT e fry jBmaje - By = 1
|

Nao é imediato distinguir os grupos listados no teorema. Procedamos entao
do seguinte modo: abelianizamos os grupos. Isto &, se G = (S7; R) entdo a

abelianiza¢ao de G é
AG = (S1;RU {zyz 'y ' = 12,9 € S1}).

Suponhamos que n = 0, isto é, S = S?#mT. Entdo An(S,z0) é o grupo
com geradores S,, = {c1,d1,¢a,da,...,Cm,dn} e relagdes {r,, = 1} U {ay =

y; 2,y € Spm}, onde 1, = c1dicy tdy eadacy tdy - epdine ML
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Em particular, temos a relagdao c1d; = djci1, e portanto, a relacao r,, = 1
é consequéncia das relagoes {xy = yx;x,y € Si}. Entdo An(S,z0) é o grupo
(S {zy = yx; 7,y € S,y }) e portanto An(S, z¢) = Z2™.

Sen > 1, entdo S = S?#mTH#nRP? e assim Ar(S,z9) é o grupo com
geradores

Sman = {c1,d1,ca,da, ... Cmydmy f1, f2, oy fn}
e relagoes
{rm4n =1} U{zy = yz;2,y € Smin},

onde 7y, 1 = crdicy tdy teadacy Tyt - emdme M fRfR - f2
A relacdo rp4n = 1 é consequéncia das relagoes {xy = yx; 2,y € Smin} €
{f2f2..- f2 =1}, onde a relagio {f2f3--- f2 = 1} é consequéncia das relagdes

{rm4n =1} U{zy = yz;2,y € Spptn}. Entao,
AT(S,20) = (Smtn; {2y = ya; 2,y € Smyn} U{{STS3 -+ f2 = 1}}).
Agora, todo elemento de A (S, zg) pode se escrito como
AW ED e darm) i @ g,
onde a(i),b(i), c(i) € Z, e pode ser reescrito como
c’f(l)d}{“) . .C%m)d%m)ff(l)—e(")fg(m—e(”) co el —e(n) (g o f)E(),
Assim, podemos ver que An(S,zg) = Z™mT"1 x Z,.
Corolario 15. O grupo fundamental abelianizado
1. de wma superficie orientdvel de género m >0 é Z>™;
2. de uma superficie nio orientdvel de géneron > 1 é Z" ™1 x Zj.

Assim, o grupo fundamental abelianizado de uma superficie € um invariante
topoldgico para superficies. O préximo resultado relaciona grupos fundamentais

e superficies.
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Corolario 16. Duas superficies sao homeomorfas se, e somente se, seus grupos

fundamentais (abelianizados) sao isomorfos.
Isto decorre do teorema de classificagao de superficies e do corolario anterior.

Corolario 17. Uma superficie é simplesmente conexa se, e somente se, € home-

omorfa a esfera S2.

O proximo corolario pode ser usado para determinar quando um espago nao

é uma superficie.

Corolario 18. Seja X um espago com xg € X. Se An(S,x0) nao é da forma

Z*>™ ou Z™ ' x Zs, entdo X ndo é uma superficie.

Abstract: This work presents how the Seifert—Van Kampen theorem is an useful
tool for calculating the fundamental group, which qualify topological spaces up

to homeomorphism.

Keywords: Seifert—Van Kampen theorem, fundamental group.
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Equacao do Calor — Modelagem Matematica e
Método de Fourier

Jean Cerqueira Berni!

Orientador(a): Marta Cilene Gadotti

Resumo: O fenémeno de condugao de calor em uma barra pode ser modelado por
uma equagao diferencial parcial. Utilizando argumentos fisicos, mostraremos
com detalhes como se da a construgao desse modelo, utilizaremos o método
de Fourier para trabalha-lo e discutiremos a motivagao resultante deste para o

aprofundamento nos conhecimentos de Analise Matemética.

Palavras-chave: Método de Fourier, modelagem, equagdes diferenciais parciais.

1 Deducado da Equagdo do Calor

Considere uma barra condutora, de dimensao linear preponderante e dimen-
sbes seccionais insignificantes, como, por exemplo, um arame bem fino, isolado
termicamente do meio ambiente a nao ser por suas extremidades. Se colocarmos
a barra, no sentido deste seu comprimento sobre o eixo x, e aquecermos uma
das extremidades, o fluxo de calor dar-se-4 longitudinalmente, da extremidade
mais quente para a mais fria. Deste modo, estamos tratando de um problema
de condugao térmica unidimensional.

Queremos uma fungio u : R C R? — R, u(x,t), que descreva a temperatura
num ponto x da barra num dado instante ¢; esta é nossa motivagao. Para isto
vamos utilizar a lei do resfriamento de Fourier.

Para descrevé-la, vamos supor que duas secgoes transversais da barra lo-
calizadas em x e x + d, de areas iguais, A, sao mantidas constantemente as
temperaturas T3 e 15, respectivamente.

Fourier modelou, baseado em seus experimentos, uma equagao que descreve

1Bolsista Fapesp 2009,/05185-3.
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a quantidade de calor transferida de uma secgao transversal para outra por
unidade de tempo (fluxo % de calor, cuja unidade S.I. ¢ W, i.e., o watt [joule
por segundo]) em fungdo da area das mesmas, A, que supomos constante, da
distancia entre duas destas secgoes, d, e do modulo da diferenga entre as tem-
peraturas nestas extremidades, T7 e Tb.

A Lei de Fourier que modela este fenémeno, fixando um intervalo de tempo
At, é
Q A-|Tp —Ti
el bk Bt 1 |
At d
onde @ é a quantidade de calor absorvida ou cedida por um material, medida em
joules, J, A é a area da secgao transversal da barra, T1 e T, s@o as temperaturas

nas extremidades e d é o comprimento da mesma. Inserimos uma constante de
proporcionalidade que se chama condutibilidade térmica, k, e temos
% = Ii%. (1.1)
A Lei de Fourier trata T7 e T, como constantes, sendo assim independente do
tempo; mas precisamos de uma funcao que descreva de modo mais completo a
situacdo da barra, i.e., uma fungdo que descreva a temperatura (dependente do
fluxo do calor, A%) em fung¢ao do tempo e de sua coordenada espacial.
Para contornar a dificuldade da auséncia da variavel tempo na Lei de Fourier,
introduzimos a grandeza fluxo de calor através de x num instante ¢, do seguinte

modo:

— Consideraremos que o calor estéa fluindo da extremidade mais quente para

a extremidade mais fria;

— Fixamos o tempo em (1.1) e fazemos Ty = u(z + d,t) e T1 = u(z,t);

— Passamos o limite da fungdo u(x + d,t) — u(z,t) quando d tende a zero
em (1.1).

Assim, se denotarmos por ¢(z,t) o fluxo de calor no sentido positivo do eixo
 no instante t, temos

dot) = A i @O @ | e+ dit) —u@t)
d—0 d d—0 d

(1.2)
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Como a temperatura decresce conforme x cresce, introduzimos um sinal (—) em

(1.2), pois o calor flui para a direita e, ipso facto, ¢ deve ser positivo, isto é,

q(z,t) = —/@A%. (1.3)

Fixemos, agora, para § > 0, um elemento entre os pontos xg e xg + 9, ao
longo do eixo z. Calcularemos o calor que entra neste ponto no periodo de
tempo entre tg e tg + 7, com 7 > 0. Defina entdo § como sendo a quantidade
de calor que entra na regiao delimitada por xy e xog + ¢ num intervalo de tempo
arbitrario, de tg a tg + 7. Esta quantidade é escrita como

to+T to+T
7= /to q(zo,t)dt — /to q(zo + 9, t)dt.

Pela Lei de Fourier, (1.3), temos

to+T
y :/ . [014(300 +4,1) 6u(x0,t)} Adt.
to

Ox Ox
Usando o Teorema Fundamental do Calculo, temos

to+7  pxo+o 82u(x t)
i— / / Ol ) | pdwdt. 1.4
t 5 52 (1.4)

0

Por outro lado, sabemos, da fisica bésica, que
7 = mcAl = pVecA = pVu(xo, to + 7) — u(o, to)],

onde p é a densidade volumétrica da barra, ¢ o calor especifico do material do
qual esta é constituida, V' o volume desta e Af o incremento de temperatura
num dado intervalo de tempo.

Temos entao

q = pVe[u(zo, to + 7) — u(wo, to)]-

Mas observe que

xo+9
V= A/ dx.

e
Entao

iS]]

xo+9
= pAc/ [u(zo,to + 7) — u(xo, to)|dz.

Zo
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E usando novamente o Teorema Fundamental do Calculo

to+7  pxo+o
pAc / / 8“ 9u@st) g (1.5)
to ‘

Comparando as equagoes (1.4) e (1.5) temos que

/tw /xm Oulz, ) Adtdx—/tOJrT /xm O, A

Chegamos em

kT ok 92z, ) Ou(x, t)
/ / < 83@2 KA — TC/)A) dtdx = 0.

Denotaremos

I(x,t) = <8225:;, 2 KA — 8ug;,t) cpA> :

O argumento da integral acima, I'(x, t), é continuo pois suporemos que u(x, t)
¢ de classe C?, pelo menos. Afirmamos que I'(x,t) denotado acima é identica-
mente nulo.

Suponhamos, ab absurdo, que este seja ndo-nulo. Entao I'(z,t) seria positivo
ou negativo para algum (zg,tp) € R. Suponha-o, sem perda de generalidade,
positivo. Como este argumento é continuo, segue que existe uma bola aberta
B, de centro (zg, 1) e raio r tal que I'(z,t) > 0,V(x,t) € B, o que implicaria na

existéncia de 7 < r e §' < r tais que

to+7"  pao+d’
/ / I(x,t)dtdz > 0,
to xo

o que é absurdo. Logo, segue o fato.

Portanto
0%u ou
K—s = Cp—.
Oz P ot
Ou seja,

ou Kk 0%

ot  cpOx?’
Denominamos % por difusibilidade térmica, k, assim, podemos reescrever a

equagao acima como
ou 0%u
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A equagao (1.6) é conhecida por equagdo do calor ou equagdo da difusao.
Deduzida esta equacao, uma questao surge naturalmente: “como descrever
as fungoes u(x,t) que satisfazem (1.6)7?”
Observe que qualquer constante é solugdo de (1.6), e a fungdo u(x,t) =
cx também o é. Enfim, existem muitas outras; a determinacao da solugao
procurada depende de fatores fisicos. Algumas das condigbes que interferem

fortemente na determinacao da solugao estao listadas abaixo.

I. Condicao inicial do problema. Podemos ter uma fungéo f(z) que des-
creve a temperatura em cada ponto x da barra no instante ¢ = 0, i.e., u(x,0) =
f(z), onde f:]0,L] — R.

I1. Condicao de contorno do problema. Podem ser de varios tipos:

Tipo 1: As temperaturas nas extremidades sao conhecidas e constantes.
U(O,t) =T, U(Lat) =Ts.

Num caso mais complexo, podemos ter que a temperatura num ponto de

coordenada = da barra no instante ¢ = 0 ser expresso por uma fungdo

u(0,t) = ho(t) e w(L,t) = hy(t).

Tipo 2: Temos as extremidades isoladas termicamente, i.e., nao ha fluxo de
calor nas extremidades

ou(0,t)  Ou(L,t)
or Oz

=0.

Tipo 3: Ha transferéncia entre o meio e as extremidades. Para abordarmos

este tipo precisaremos da seguinte definicao:

Definicao 1 (Emissividade). Em fisica, emissividade é relagdo entre o poder
emissivo de um corpo qualquer e a de um corpo negro. E conhecida como

emissividade, e, e pode ter um méaximo igual a 1, que é correspondente & de
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um corpo negro, e um minimo igual a zero. Corpos que possuem emissividade
inferior a 1 sdo chamados corpos cinza. Corpos onde a emissividade é também
dependente da temperatura e comprimento de onda sao chamados corpos nao-
cinza. A emissividade mede a maior ou menor tendéncia que determinado corpo
tem em emitir radiacdo. O poder de emissividade esta associado & natureza do
corpo, & area exposta e a temperatura absoluta a que se encontra.

n% = e{u(0,t) — ug}, 7n% = e{u(L,t) —uo}.

Tipo 4: Qualquer combinacdo dos casos anteriores.

2 Formulagdo Matematica

Considere o plano cartesiano de eixos x e t, onde ¢ serd a nossa coordenada
temporal e x serd a nossa coordenada espacial. Queremos definir uma fungao
real u(z,t) no fecho do conjunto R = {(z,t) € R?/0 < t < 00,0 < x < L}, R,

que satisfaga
ou_ o
ot 0x2

em R, além da condicao inicial
u(z,0) = f(z), Ve (0,L)
e da condigao de fronteira
u(0,t) = u(L,t) = 0.

Este tipo de problema é conhecido como “problema de valores iniciais e de
contorno”. Um método para resolver este tipo de equagao foi desenvolvido por

Fourier, e o veremos a seguir.

Método de Fourier: Supomos inicialmente que a fungdo procurada u(z,t)
pode ser escrita como o produto de duas fung¢oes, uma exclusivamente depen-

dente de x e outra exclusivamente dependente de ¢, isto é, da forma

u(z,t) = F(2)G(1). (1.7)
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Substituindo (1.7) na equagao do calor, teremos

F(2)G'(t) = kF" (z)G(t) = %Cé’((;) _ f;(;:c))

Observe que aqui supusemos F(z) e G(t) nunca se anularem. Concluimos da
equagao acima que os quocientes nao podem depender nem de x nem de ¢, de

modo que deve ser uma constante, o,

v _ . e _

k G(t) F(x)

Agora, reduzimos o problema de resolver uma equacgao diferencial parcial
ao problema de resolver duas equagoes diferenciais parciais. Resolvamos uma
delas:

F"(z) — oF(z) = 0. (1.8)
Como u(0,t) = u(L,t) = 0, segue que
F(0)G(t) = F(L)G(t) =0, Vt>0,

o que implica F(0) = F(L) = 0 pois G(t) = 0 ndo nos interessa. Resolvendo o

problema do valor de contorno

F"(z) —oF(z) =0,
F(0) = 0,
F(L) =0,

teremos trés possiveis valores de o a analisar:

i) o > 0, obtemos

F(z) = c1eV7® + cpe V7",
Para satisfazer o problema do valor inicial temos que ter

c1+c2 =0, pois F(0) =0,
c1eVol 4 cpeVol =0, pois F(L) =0,

o que implica ¢; = ¢ =0 e F(z) = 0 ndo nos interessa.

BICMat, VoruME VI, OuTtuBrO DE 2009



56 EqQuagio po CALOR — MODELAGEM MATEMATICA E METODO DE FOURIER

F(z) = c1x + co.

Comcy =0eciL+cy =0= ¢ =cy =0, uma solugado trivial que

tampouco nos interessa.

iii) o < 0. Fazemos o = —\2, para facilitar os calculos. Temos
F(z) = ¢y cos (Ax) 4 casen (Ax),
que devera satisfazer

c1 = 0,
casen (AL) = 0.

Como, novamente, nao queremos uma solug¢ao identicamente nula, i.e.,

co = 0, entao devemos ter
casen(AL) =0, com ¢y #0< sen(AL)=0,

0 que implica que

AL =nm, Vne€Z"

3 — nm
Assim, A = %,

e sdo designados os autovalores do Problema do Valor de Contorno.

Chegamos a conclusdo de que as fungdes que satisfazem a equagao dife-

rencial ordinaria (1.8) sdo
F,(z) = sen (?),

que serao designadas as autofung¢ées do Problema do Valor de Contorno.
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Nao é necessario que consideremos n < 0 pois isso implicaria numa mera
mudanga de sinal em F),(x).
Agora, resta-nos achar a solucao geral da outra equagao diferencial ordinaria

em t, a saber,

G'(t) — ockG(t) = 0, (1.9)

que sera, para cada n € N*,

Un(x,t) = Fp(2)Gr(t).
Portanto, para cada n € N teremos uma funcgao
—n2n2kt nmx
up(x,t) = e~ T sen (—),

que satisfaz & equacio do calor e as condicoes de fronteira dadas. E facil verificar
que qualquer combinacao linear destas fungoes também é solugao, porém nos

falta ainda verificar a condi¢ao inicial. Assim, definimos como candidato a

solucao do problema:

> —n2x2kt nmwaxT
u(z,t) = E cpe 1?7 sen <)
n=1

onde ¢, é constante, para cada n. Observamos que esta fungdo é descrita por
uma série de fungoes e, portanto, precisaremos de critérios para decidir sua

convergéncia. Por hipotese, u(z,0) = f(x), o que implica

fz) = i Cp, sen (n_z:c)’
n=1

o que sugere que a fungao f deve ser escrita como uma série de senos.
E o método de Fourier culmina na indicagao deste candidato como solugao.
O que faltara fazer é provar que ele realmente é solugao do problema dado, o

que implica em varios problemas.
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Problema 1: Sera que a fungdo dada, f(z), pode ser escrita como uma série
de senos? Se nao puder, entdo u(z,t) como a encontramos nao servird como
solugdo. Ai deveremos ver em que condigdes f(x) pode ser escrita dessa forma,

bem como obter os coeficientes ¢,, para esta.

Problema 2: Sendo a funcao u(zx,t) descrita em termos de uma série, é mais
que natural levantarmos a questao sobre as condigoes de convergéncia e se, de

fato, esta satisfaz a equagao diferencial parcial dada.

Se levarmos o assunto adiante, constataremos que ele nos conduz natural-
mente ao estudo de conceitos como o de convergéncia uniforme de séries de
fungoes, a que classe de fungdes pertence f(x) (de classe £!? Periodica? Abso-
lutamente Integravel? Integréavel?), o critério de Cauchy para a verificagao da
convergéncia de tais séries, a completude do espago onde estamos trabalhando,
a importancia da compacidade do dominio de certas funcées que consideramos,
dentre inimeros outros assuntos.

A deducao da equacao do calor nos leva, assim, a uma maravilhosa fonte de
motivagoes para estudos de analise matematica ao nos apresentar uma aplicagao
“palpavel” desta no quotidiano, mostrando-nos a complexidade e a utilidade das

equagoes diferenciais parciais.
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Abstract: The phenomenon of the heat conduction in a straight bar can be
modelled through a partial differential equation. In this paper, using physical
arguments, we must show with details how this model is constructed, use the
Fourier’s method to work it, and discuss its resulting motivations to go further

with our mathematical analysis knowledges.

Keywords: Fourier method, modelation, partial differential equations.
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