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Neste material apresentaremos o Teorema Fundamental das Curvas no Espa¢o. Vamos
definir a relacdo de congruéncia entre curvas no espago: dizemos que duas curvasa, 8 : [ — R3
sdo congruentes sempre que existir uma isometria F : R®> — R tal que B = F o «. Veremos,
primeiramente, que se « e  sdo congruentes, entdo « e § tém exatamente a mesma curvatura e
a mesma tor¢do. Posteriormente, veremos que as fung¢des curvatura e tor¢do caracterizam com-
pletamente uma curva no espago (contanto que a curvatura seja estritamente positiva).

Deste modo, veremos que duas curvas p.p.c.a. de curvatura ndo-nula sdo congruentes se, e
somente se, tiverem a mesma curvatura e a mesma tor¢do em cada um de seus pontos.

1 Teorema Fundamental das Curvas

Vejamos agora que se duas curvas parametrizadas por comprimento de arco diferem exclu-
sivamente por uma isometria, entdo elas tém a mesma curvatura e a mesma torgao (esta dltima
a menos de sinal), e como se relacionam seus referenciais de Frenet:

Proposigao 1 Seja a : I — R3 uma curva reqular parametrizada por comprimento de arco, tal que a
curvatura (Vs € I)(x(s) > 0). Sejam F : R> — R3 uma isometria e & = F o a. Entdo & é uma curva
regular parametrizada por comprimento de arco e vale:

Ta
(Vs € 1) { Ta(s
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Como F : R3 — R3 é uma isometria, F é diferencidvel. Ademais, como « : I — R3 é difer-
encidvel, segue da Regra da Cadeia que® = Foa : [ — IR? é também uma curva diferencidvel.
Por definigao:

(VS < I)(&/(S) = szx(s) "X/(S) = dFa(s) : a(s)) (1)
de modo que:

(Vs € D(I|a'(s)]| = [ldFy(s) - Tu(s) = dFyq) - Ol = [|Tu(s) = O = I Tu(s) || = [la’(s) | = 1)

de modo que & estd parametrizada por comprimento de arco. Por (1), temos:

(Vs € I)(Ta(s) = dFy()(Tu(s))) (2)
dai,
(Vs € I)(Ti(s) = dFy()(Ty(s))) (3)

Como dP“(S) preserva produto interno, temos, para todo s € I:

(Vs € 1) (a(s) = " ()| = ITa()|3) |dFa(s) (Ta ()l = [ Ta(s) [l = & ()| = ra(s))
Assim,

o &'(s)  dFy(a”(s))
Na(s) = ka(s) x(s)

Como F preserva orientagdo, temos:

1!
linearidadedF, (oc (S)) = dFa(S)(Na(s)) (4)

(Vs €I) <<dFDc(s)(TN(S)) X dFy(s)(Na(5)), dFy(5) (Ba(s))) = (Tuls) x Na(s), Ba(s)) =
Fisometria(dFys)(Ta(s) % Na(s)),dl-"a(s)(l?“(s)»)

Como a igualdade acima vale para qualquer que seja s € I, segue que:

(VS < I)(E&(S) = Tﬁé(s) X N@(S) = dFa(s)(Toé(S)) X dFa(s)(Nﬁé(s)) = szx(s)(

,
\

Segue de (1), (4) e (5), que:

— — =

Ba(s) = Ta(s) x Na(s) = dFy(s)(Bu(s))



Finalmente,

() = (Bi(5), Na(s)) = (@Fy(o) (B4 (5)), dF s) (N (5)))dEy ) ortogonal (B (5), Na(s)) = 7a(s)
O caso em que F inverte orientacdo é demonstrado analogamente.

Definicao 2 Duas curvas, o, : I — R3 sdo paralelas se, e somente se, existir uma translagio T, :
R? — R3 tal que (Vs € I)(Tyoa = B)

Lema 3 Duas curvas, «, : I — R3 sdo paralelas se seus vetores velocidade em cada ponto s € 1,
o' (s) = (a)(s),ah(s),a5(s)) e B'(s) = (By(s), B5(s), Bs(s)) sdo paralelos. Neste caso, se para algum
so € I tivermos a(sg) = B(so), entdo o = P.

Por definicdo, se a/(s) e p/(s) sdo paralelos, eles tém as mesmas coordenadas euclidianas, ou
seja, tem-se:

(Vi € {1,2,3}) (ai(s) = Bi(s))

Assim,

(Vi € {1,2,3}) (i(s) = Bi(s))
Pelo que sabemos do Célculo, as equagdes acima implicam que existem nimeros reais p1, p2, p3 €
R tais que:

(Vi € {1,2,3})(Bi(s) = ai(s) + pi)
e portanto:

(Vs € D)(B(s) = a(s) + (p1, P2 P3) = Tipy pops) (@)

Definicao 4 Duas curvas o, : I — R3 sdo congruentes se, e somente se, existir uma isometria
F:R®— R3tal que p = Fou.

Intuitivamente, curvas congruentes sdo idénticas, a menos de sua posi¢do no espago. Pode-
mos interpreta-las como movimentos percorridos por “caminhos” de mesma forma.

Para decidir quando duas curvas, a, : I — R3, sdo congruentes, dificilmente poderiamos
testar todas as isometrias de IR? e verificar se alguma delas aplica « sobre  ou vice-versa. O teo-
rema a seguir nos d4 uma forma de decidir quando duas curvas sdo congruentes de um modo
indireto, comparando duas fungdes escalares, quais sejam, sua curvatura e sua torgao.
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(a) Dadas duas fungoes diferencidveis:

k: TCR — R
s = x(s)
ccom (Vs € I)(x(s) > 0) e:
T: ICR —- R
s = T(s)

existe uma curva regular a : I — R3, parametrizada por comprimento de arco, tal que
k(s) é a curvatura de a no ponto s € [ e T(s) é a tor¢do de w em s;

(b) A curvaa : I — R> é tnica se fixarmos um ponto a(sg) = po € R3, a/(sg) = vy e
a” (s9) = x(so) - v2, com vy e v, ortonormais;

(c) Se duas curvas, &, : I — R® tém a mesma curvatura e a mesma torcdo (a menos de
sinal), entdo « e B sdo congruentes.

Ad (a): Para provar a existéncia de & : I — R®, basta mostrarmos que existe um referencial
ortonormal, {T(s), N(s), B(s) } que satisfaz as formulas de Frenet, e em seguida definir:

Denotemos por T(s) = (Ti(s), Ta(s), Ts(s)), N(s) = (Ni(s), Na(s), N3(s)) e B(s) = (Bi(s), Ba(s), B3(s)).
Queremos demonstrar a existéncia de fungdes T;(s), Nj(s), Bi(s), com i € {1,2,3} que satis-
fazem o sistema de nove equacdes diferenciais:

Ti(s) = x(s) - Ni(s)Ni(s) = —x(s) - Ty(s) — T(s) - Bi(s)Bi(s) = 7(s) - Ni(s) (6)

parai € {1,2,3} . Do Teorema de Existéncia e Unicidade da solu¢do de um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias, concluimos que, fixados sy € I, os valores T;(sg), Nj(so), Bi(s0),
1 <i < 3, existe uma tnica solugdo para (6).

Em particular, existe uma tinica solucédo, T;, N;, B; : I = R, 1 <i < 3 de (6) quando fixamos:

N(so) = (Ni(s0), Na(s0), N3(s0)) = (0,1,0) (7)
B(so) = (Bi(so), B2(s0), Bs(s0)) = (0,0,1)

Provemos, agora, que a esta solucao {T(s) = (Ty(s), Ta(s), T3(s)), N(s) = (Ni(s), Na(s), N3(s)), B(s) =
(B1(s), Ba(s), Bs(s)) | s € I} é um referencial ortonormal. Para isto, consideremos o seguinte

sistema de equagdes para as fungdes (T(s),T(s)), (N(s),N(s)), (B(s), B(s)), (T(s),N(s)), (T(s), B(s))
e (B(s), N(s)):



\

| 55| 85| 85| a8 a8 =

\ ds

(T(s0), N(s0)) = (T(s0), B(s0)) = (B(so), N(s0)) = 0
A solugdo para este problema de valor inicial é tinica e é dada pelas func¢des:

(T(s), T(s)) = (N(s), N(s)) = (B(s), B(s)) = 1
(T(s),N(s)) = (T(s), B(s)) = (B(s), N(s)) = 0
De fato, basta substituir estas fun¢des no sistema acima para verificar que formam uma

solugdo do sistema. Portanto, a solugdo de (6) sob as coindi¢des iniciais (7) forma um referencial
ortonormal para todo s € I. Além disso, B(s) = T(s) x N(s), ja que vale B(sg) = T(sp) x N(sp).

Definimos a curva:
a: I - R
S —
s — / T(s)ds

S0

Como T'(s) é um vetor unitario, obtemos (Vs € I)(a’(s) = T(s)), de modo que & : I — R3
esta parametrizada por comprimento de arco. Além disso, «”(s) = T'(s). Segue-se de (6) que
" (s) = x(s) - N(s). Como N(s) é unitario e (Vs € I)(x(s) > 0), temos que N(s) é o vetor

unitério na dire¢do de a”/(s), ou seja, N(s) é o vetor normal a «(s), e portanto x(s) é a curvatura
de &, e concluimos de (6) que T é a tor¢do de «a.

Ad (b): Para provar que a curva a é Unica, quando fixamos a(sg) = po,a’(sp) = vy e

2’ (s9) = x(sg) - v2, em que v; e vy sdo vetores ortonormais de IR® corresponde a provar, ini-
cialmente, que existe uma tnica solugdo do sistema (6) quando fixamos T(sg) = v1, N(sp) = v,
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e B(sy) = v1 x vp. Este fato decorre do teorema de existéncia e unicidade de solucio de um
sistema de equagoes diferenciais lineares. Obtida esta solucdo, T(s), N(s), B(s), prova-se que é
um referencial ortonormal usando o sistema (8). Como a curva a deve satisfazer &' (s) = T(s),

concluimos que:
S —
s) = po +/ T(s)ds
50

Assim, os itens (a) e (b) ficam demonstrados.

No decorrer da demonstragdo do item (c), denotaremos por x, e por T, a curvatura e a tor¢do
de a, respectivamente, e por kg € por T a curvatura e a torgdo de f, respectivamente.

Ad (¢): A ideia é considerar uma isometria, F : R3 — R3, conveniente e a curva & = Foa,
que é congruentea « : I — R3, eem seguida provar que & = .

Fixemos sg € I e suponhamos que (Vs € I)(7(s) = 15(s)) (ou seja, que as tor¢des tenham

o mesmo sinal). Temos {Ty(s0), Nu(s0), Bx(s0) } referencial ortonormal de R3.
Vimos que, nessas condicdes, existe F : R® — R> a isometria que satisfaz:

F(a(so)) = B(so0)

sel:




e que &(s0) = B(so).
Considere a funcgéo:

p: I — R3

s = (Ta(s), Tg(s)) + (Na(s), Np(s)) + (Ba(s), By(s))

Como os vetores T (s) e Tﬁ (s) sdo unitarios, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

<
e além disso, tem-se (Tx(s ),T‘g(s» =1 < Ti(s) = Tﬁ( ). As mesmas observagoes valem
para os produtos internos (Nj(s), N ( )) e (Ba(s), Eﬁ s)), de modo que demonstrar as igual-
dades:
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Bi(s) = Ta(s) - Na(s)
B’ﬁ(s) = 75(s) - Np(s)

Fazendo as substitui¢des dadas pelas férmulas de Frenet acima, obtemos:




Como, por hipétese, valem (Vs € I)(ka(s) = xg(s)) e (Vs € I)(Tz(5) = T5(5)), podemos
cancelar os termos na ultima igualdade e obter, para qualquer s € I:

—xp(s) - (Na(s), ) — Tp(s) - ) + Ta(s) - (Na(s), Bg
= (a(s) - (Na(5), Tg(s)) = wp(s) - (Ra(s), T5(5)) ) + (p(s) - (Ta(s), Ny(s)
<

—

+ (—Ta(s) - (Ba(s), Np(s)) +7(s) - (Ba(s), Np(s)) ) + (—p(s) - (Na(s), Fp(5)) + Tals) - (Ni(s),

Assim, concluimos que (Vs € I)(¢'(s) = 0), e portanto que ¢ é uma fungdo constante.
Finalmente, como:

¢(s0) = (Ta(s0), Tp(s0)) + (Na(s0), Np(so)) + (Bx(s0), Bg(s0)) =
= (Ta(s0), Ta(s0)) + (Na(s0), Na(s0)) + (Ba(so), Bx(s0)) = I|T(s0) > + || Na(s0)|I* + | Ba(s0) [|I* =

—1+1+1=3

Desta forma, fica demonstrado que para qualquer s € I, tem-se:

Ta(s) = Ts(s)
(¥s € 1) { Ri(s) = Ni(s)
Ba(s) = By(s)

e que, portanto, & = .
Assim, qualquer curva regular parametrizada por comprimento de arco fica completamente
determinada, a menos de isometrias, por sua curvatura e por sua torgao.
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