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EXERCICIOS

1. Seja V um espago vetorial com produto interno (,). Seja T : V — V um operador linear
simétrico e seja A um valor préprio de T. Prove que V(/\)L ¢é T-invariante.

2. Considere R* munido do produto interno usual e T : R* — IR* um operador linear satisfa-
zendo as seguintes condicdes:
(I) os tinicos valores proprios de T sdao 2 e —2;
(II) T é simétrico;
(I v(2) =1(0,1,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1)].
Calcule T(3,-2,2,3).

3. No IR* com o produto interno usual seja T : R* — R* 0 operador linear dado por
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onde can é a base canonica de R*.
a. Mostre que T é diagonalizavel.
b. Ache uma base ortonormal B de R* tal que [T]j seja diagonal.

c. Ache uma matriz real invertivel M tal que M~1[T]_,, M seja diagonal.

4. Seja T : R? — R a transformacdo linear dada por:

T(x,y,z) = (4x + 2y + 2z, 6x + 2z, 12x + 4y + 2z).

a. Ache uma base de R® formada por vetores préprios de T.

b. Considerando R® com o produto interno usual mostre que ndo existe uma base ortogonal
formada por vetores proprios de T. (Se ortogonalizarmos a base encontrada em (a) nio
obteremos uma base formada por vetores préprios de T. Por que?)

5. Seja T : R®> — IR® um operador linear cujos valores proprios sdo 2, —3 e 0 tais que V(—3) =
[(1,1,1)] e V(2) = [(1,0 — 1)]. Seja
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tal que M~1[T].,,M (onde can indica a base candnica de R®) é diagonal.
a. Exiba [T]

can*
b. E T inversivel? Justifique.

c. Ev= (1,—-2,1) um vetor proprio de T? Justifique.
6. No IR? com o produto interno usual, seja T : R> — R® o operador linear dado por
T(x,y,z) = (x —2y, —2x +y,—z).

a. Verifique que T é simétrico.

b. Determine uma matriz M tal que M~![T]_,, M seja diagonal.

can
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10.

11.

No RR? com o produto interno usual, determine uma base ortonormal B formada por veto-
res proprios do operador simétrico T cuja matriz em relagdo a base canonica é:
-3 1 1 -1 1 -1
a. (1 -1 -3|; b.|1 -1 1]/.
1 -3 -1 -1 1 -1

Sejam U um espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto interno, T: U — U
um operador linear e u e v vetores préoprios de T associados respectivamente a valores
proprios distintos A e . Considere as seguintes afirmacgoes:
(I) sedim(U) =3 edim(V(A)) = 2 entdo T é diagonalizivel;

(I) se T é simétrico entdo V(A) = V(u)";

(IT) se (u,v) = 0 entdo T é simétrico.
Assinale a alternativa correta:
a. somente as afirmacdes (II) e (III) sao verdadeiras;
b. todas as afirmagdes sa o verdadeiras;
c. somente as afirmacoes (I) e (III) sdo verdadeiras;
d. somente as afirmacdes (I) e (II) sdo verdadeiras;
e. somente a afirmacgéao (I) é verdadeira.

Considere o espaco vetorial R®> munido do seu produto interno canénico. Seja T : R® — R?
o operador linear cuja matriz em relagdo a base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} é:

1 0 1
[Tl =10 -1 0
1 0 1

Considere as seguintes afirmagdes:
(I) T ndo é simétrico, mas é diagonalizavel;
(Il) T é simétrico;
(ITII) T néo é diagonalizavel.
Assinale a alternativa correta:
apenas a afirmacao (III) é verdadeira;
. apenas a afirmagcéao (II) é verdadeira;
apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras;
. todas as afirmacdes sao falsas;
apenas a afirmagcéao (I) é verdadeira.

o pp TP

No R3 com o produto interno usual, seja T : R®> — R3 um operador linear simétrico cujos
autovalores sdo —2 e 3. Sendo V(—2) = Ker (T +2I) = [(1,1,1),(—1,0,1)], ache [T]
onde can é a base candnica de RR>.

can’

Sejam V um espago vetorial real de dimens&o finita munido de um produto internoe T :
V' — V um operador linear. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) se existe uma base ortogonal de V formada por autovetores de T entdo T é simétrico;
(Il) se T é simétrico e u,v € V sdo autovetores de T associados a um autovalor A entdo u é
ortogonal a v;
(IIT) T é simétrico se e somente se T é diagonalizdvel.
Assinale a alternativa correta:
apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo verdadeiras;
. apenas a afirmacdo (III) é verdadeira;
apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras;
. apenas a afirmacdo (I) é verdadeira;
apenas a afirmagcéao (II) é verdadeira.

o ap TP
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17.

Sejam E um espago vetorial com produto internoe T : E — E um operador linear simétrico.
Considere as seguintes afirmagdes:
(I) se B é uma base ortogonal de E entdo a matriz [T] é simétrica;

(I) se A1 e A, sdo autovalores distintos de T, A; e A sdo conjuntos ortogonais de vetores
de E tais que A; C Ker (T — A1) e Ay C Ker (T — Ay1), entdo a unido A; U Ay é um
conjunto ortogonal;

(IIT) se B é uma base de E tal que a matriz [T], é diagonal entdo B é ortonormal.

Assinale a alternativa correta:

todas as afirmacoes sao verdadeiras;

. apenas a afirmagcdo (II) é verdadeira;

apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras;

. apenas a afirmagdo (I) é verdadeira;

apenas a afirmagéao (III) é verdadeira.

o p TP

Seja V um espago vetorial de dimens&o finita e com produto interno. Seja W um subespago
de VesejaT:V — V definida por T(v) = proj,,(v), a projecao ortogonal de v em W.

a. Prove que T? = T.

b. Prove que KerT = Wt eImT = W.

1 0 0 07
01 0 0
c. Prove que existe uma base ortonormal B de V tal que [T|; = |0 0 --- 1 0],
00 ---0 0
0 0 --- 0 0.

onde o numero de 1’s na diagonal é igual & dimensao de W.
d. Prove que T é um operador simétrico.

Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita munido de um produto interno. Seja
S # V um subespago de Veseja T : V — V um operador linear simétrico. Considere a
afirmacgéao abaixo:

“SeSé (i) entioSté (i) .
A substituicdo de (i) e (ii), respectivamente, pelas expressdes abaixo que forma uma afir-
macao FALSA é:
“invariante por T”, “autoespago de T”;
“aimagem de T”, “autoespaco de T”;
“aimagem de T”, “o ntcleo de T”;

“autoespaco de T”, “invariante por T”;
“ontcleo de T”, “aimagem de T”;

O pn TR

Seja V um espago vetorial com produto interno (,) e sejam u,w € V vetores ndo nulos.
Defina T : V — V por T(v) = (v,u)w para todo v € V. Prove que T é um operador
simétrico se, e somente se u e w sdo vetores linearmente dependentes.

Reconhega as seguintes conicas dadas pelas suas equacdes em relacdo ao sistema de coor-
denadas (O,7,7).

a. 4x> —4xy +7y* + 12x + 6y — 9 = 0;

b. x2 —2xy+y*—2x -2y +1=0;

c x2 +4y2 +3\@xy— 1=0;

d. 7x? + 6xy — y* 4+ 28x + 12y + 28 = 0.

Reconhega as seguintes quadricas dadas pelas suas equagdes em relacdo ao sistema de
coordenadas (O,7,7,k).

a. 2xy+z=0;

b. x2+y* —222 +4xy —2xz+2yz —x+y +z = 0;

c. XX+y*+z22—4dyz=1.

d. 11x% 4 11y? + 1422 + 2xy + 8xz — 8yz — 12x + 12y + 12z = 6.
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21.

22,

23.

Seja fixado um sistema de coordenadas ortogonal no plano. Considere a equagéo:
ax® —2xy +ay* —1=0,

onde 2 é um nuimero real ndo nulo. Considere também as seguintes afirmacdes:
(I) se 0 < a < 1 entdo a equacdo define uma hipérbole;

(I) se a > 1 entdo a equagdo define uma elipse;

(III) se a = 1 entdo a equacado define um par de retas paralelas.

Assinale a alternativa correta:

apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras;

. todas as afirmacoes sao verdadeiras;

apenas as afirmacdes (I) e (III) sdo verdadeiras;

. apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras;

todas as afirmacgdes sdo falsas.

oo T

a. Determine uma equagédo para a superficie formada pelos pontos P = (x,y,z) cuja dis-
tancia até a origem é igual a v/2 vezes a distancia de P ao eixo Oz. Que superficie é essa?
Reconheca a curva dada pela intersecao dessa superficie com o plano y = 1.

b. Determine uma equagdo para a superficie formada pelos pontos P = (x,y,z) cuja dis-

z=2y

x=0 -

Determine uma equagdo reduzida da superficie. Que superficie é essa? Reconheca e

encontre uma equagdo para a curva dada pela interse¢do dessa superficie com o plano

z=0.

c. Refaga o item anterior, considerando Q = (0,—1,—1) er: { i i%

tancia ao ponto Q = (0, —1, —2) éigual a V2 vezes a distancia de Paretar :

Seja dado k € R. A equagdo 5x% + 9y + 6z% + 4yz — 10x + 4y + 12z = k, nas incognitas x,
Y, z, ndo tem solugao se:
a.k=-11;, b.k=-11, ck=11, d.k=22, e.k=-22.

a. Verifique que o operador linear T : R® — R3 dado por T(x,y,z) = (x +z,y, —x +y +2)
ndo é diagonalizavel.
b. Seja T : C> — C3 o operador linear dado por T(x,y,z) = (x +2z,y, —x +y + z).
(i) Verifique que T é diagonalizavel e determine uma base B de C3 formada por auto-
vetores de T.
(ii) Determine uma matriz invertivel M € M3(C) e uma matriz diagonal D € M3(C)

tais que M~1[T]_,,M = D, onde can é a base canonica de C°.

Considere as seguintes afirmagoes:

(I) se A € M,,(C) é uma matriz complexa arbitraria e se A € C é um autovalor de A entdo
o conjugado A é necessariamente um autovalor de A;

(IT) se T : C" — C" é um operador linear e se existe uma base B de C" tal que a matriz
[T]p seja real entdo pode-se concluir que, para todo autovalor A de T, o conjugado A
também é um autovalor de T que possui a mesma multiplicidade algébrica que A;

(III) se T : C" — C" é um operador linear que é representado por uma matriz real na base
candnica de C" entdo todo elemento de Ker (T) estd em R".

Assinale a alternativa correta:

nenhuma das alternativas é verdadeira;

. apenas a afirmagcdo (II) é verdadeira;

apenas a afirmacéao (I) é verdadeira;

. apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras;
apenas a afirmagéao (III) é verdadeira.
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Verifique que a matriz A = é diagonalizdvel, e determine uma matriz

O O O
o - OO
_ oo oo
[N e ]
—_ o OO

o

0 0
invertivel M e uma matriz diagonal D tais que M~1AM = D.

(@)
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Seja A € M, (R) uma matriz real e seja T : C" — C" o operador linear no espaco vetorial

complexo C" cuja matriz em relagdo a base candnica é A. Denote por pr o polindmio

caracteristico de T. Considere as seguintes afirmacdes:

(I) se vy,..., v € R" sdo tais que {vy,...,v;} é linearmente independente sobre R entdo

{v1,...,vx} também é linearmente independente sobre C;

(II) se « € C é um autovalor de T e « ¢ R entdo existe v € R” ndo nulo tal que T(v) = av;

(IT) dado & € C, entdo « é raiz de pr se e somente se seu complexo conjugado & for raiz de
pT-

Assinale a alternativa correta:

apenas a afirmacéao (II) é verdadeira;

. apenas as afirmacoes (II) e (III) sdo verdadeiras;

apenas a afirmacéao (I) é verdadeira;

. apenas as afirmacoes (I) e (III) sdo verdadeiras;

apenas a afirmagdao (III) é verdadeira.
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Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou ndo diagonalizével sobre C.
1 010 O

. L -10 0 0 -1 00 0
i1 1 1 0 O
a. .1; b. ; ¢|/0 01 0 O
0 1 0 01 -1
0 0 1 1 0O 001 -1
0 001 1
Sejam a,b, ¢ € R e considere a matriz:
ab ¢ 0 0
01 -1 0 O
A=101 1 0 0
00 0 1 -1
00 0 1 1

Pode-se afirmar que:

a matriz A é diagonalizavel sobre C se e somentesea # 1 ec = 0;
. amatriz A é diagonalizdvel sobre C se e somentesea # 1 e b = 0;
para todos a4, b, c € IR, a matriz A é diagonalizével sobre C;

. amatriz A é diagonalizdvel sobre C se e somente se a # 0;

para todos 4, b, c € R, a matriz A ndo é diagonalizdvel sobre C.

o pp TP

Seja T : C* — C* um operador linear com polinémio caracteristico f(x). Verifique se T é
diagonalizdvel em cada um dos seguintes casos:

a. f(x) =xt-1

b. f(x) = x*(x> +1) edimKer (T) = 1

¢ fx) = (x*+1)°

Seja A € M, (C), onde n > 2. Denote por p4 o polindmio caracteristico de A. Assinale a

alternativa contendo uma afirmacéo falsa.

se A € M,(R) entdo o namero de autovalores complexos ndo reais distintos de A é par;

. A pode ter um ntimero impar de autovalores complexos nao reais distintos;

se p4 tem coeficientes reais e A € C é autovalor de A entdo A também é autovalor de A;

. se p4 tem coeficientes reais e u,v € R" sdo tais que w = u + iv é autovetor de A entdo
w = u — iv também é autovetor de A;

e. pa pode ter coeficientes reais mesmo que A ¢ M, (R);

on o

Seja T : C* — C® um operador linear tal que [T],,, € M3(R). Sabendo-se que T possui 3
autovalores distintos e que (1,2,3) é um autovetor de T, qual dos seguintes vetores de C3
ndo pode ser autovetor de T?

a. (1,2,3) +i(2,4,6);
b. i(1,2,3);

¢ (2,4,6)+i(1,1,1);
d. (1,2,3) +4(5,6,7);
e. (1,1,1) +i(2,2,2);
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Sejam n um inteiro maior do que 1 e A € M, (IR) uma matriz real. Considere as seguintes
afirmacdes:
(I) A é diagonalizavel sobre C;
(I) A é diagonalizavel sobre IR;
(II) todas as raizes complexas do polindmio caracteristico de A sdo reais.
Assinale a alternativa contendo uma afirmacéao falsa.
. (I) ndo implica (III);
. (II) implica (IIT);
. (II) implica (I);
. (II) implica (I);
e. assumindo-se (I) e (IlT), conclui-se (II);

T

QN

Consideremos C como um espago vetorial sobre IR. Neste caso, C tem dimensdo 2 e uma
base de C é B = {1,i}. Seja P : C — C o operador linear dado por P(z) = iz.

a. Verifique que [P]; = [(1) _(1)]
_1] 102

b. Calcule [1 0

Seja A € M4(R) uma matriz real e seja T : C* — C* 0 operador linear no espago vetorial
complexo C* cuja matriz em relacdo a base can6nica ¢ A. Se i é um autovalor de T e
(=i,1—1,1,0) e (0,1+14,0,2) sdo autovetores de T associados a i entdo:

a. A =0;

b. AP = A;
c AP =1,
d. A =_A;
e. AV =_1,
. |1 +3 =20 202
Seja A = [ 4 1— 31.] . Calcule A“"~4.

O objetivo do exercicio é de determinar uma func¢do f : R — R tal que f + f' = sen x + ¢*.

a. Seja F = {cos x,sen x, e* }. Mostre que F é linearmente independente em F(RR).

b. Seja V o subespaco gerado por F. Mostre que T : V — V definidada por T(f) = f + f’
é linear.

c. Escreva a matriz A de T na base F e as coordenadas na base F da fungdo g definida por
g(x) = senx + e*.

d. Determine a matriz A~1.

e. Ache fem V tal que f + f' = senx + ¢*. Resolva a equagdo diferencial y + 1’ = senx +
ev.
. . / 0 -1

Seja o sistema X' = [13 4 X.

a. Determine a solucdo geral do sistema.

b. Determine a solugdo do sistema que verifica as condigdes iniciais X(0) = (1,1).

Determine todas as fungdes x; : R — R (

i=1,2,3) que verificam
x1(t) = 3xi(t) + 21

(t) + x3(t)
() = x0(t) + x3(t)
x(t) = - x(t) + x(t)
1 0O 0 0
A matriz A = 8 _g _3 1 tem autovalores 1, 2i, —2i. Determine todas as solug¢des
0o 4 2 -1

do sistema X'(t) = AX(t).



38. (M. Barone Jr, A]gebra Linear, p. 243) Consideremos dois tanques: o tanque A contem
inicialmente 100/ de 4gua e 15kg de sal; o tanque B contem inicialmente 100/ de dgua e
5kg de sal. Um mecanismo permite a vazao do tanque A para o tanque B e vice-versa; a
velocidade de vazao é constante e igual a 5//min. Suponhamos que, em cada instante ¢,
as solucdes nos tanques A e B estejam perfeitamente homogeneizadas, a quantidade de sal
no tanque A é x(t) e no tanque B é y(t).

a. Mostre que x(t) e y(t) sdo solugdes do sistema

¥ = —0,05x + 0,05y
y = 005x — 0,05y

Determine a solugao deste sistema.
b. Ap6s quantos minutos havera 13 kg de sal no tanque A?

, com x(0) =15ey(0) = 5.

39. Ache a solugdo geral do sistema X'(t) = AX(t), em que:

211 —14 6 12
aA=1|3 0 1|; b.A=|-14 4 14].
6 2 1 -11 6 9

40. Ache a solugdo dos seguintes sistemas:

/

a. { ;C, _ __3§ i 4215 , satisfazendo x(0) =2 e y(0) = 11.
o= 2x + z

b. { y = x + + z ,satisfazendo x(0) =1, y(0) = —3ez(0) = —2.
Z = x - + 3z

Yy
Yy
41. (M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 255) Consideremos o sistema nio-homogéneo

x! 2 37 x 1
o V=12 )0

a. Determine uma solugdo constante, Xo(t) = Xo = (a,b) do sistema (0.1).
b. Determine a solugdo geral Z(t) do sistema homogéneo associado,

HREEREHE
y 50 50l LY

c. Verifique que a solucdo geral do sistema é dada por X(t) = Xo(t) + Z(t).
d. Encontre a solugéo do sistema (0.1) satisfazendo x(0) = 37 e y(0) = 4 como condicdes

iniciais.
RESPOSTAS
2l T(3,—2,2,3) = (6,4,—4,6). -7 =10 5
19 =1 m (1], =%i|-10 8 —10
B ALO00 O R0 ), w1 e
0. 7% 7 %) O 75 75 7)) a. elipse; b. paréabola; c. hipérbole;
¢. Use, por iexemplo, b. para cons- d. duas retas concorrentes.
fruir uma tal matriz M. 070 a. paraboléide hiperbdlico; b. para-
4 a. {(1/ 0,-3),(0,-1,1),(1,1,2) } boléide hiperbdlico; c. hiperboléide
[0 -1 -2 de uma folha; d. elipsdide.
P
B a [T],, = |-1 -1 —1|b.Nao; M9 a. E um cone. Equagio: z> =
. -2 -1 0 x? + y*. A curva é uma hipérbole
¢. Sim. com equagio z2 — x> = 1; b. E
6l b. Uma tal matriz M é M = um cone. Equagdo: 5x% + 3y* —
01 1 322 — 8yz — 10y — 20z = 25. Equa-
01 —-1]. ~ c 112 n2__n2 _
10 0 ¢do reduzida: x"* +y z'" = 0.
L1 s 1 L4 A curva é uma elipse com equa-
2 a. {(O'lﬁ'rzz'( 6’17'17)'(@'73{ 7:5)}" cdo 1522 + 9(y — 3)* = 100; . E
b. {(—5, 73 ) (5 75.0), (%, N AL um cone. Equagdo: x? — 2yz — 25 -
2y = 2. Equagdo reduzida: x"* +




2 2 ) )
y"* — 2" = 0. A curva é uma paré-

bola com equagdo x> — 2y = 2.

21 b.

() B = {(1,1,0),(1,0,7), (1,0, —i)}.

11 1
i@ M= |1 0 O
0 i

1 0 0
0 1+: 0 |.
0 O —1

1
10 0 0 O
01 1 1 1
M=1|0 1 -1 —i i
01 -1 i —i
01 1 -1 -1
10 00 O
01 00 O
D=0 0 -1 0 O
00 0 i O
00 00 —i

a. Nao; b. Sim; c. Nao.
a. Sim; b. Nao; ¢. Depende de T.

-1 0
@b.[ ! _1]
3 -2
101
B3 2 14 _3]
1 -1 0
@. C. A: _1 1 0 7
0 0 2
=(0,1,1).
1/2 -1/2 0
d. A 1=1|1/2 1/2 0 1.
0 0 1/2

e. Temos que [f]; = A7 ![g];, ou

seja, f = (—1/2,1/2, 1/2)F =

1
—5C0sX + 2ser1x~|— 26 As

1

solugdes sdao y = —5cosx +
%sen X+ %ex + Ke™, com K €
R.

B3l a. X(t) = (x(t),y(t)), onde
x(t) = Cye* cos 3t + Coe?sen 3t,
y(t) = (=2C; — 3Cy)e? cos 3t +

(3C1 — 2Cy)e**sen 3t e Cy, C, s@o
constantes reais arbitrarias.
b. X(t) = (x(t),y(t)), onde
x(t) = e*(cos 3t — sen 3t),
y(t) = e*(cos 3t + 5sen 3t).

Bél xl(t) = C1€3t + (—3C2 +
4C3)et cost + (4C, + 3Cs)e'sent,
xo(t) = 5Cyefcost — 5Cse’sent e
x3(t) = —5Cselcost — 5Ce’sent,
onde Cy,Cy,C3 € R sdo arbitrarios.

Clet
Cssen 2t + C4 cos 2t
B2 X(t) = Coe! 4+ C3cos 2t — Cysen 2t
Coret +2C3 cos 2t — 2Cysen 2t

B8 a. x(t) = 10+5e 10 e y(t) =
10 — 5¢'/1%;  b. Aproximadamente
5 minutos.
BI a. X(t) = (x(t),y(t),z(t)), onde
x(t)=Cret+Cyet
y(t)=Cret+ C3 et
(t) =-3Ce"=-0C e t42 Cs et
(1) = (x(t), y(f)IZ(t))f onde
x(t) = Cpe 2 + G et
y(t) = —2C e 3 4+ Cz e
{ ( )—Cle 2t+C2€73t+C3€4t
e C1,Cy, C3 sdo constantes reais
arbitrarias em ambos os itens.

a. x(t) = 14et —12e % e

o
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y(t) = 14e! — 3¢~
b. x(t) = 2¢' — ¢,
y(t) = —2¢! —e* ez(t) = —2¢
A1l a. Xo(t) = (25,%).
b. Z(t) = Cre t/%0(1,1) +

Cre%/25(-3,2), onde C;, C, sdo
constantes reais arbitrarias.

C. X( ) _ 3e—t/50+9e—3t/25+25 e
—= 3¢~ t/50 66731?/25 + 5370
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