Nesta prova, se V denota um espago vetorial, o vetor nulo de
V é denotado por Oy. O subespago de V gerado pelos vetores
Vi,...,Vvp € V é denotado por [vy,...,vy]. Se o espaco vetorial V
estd munido de um produto interno e S é um subespago de V,
a projecao ortogonal de um vetor v € V sobre S é denotada por
projsv. Se A = (aj;)nxn € uma matriz n x n entao o trago de A é
definido por tr(A) =az1 + - -+ ann-

Q1. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno. Seja S um
subespaco de V de dimensao finita e considere o operador linear T : V — V
definido por T'(v) = projgv, para todo v € V. Considere as seguintes
afirmacoes:

(I) ocorre necessariamente que V = Ker(T') & Im(T);
(IT) ocorre necessariamente que V' = Ker(7T') + Im(7"), mas pode ocorrer
que Ker(T) NIm(T) # {0y };
(III) ocorre necessariamente que Ker(7') NIm(7") = {0y }, mas pode ocor-
rer que V # Ker(T') + Im(T).

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmagao (III) é verdadeira;
(b) apenas a afirmagao (II) é verdadeira;
(c) todas as afirmagoes sao verdadeiras;
(d) apenas a afirmagao (I) é verdadeira;

(e) todas as afirmagoes sao falsas.

Q2. Considere as seguintes afirmacoes:

(I) se E é um espago vetorial de dimensao 7 entao existe um operador
linear T': E — E tal que Ker(T') = Im(T);
(IT) se E é um espago vetorial de dimensao 8 entao existe um operador
linear T': E — E tal que Ker(T') = Im(T);
(ITT) existe uma transformacao linear injetora T : Mayx3(R) — P4(R).

Assinale a alternativa correta:

(
(

a) apenas as afirmagoes (II) e (III) s@o falsas;

b) apenas as afirmagoes (I) e (III) sao falsas;

)
)
(c) apenas a afirmagao (III) é falsa;
(d) todas as afirmagoes sao falsas;

)

(e) apenas as afirmagoes (I) e (II) sao falsas.



Q3. Considere o espaco vetorial R* munido do produto interno canénico.
Sejam a,b € R e S o subespaco de R?* definido por:

S=][1,a,0,1),(0,1,1,0),(1,0,b,1)].
Pode-se afirmar que dim(S+) = 1 se e somente se:

(a) a+b=0;
(b) a—b#0;
(c) a#0eb#0;
(d) a+b#0;
() a—b=0.

Q4. Sejam a,b,c,d € R e T : Myx1(R) — Myx1(R) o operador linear
definido por:

x 110 0 x
yl |0 0 1 -1 Y

T 151 b 0 o0 M z,y,2,t € R.
t 0 0 ¢c d t

Pode-se afirmar que T é injetor se e somente se:

(a) a # —b ou ¢ # d;

(b) a # b ou ¢ # —d

(c) a#bec# —d;

(d) a#bec+#d,

(e) a# —bec+#d.

Q5. Considere o espago vetorial Ma(R) munido do produto interno:
(A,B) =tr(A*B), A,B¢€ MR).

Seja S o subespaco de Ms(R) definido por:

=[5 )-(% )

Sejam a,b,c,d € R. Se a projecao ortogonal de (CCL Z) sobre S ¢é igual a

%(% *11 ), pode-se afirmar que:

)a+d+1=0eb+c—1=0;

(a
(b)) a+d—1=0eb—c+1=0;
(c) a— —1—0eb—c—1:0;
(d)

)



Q6. Considere em P5(R) o produto interno definido por:

{p,q) = p(=1)g(=1) +p(0)q(0) +p(1)g(1), p,q € P(R).
Se a,b € R sao tais que u(t) = a + bt é o polindémio de P;(R) mais préximo
de v(t) = t2, entdao a + b é igual a:

Q7. Considere as seguintes afirmacoes:
(I) a igualdade:
(A,B) =tr(B'A), A,B€ Myxn(R)

define um produto interno em M, xn(R);

(IT) dados ty,t9,t3,t4 € R, com t] < ta < t3 < t4, vale que a igualdade:

(p,q) = p(t1)q(t1) + p(t2)q(ta) + p(ts)a(ts) + p(ta)q(ts), p,q € Pa(R)
define um produto interno em Py (R);

(ITT) a igualdade:

1
(f.9) = /0 fhgt)dt,  f.g € C(0,2),

define um produto interno em C([0,2]).
Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmagoes (I) e (III) sao verdadeiras;

(b) apenas a afirmagao (II) é verdadeira;

(c) apenas a afirmacao (I) é verdadeira;

(d) todas as afirmagoes sdo verdadeiras;
)

(e) apenas as afirmagoes (I) e (II) sao verdadeiras.



Q8. Considere o espaco vetorial R® munido do produto interno canénico.
Seja S o subespaco de RS definido por:

S:{(a,b,c,d,e,f)6]1{6;@+b+c:o, d+e—f:()},

Pode-se afirmar que:

(e) SJ_ - {(m,w,x, -y, _yay) 1xL,Y € R}

Q9. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita, B = {uy,...,un}
uma base de U e T': U — V uma transformacao linear. Seja:

C={T(u1),...,T(upn)}

e assuma que os vetores T'(uy), ..., T(uy,) sejam distintos. Assinale a alter-
nativa correta:

a) se T ¢ injetora entdo C é uma base de V;
)
)
)

d) se C é linearmente independente entao 1" é sobrejetora;

se T' é sobrejetora entao C é uma base de V;
C é um conjunto gerador de V, possivelmente linearmente dependente;

(e) se C ¢ linearmente independente entao 7" é injetora.

Q10. Seja T': P3s(R) — M3(R) a transformagao linear definida por:

a+b b+c

2 3\ _
T(a+ bt + ct? 4 dt®) = <b+c ot d

>, a,b,c,d € R.

Pode-se afirmar que:



Q11. Sejam a € R e T : R?® — R? o tinico operador linear tal que:
T(1,0,0) = (1,a,0), T(0,1,0)=(0,1,a), T(0,0,1) = (1,0,-a).

Temos que T' é sobrejetor se e somente se:

a#0eaz#l;

(e) a#0oua#—1.

Q12. Seja V um espago vetorial nao nulo de dimensao finita munido de um
produto interno (-,-). Sejam S um subespago de V' e z € V. Considere as
seguintes afirmacoes:
(I) a transformacao T': V' — R definida por T'(v) = (v,v), para todo
v € V, é linear;
(IT) a transformacao T': V' — R definida por T'(v) = (v, z), para todo
v € V, é linear;
(III) a transformagao T : V' — V definida por T'(v) = v — projg v, para
todo v € V, é linear.

Assinale a alternativa correta:

)
)
c) todas as afirmacoes sao verdadeiras;
) apenas a afirmacao (III) é verdadeira;

(e) apenas as afirmagoes (I) e (II) sao verdadeiras.

Q13. Considere o espago vetorial P»(R) munido do produto interno:

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2), p,q € P(R).
SeS=[1—t,1-t*] C P(R) e, € Rentio a—Bt+t> € S* se e somente
se:



Q14. Seja V um espago vetorial nao nulo munido de um produto interno
(-,-). Considere as seguintes afirmagoes:

(I) para todos u,v € V, vale que:
lu+ vl = [lull + vl <= [{u, v)| = |lu]lllv]];
(IT) para todos u,v € V, vale que:
[u+ vl = flu = v[| <= (u,v) = 0;
(III) para todos u,v € V, XA € R, se v = Au entao |(u,v)| = |Jul|||v].
Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmagoes (II) e (III) sao verdadeiras;
(b) apenas as afirmagoes (I) e (II) sao verdadeiras;

(c) todas as afirmacoes sao verdadeiras;
(d)

(e) apenas a afirmagao (III) é verdadeira.

apenas as afirmagoes (I) e (III) sao verdadeiras;

Q15. Seja T': Po(R) — M>(R) a tnica transformagao linear tal que:

T@:G;@,T@:(ﬂé) ﬂﬂ:(}}?.

Assinale a alternativa correta:

(a) Ker(T) =[1—t—t*] e Im(T) = [(§9), (5)];

(b) Ker(T) = [-1+t+1 e Im(T) = [(39), (4 3)];
(c) Ker(T) = [-1—t+t*] e Im(T) = [(§9),(98)];
(d) Ker(T) =1 —t+t*] e Im(T) = [(§9), (% 4)];
(e) Ker(T)=[1+t—t*]eIm(T)=[(29),( 4 3)]

Q16. Seja V um espaco vetorial munido de um produto interno (-,-). Seja
B = {e1,...,ey} um conjunto ortogonal, onde ey, ..., e, sdo vetores nao
nulos e distintos de V. Pode-se afirmar que:

v=(v,e1)e; + (v,ea)ea +--- + (v,en)e,, paratodov eV,

se e somente se:

(a) B é uma base ortogonal de V;
(b) B gera V;

(c) B é uma base ortonormal de V;
(d) dim(V) = n;

(e) B é uma base de V.



