MAT-2458 - ALGEBRA LINEAR PARA ENGENHARIA II

32 Lista de Exercicios - 22 semestre de 2012

1. Seja T : R® — R a transformacao linear dada por:
T(x,y,z) = (4x + 2y + 2z, 6x + 2z,12x + 4y + 2z).

(a) Ache uma base de IR® formada por vetores préprios de T.
(b) Considerando IR* com o produto interno usual mostre que ndo existe uma base ortogonal formada
por vetores proprios de T.( Se ortogonalizarmos a base encontrada em (a) ndo obteremos uma base

formada por vetores préprios de T. Por que?)

2. Seja T : R® — IR® um operador linear cujos valores proprios sdo 2, —3 e 0 e tal que
V(-3)=1[(1,1,1)]eV(2) =[(1,0 —1)]. Seja

11 1
V2 V3 Ve
M=| 0 = =2
o %Y
V2 V3 Ve

tal que M1 [T]canM (onde can indica a base candnica de R3) é diagonal.
(a) Exiba [T]can-

(b) E T invertivel? Justifique.

(c) Ev = (1,—2,1) um vetor préprio de T? Justifique.

3. No IR? com o produto interno usual, determine uma base ortonormal B formada por vetores préprios

do operador simétrico T cuja matriz em relagdo a base canonica é:

3 1 1 -1 1 -1
@| 1 -1 -3 ®| 1 -1 1
1 -3 -1 -1 1 -1

4. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um produto internoe T : V — V
um operador linear. Considere as seguintes afirmagdes:
(I) se existe uma base ortogonal de V formada por autovetores de T entdo T é simétrico;

(IT) se T é simétrico e u,v € V sdo autovetores de T associados a um autovalor A entdo u é ortogo-

nal a v;

(II) T é simétrico se e somente se T é diagonalizavel.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacodes (I) e (III) sdo verdadeiras;
(b) apenas a afirmacéao (III) é verdadeira;

)
)
(c) apenas as afirmagdes (I) e (II) sdo verdadeiras;
(d) apenas a afirmagdo (I) é verdadeira;

)

(e) apenas a afirmacdo (II) é verdadeira.



5. Sejam E um espago vetorial com produto interno e T : E — E um operador linear simétrico. Con-

sidere as seguintes afirmagdes:

(I) se B é uma base ortogonal de E entdo a matriz [T]p é simétrica;

(I) se A1 e A; sdo autovalores distintos de T, A1 e A, sdo conjuntos ortogonais de vetores de E tais
que:
Ay C Ker(T — MI), Ay C Ker(T — Ajl),

entdo a unido A; U A, é um conjunto ortogonal;
(IIT) se B é uma base de E tal que a matriz [T]p é diagonal entdo B é ortonormal.

Assinale a alternativa correta:

(a) todas as afirmagoes sdo verdadeiras;
(b) apenas a afirmacao (II) é verdadeira;

)
)
(c) apenas as afirmagdes (I) e (II) sdo verdadeiras;
(d) apenas a afirmacdo (I) é verdadeira;

)

(e) apenas a afirmagdo (III) é verdadeira.

6. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e com produto interno. Seja W um subespago de V e
seja T : V — V definida por T(v) = proj,, (v), a projecdo ortogonal de v em W.
(a) Prove que T?> = T.
(b) Prove que KerT = Wt eImT = W.

10 0 0
01 0 0
(c) Prove que existe uma base ortonormal Bde V talque [T][g = | 0 0 ... 1 ... 0 | ondeo
00 ...0...0
| 0 0 0 0 |

numero de 1's na diagonal é igual a dimensdo de W.

(d) Prove que T é um operador simétrico.

7. Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um produto interno. Seja S # V um

subespaco de V eseja T : V — V um operador linear simétrico. Considere a afirmacdo abaixo:

“SeSé (i) entaoSté (i) 7.

A substituicdo de (i) e (ii), respectivamente, pelas expressdes abaixo que forma uma afirmacao
FALSA é:

“

—~

a
b) “aimagem de T”, “autoespago de T”;

) “invariante por T”, “autoespago de T”;
)

c) “aimagem de T”, “o ntcleo de T”;
)
)

“

~_~

“

d

e

~~

autoespaco de T”, “invariante por T”;

“ /s

ontcleo de T”, “a imagem de T".

—~



8. Seja V um espacgo vetorial com produto interno (,) e sejam u,w € V vetores ndo nulos. Defina
T:V — VporT(v) = (v,u)w para todov € V. Prove que T é um operador simétrico se, e somente

se u e w sdo vetores linearmente dependentes.

9. Estabeleca uma correspondéncia entre as equagdes

M2 +2y2-1=0, @Qx>+y*+1=0, Q@) x>+2xy+y*+x+y=0,

@2—y>—1=0, G)x>+y*=0, 6) x —y> =0,
7) x> —y* =0, @) x2+y>—1=0, (9 x2+2xy+y>=0.
e os tipos de conicas
(a) conjunto vazio, (b) um ponto, (c) uma reta,
(d) duas retas paralelas, (e) duas retas concorrentes, (f) elipse,
(g) hipérbole, (h) parébola, (i) circunferéncia.

10. Diga se as seguintes conicas, cujas equagdes sdo dadas em relagdo ao sistema de coordenadas
(0,1,]), sdo: duas retas paralelas, um ponto, duas retas concorrentes, elipse, uma reta, parabola,
circunferéncia ou hipérbole.

(@) 4x> —dxy + 7> +12x + 6y —9 =0
(b) x> —2xy +y*—2x—2y+1=0

() x> +4y*+3v3xy—1=0

(d) 7x* + 6xy — y* +28x + 12y +28 =0

11. Diga se as seguintes quddricas, cujas equagdes sdo dadas em relagdo ao sistema de coordenadas
(O,Zf,%) , sdo: elipséide, hiperboléide de uma folha, hiperboléide de duas folhas, paraboldide
eliptico ou paraboléide hiperbélico.

(@2xy+z=0

(b) x> +y? — 222 +-4xy — 2xz 4+ 2yz —x+y+z =0
©x*+1y*+2z2—4yz=1

(d) 11x% + 11y + 142 + 2xy + 8xz — 8yz — 12x + 12y + 12z = 6

12. Seja fixado um sistema de coordenadas ortogonal no plano. Considere a equagao:
ax? — 2xy +ay* — 1 =0,
onde a é um ntimero real ndo nulo. Considere também as seguintes afirmacdes:

(I) se 0 < a < 1entdo a equagdo define uma hipérbole;
(I) se a > 1 entdo a equagdo define uma elipse;

(Il) se a = 1 entdo a equagdo define um par de retas paralelas.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacdes (I) e (II) sdo verdadeiras;
(b) todas as afirmacgdes sdo verdadeiras;

)

)
(c) apenas as afirmagdes (I) e (IlI) sdo verdadeiras;
(d) apenas as afirmagoes (II) e (II) sdo verdadeiras;
)

(e) todas as afirmagdes sao falsas.



13

14.

15.

16.

. (a) Determine uma equagéo para a superficie formada pelos pontos P = (x,y,z) cuja distancia até
a origem é igual a /2 vezes a distancia de P ao eixo Oz. Que superficie é essa? Reconheca a curva
dada pela interseccdo dessa superficie com o plano y = 1.

(b) Determine uma equacdo para a superficie formada pelos pontos P = (x,y,z) cuja distancia ao
z=2y

x=0 "~

Determine uma equagdo reduzida da superficie. Que superficie é essa? Reconheca e encontre uma

ponto Q = (0,—-1,-2) ¢ igual a V2 vezes a distanciade Paretar:

equacgao para a curva dada pela intersecgdo dessa superficie com o plano z = 0.

(c) Refaca (b), considerando Q = (0, —1,—1) e r: { i z%

Seja dado k € R. A equagao:
5x% + 9y* + 62 + 4yz — 10x + 4y + 12z = k,

com incégnitas x, y, z, ndo tem solugdo se:

@k=-11, Mb)k=-11, (@©@k=11, (d)k=22;, (e)k=—-22.

(a) Verifique que o operador linear T : R®> — R® dado por T(x,y,z) = (x +z,¥, —x +y + z) ndo é

diagonalizavel.

(b) Seja T : C> — C3 o operador linear dado por T(x,y,z) = (x +z,y, —x +y + z).

(i) Verifique que T é diagonalizével e determine uma base B de C> formada por autovetores de T.

(ii) Determine uma matriz invertivel M € M3(C) e uma matriz diagonal D € Mj3(C) tais que
M~ [T]canM = D, onde can = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é a base candnica de C°.

Considere as seguintes afirmacdes:

(I) se A € M,(C) é uma matriz complexa arbitrdria e se A € C é um autovalor de A entdo o

conjugado A é necessariamente um autovalor de 4;

(I) se T: C" — C" é um operador linear e se existe uma base B de C" tal que a matriz [T] seja real
entdo pode-se concluir que, para todo autovalor A de T, o conjugado A é também um autovalor

de T que possui a mesma multiplicidade algébrica que A;

(IT) se T: C" — C" é um operador linear que é representado por uma matriz real na base candnica

de C" entdo todo elemento de Ker(T) estd em R".

Assinale a alternativa correta:

(a) nenhuma das alternativas é verdadeira;

(b) apenas a afirmacdo (II) é verdadeira;

(c) apenas a afirmacéao (I) é verdadeira;

(d) apenas as afirmagoes (II) e (II) sdo verdadeiras;
(e) apenas a afirmagdo (III) é verdadeira.

17. Seja A € M, (R) uma matriz real e seja T : C" — C" o operador linear no espago vetorial complexo

C" cuja matriz em relagdo a base candnica é A. Denote por pr o polindmio caracteristico de T.

Considere as seguintes afirmagdes:



(I) sewvy,...,vx € R"sdo tais que {vy, ..., v} é linearmente independente sobre R entdo {vy, ..., vk}

também é linearmente independente sobre C;
(I) se « € C é um autovalor de T e « ¢ R entdo existe v € R” ndo nulo tal que T(v) = av;

(II) dado « € C, entdo « é raiz de pr se e somente se seu complexo conjugado & for raiz de pr.

Assinale a alternativa correta:

1 0000
00010
18. Verifique que amatriz A = |0 1 0 0 0| é diagonalizdvel, e determine uma matriz invertivel
0 00 01
001 00O

M e uma matriz diagonal D tais que M—'AM = D.

19. Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou ndo diagonalizdvel.

1 -1 0 0 1 010 0
i1 1 10 0 0 =100 0
(a) . (b) (c) |10 010 0
0 i 0 01 -1
0 01 1 0 001 -1
0 0 01 1
20. Sejam a,b,c € R e considere a matriz:
ab ¢ 0 0
01 -1 0 O
A=101 1 0 0
00 0 1 -1
00 0 1 1

Pode-se afirmar que:

(a) amatriz A é diagonalizével sobre C se e somentesea # 1 ec = 0;
(b) a matriz A é diagonalizavel sobre C se e somentesea # 1e b = 0;

)

)

(c) paratodosa,b,c € R, amatriz A é diagonalizavel sobre C;

(d) a matriz A é diagonalizavel sobre C se e somente se a # 0;
)

(e) paratodosa,b,c € R, a matriz A ndo é diagonalizavel sobre C.

21. Seja T : C* — C* um operador linear com polindmio caracteristico f(x). Verifique se T é diago-

nalizdvel em cada um dos seguintes casos:

(b) f(x) =x*(x*>+1)edimKer(T) =1
(© f(x) = (¥ +1)°



22. Sejam n um inteiro maior do que 1e A € M, (R) uma matriz real. Considere as seguintes afirmagoes:

(I) A é diagonalizavel sobre C;
(I) A é diagonalizavel sobre RR;

(IlT) todas as raizes complexas do polindmio caracteristico de A sado reais.

Assinale a alternativa contendo uma afirmagao FALSA:

(@) (I) ndo implica (III);

(b) (II) implica (III);

(c) (II) implica (I);

(d) (II) implica (I);

(e) assumindo-se (I) e (IT), conclui-se (II).

23. Seja A € M, (C), onde n > 2. Denote por p4 o polindmio caracteristico de A. Assinale a alternativa

contendo uma afirmacdo FALSA:

(a) se A € M,(R) entdo o nimero de autovalores complexos ndo reais distintos de A é par;

(b) A pode ter um niimero impar de autovalores complexos nao reais distintos;

(c) se pa tem coeficientes reais e A € C é autovalor de A entdo A também ¢ autovalor de A;
)

(d) se pa tem coeficientes reais e u, v € IR" sdo tais que w = u + iv é autovetor de A entdo w = u — iv também
é autovetor de A;

(e) pa pode ter coeficientes reais mesmo que A ¢ M, (R).

24. Seja T : C® — €3 um operador linear tal que [T]can € M3(IR). Sabendo-se que T possui 3 autovalores

distintos e que (1,2,3) é um autovetor de T, qual dos seguintes vetores de C* nao pode ser autovetor
de T?

a) (1,2,3) +i(2,4,6);
i(1,2,3);

(2,4,6) +i(1,1,1);
(1,2,3) +4(5,6,7);
(1,1,1) +(2,2,2).

(a)
(b)
(©
(d)
(e)

25. Consideremos C como um espago vetorial sobre R. Neste caso, C tem dimensdo 2 e B = {1,i} é

uma base de C. Seja P : C — C o operador linear dado por P(z) = iz.

(a) Verifique que [P]p = [(1) _(ﬂ

102
(b) Calcule {(1’ _1] .

0
26. Seja A € My(R) uma matriz real e seja T : C* — C* 0 operador linear no espago vetorial complexo
ct cuja matriz em relagdo a base candnica é A. Se i é um autovalorde T e (—i,1—14,1,0) e (0,1 +

i,0,2) sdo autovetores de T associados a i entdo:

(a) A =0;
(b) AP = A;
() AP =T
(d) A = —A;
(e) A = -1



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

143 —2i

Seja A = { 4 1-3

1} . Calcule A2,

. . , 10 -1
Seja o sistema X' = [13 4 X.

(a) Determine a solugdo geral do sistema.
(b) Determine a solugdo particular do sistema que verifica as condig¢des iniciais X(0) = (1,1).

a

Sejam a,b € R, com b # 0, e o sistema X' = [b

_Z] X. Determine a solugao geral do sistema.

Determine todas as fungdes x; : R — R (i = 1,2,3) que verificam

X1 (1) =3 x1(t) +2 x2(t) + x3(t)
X(t) = x2(t) + x3(t)
x5(t) = — xa(t) + x3(t)

Dado o sistema
xi(t) = xi(t)
x(t) = — x2(t)
x5(f) =5 x3(t) — 6 x4(t)
xy(£) =3 x3(t) — 1 xa(t)

(a) Determine todas as solugdes do sistema.
(b) Determine a solucdo do sistema que verifica

x1(0) =1, x2(0) =1, x3(0) =1, x4(0) =1.

1 0 0 O

. 10 0o -2 2
A matriz A = 0 _2 s 1
0 —4 2 -1

tem autovalores 1, 2i, —2i. Determine todas as solugdes do sistema X'(t) = AX(f).

(M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 243) Consideremos dois tanques: o tanque A contem inicialmente
100 I de 4gua e 15 kg de sal; o tanque B contem inicialmente 100 / de dgua e 5 kg de sal. Um
mecanismo permite a vazdo do tanque A para o tanque B e vice-versa; a velocidade de vazdo é
constante e igual a 5 [/min. Suponhamos que, em cada instante ¢, as solu¢des nos tanques A e B

estejam perfeitamente homogeneizadas, a quantidade de sal no tanque A é x(t) e no tanque B é

y(t).

x' = —0,05x + 0,05y

a) Mostre que x(t) e y(t) sdo solucdes do sistema
(a) que x(t) e y(t) S {y’:0,0Sx—0,0Sy

Determine a solu¢ado deste sistema.

(b) Ap6s quantos minutos haverd 13 kg de sal no tanque A?

x(0) = 15, y(0) = 5.



34. Ache a solugdo geral do sistema X'(t) = AX(t), em que:

2 1 1 14 6 12
@A=13 01 @®A=|-14 4 14
6 2 1 11 6 9

35. Ache a solugdo dos seguintes sistemas:

r— _
(a) {x =R 0 =2, y(0) = 11

Yy =-x+2y
X' =2x+z

b))y =x+y+z x(0) =1, y(0) = =3, z(0) = —2.
Z=x—y+3z

36. (M. Barone Jr, Algebra Linear, p. 255) Consideremos o sistema nio-homogéneo

. 43
) X 50 50 | [¥ 1
* = —|—
y' 2 3y 0
50 50

(a) Determine uma solugédo particular do sistema (*) da forma Xo(t) = (a,b), em que a e b séo

numeros reais.

(b) Determine a solucdo geral Z(t) do sistema homogéneo associado

, 4 3
X 50 50 | [*
y' 2 3y
50 50

(¢) Verifique que a solugéo geral do sistema (*) é dada por X (t) = Xo(t) + Z(t).

(d) Encontre a solugédo particular do sistema (*) que verifica as condi¢des iniciais
41

x(0) =37, y(0) = 5

RESPOSTAS

1. (a) {(1,0,-3),(0,—1,1),(1,1,2)}

0 -1 -2
2. (a)[T)ean = [ -1 -1 1]
—2 -1 0

(b) Nao (c) Sim
3 @ (0,2 35), (2 & 2, (55,55, 50)
®) {(5 % 5 (7
9. 1-f, 2-a, 3-d, 4-g, 5-b, 6-h, 7-e, 8-i, 9-c
10. (a) elipse (b) parabola (c) hipérbole (d) duas retas concorrentes
11. (a) paraboldide hiperbdlico (b) paraboléide hiperbélico
(c) hiperboléide de uma folha (d) elipséide

8



2 = x2 + y%. A curva é uma hipérbole com equagao z> — x> = 1.

13. (a) E um cone. Equagao: z
(b) E um cone. Equagao: 5x2 + 3y* — 3z% — 8yz — 10y — 20z = 25.
Equacdo reduzida: x> + y"* — 2% = 0
A curva é uma elipse com equagao 15x2 + 9(y — )2 = 100.
(c) E um cone. Equagao: x? — 2yz — 2z — 2y = 2.
Equagcdo reduzida: x> + y"* — 2> = 0

A curva é uma parabola com equacdo x> — 2y = 2.

15. (b) (i) B = {(1,1,0), (1,0,1), (1,0, —i)}
11 1 1 0 0
Gb)@M=[1 0 0 D=0 14i 0
0 i —i 0 0 1-i
10 0 0 O 10 00 0
01 1 1 1 01 00 0
8. M=1{0 1 -1 —i i D=100 -1 0 0
01 -1 i —i 00 0i 0
01 1 -1 -1 00 00 —i

19. (a) Nao é diagonalizavel (b)E diagonalizavel (c) Nao é diagonalizavel

21. (a) T é diagonalizavel (b) T ndo é diagonalizdvel (c) Depende de T
-1 0
25. (b) [ 0 _1]
.13 =2
101
27. 279 [ i 3}

28. (a) X(t) = (x(t),y(t)),

t) = 2t ¢ 2t ¢
onde {x( ) = C1 e cos3t + Cp e sen3 (CL,Cr € R)

y(t) = (=2C; — 3C,) €* cos 3t + (3C1 — 2C;) e? sen 3t

x(t) = e*(cos 3t — sen 3t)
y(t) = e*(cos 3t + 5sen 3t)

2t<

(b) X(t) = (x(t),y(t)), onde {

x(t) = e"(Cy cos bt — C; sen bt)

29. C;,GeR
{y(t) = ¢ (Cy cos bt + Cy sen bt) (.G )

x1(t) = C1 e + (—3Cy + 4C3) ef cost + (4Co + 3C3) et sen t
30. < xp(t) =5C; et cost —5C; e sen t (C1,C2,C5 € R)
x3(t) = —5Cs e' cost — 5C; el sen t

xl(t) = C1 Et

31 (a) xz(t) = Czeft
x3(t) = —(C3 + C4) e* sen3t + (C3 — Cy) €% cos 3t (C1,C2,C5 € R)
x4(t) = —Cy * sen 3t + C; ¢* cos 3t



xy(t) = ¢!
x(t) = e
(b) x3(t) = —e? sen 3t + ¢* cos 3t
(t)

32. X(t) =

Clet

Csysen2t + C4 cos 2t

Cy et 4+ C3cos2t — Cysen 2t
Cy et +2C5cos 2t — 2Cy sen 2t

H=1 —0,1t
33. (a) {x( ) 05 (b) Aproximadamente 5 minutos.

y(t) = 10 — 5e~ 01

x(t)=Cret+Cyet
34. (a) X(t) = (x(t),y(t),z(t)), onde S y(t) = Cre '+ C5 €

z(t) = -3Ciet —Cret +2C; e

x(t) = Cpe 2 + C; e*
(B) X(1) = (x(8), y(£), 2(1)), onde { y(£) = —2Cy e 4 C ¥
z(t) =Cre 2+ Cre ¥ + G et

x(t) =2et — €
(b) < y(t) = —2¢" — &

z(t) = —2¢

x(t) =14ef — 1272
35.
@) {y(t) =14et —3¢72

(Clr CZ/ C3 S R)

(C1,C2,C3 € R)

36. (a) Xo(t) = (25, @) (b) Z(t) = C1 e092(1,1) + C, e %12(—3,2) (C;,C, € R)

3

50
y(t) = 37002 _ g 012t |

x(t) =3e7002% 49,7012 4 25
(d)

3

Respostas dos testes:

4.(d). 5.(b). 7. (). 12.(b). 14.(e). 16. (b).
17.(d).  20.(c). 22.(c). 23.(d). 24.(c). 26.(d).

10



