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22 Lista de Exercicios — 22 semestre de 2012

1. Verdadeiro ou falso? Justifique suas respostas.

(a) Existe uma transformacgao linear T : P3(R) — M(R) cuja matriz em relagdo as bases
candnicas é a matriz identidade.

(b) Se T : Ps(R) — Pg(R) é definida por T(p) = p/, entdo existe uma base de Ps(IR) tal
que a matriz de T em relagdo a esta base é invertivel.

(c) Se T : R® — M,(R) é uma transformacio linear injetora entdo para qualquer base de
R3 a matriz de T em relacdo a esta base é invertivel.

(d) Se V é um espago vetorial de dimenséo finitae T : V — V é um operador linear, entdo
T é sobrejetor se, e somente se, existe uma base de V tal que a matriz de T em relacdo
a esta base é invertivel.

(e) Se B e C sdo bases de um espago vetorial V de dimensdo finitae T : V — V é um
operador linear, entdo as matrizes [T]p e [T|c sdo semelhantes.

/

2. Determine a matriz do operador derivagio D : Py(R) — P4(R) definido por D(p) = p/,
relativamente a base {1,x,x2,x3,x*} de P,(R).

3. Considere os subespacos vetoriais U e V de C*(R) cujas bases sdo respectivamente
B = {cosx,senx} e C = {e*cosx, e¥senx, e?* cosx, e?* sen x}. Determine as matrizes
dos operadores de derivagio f € U — f' € U e f € V — f' € V com respeito as bases B e
C, respectivamente.

4. Qual é a matriz, relativamente a base canoénica, do operador T : R2 — R? tal que T(2,3) =
(2,3)eT(-3,2) =(0,0)?

5. Seja T : R? — IR? o operador linear cuja matriz em relacdo a base B = {(—1,1),(0,1)} é:
10

(I T(x,y) = (x,3x +y), para todos x,y € R;

Considere as seguintes afirmagdes:

(II) a imagem pela transformagdo T da pardbola {(x,y) € R? : y = x*} é a parédbola
{(x,y) e R?:y = x* —2x};

(IT) o vetor (2,3) pertence a imagem de T.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacdes (I) e (III) sdo verdadeiras;
(b) apenas a afirmacao (I) é verdadeira;

(c) todas as afirmacoes sdo verdadeiras;

(d) apenas as afirmacodes (II) e (III) sdo verdadeiras;
(e) todas as afirmacdes sao falsas.



B~ W =
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6. Considere o subespaco S de R® gerado pelas colunas da matriz (1 2 ) . Obtenha
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numeros reais 4, b, c de modo que

S={(xy,z) € R®:ax+by +cz=0}.

7. Considere as transformacdes lineares T : R"*! — P,(R) e S: P,(R) — R"*!
definidas por T(ag, a1, . ..,a,) = ag +mx + - - +axx" e S(p) = (p(0), p(1),...,p(n)) .
Determine as matrizes de So T e de T o S com respeito as bases candnicas apropriadas.

8. Se T : P;(R) — P>(R) é a transformacéo linear cuja matriz em relagdo as bases

B={1,1+t}deP(R) e C= {2+t t+1t*1—t*}de P,(R) é

1 0
[T]pc = (2 1)
1 3

entdo T(1 + 2f) é igual a:
(@) 1+7t%
(b) 3 +4t—2t%
(c) 5+ 4t — 3
(d) —1-+4t+5¢%

(e) 9 — 6t2.
9. Sejam F, G operadores lineares em R tais que F(x,y,z) = (x,2y,y — z), para todo
(x,y,z) € R3, e tais que a matriz do operador 2F — G em rela¢do a base
110
B ={(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1)} seja (O 1 0| .Ache amatriz que representa o operador
1 21

F? + G? com respeito as bases B e C = {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1) }.

10. Seja B = (—411 _411> e considere o operador linear T : M(R) — M;(RR) definido por

T(A) = BA, para todo A € My(R). Ache a matriz do operador S = T? — T em relacdo a
base candnica de M (R).

O trago da matriz [S]can (ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal de [S]can) €
igual a

(@1, ()2, (03 (d)4 (e)b.

11. Sejam T, S: R® — RR3 operadores lineares tais que

O = O
W W O
(X0 \S Be)

T(x,y,z) = (x+2y,y+22,3z), xy,z€R, [SoT|ean = (



12. Sejam T : R® — P,(R) e G : P,(R) — RR? transformacdes lineares tais que

1 2 —1 1 1 2
Tlpc=11 0 =1], [Glcg= 1 -1 0/,
01 0 —1 1 2

onde:
B={(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)}, C={1,1+x x+x%}.

(a) Determine bases para Ker(Go T) e Ker(T o G).
(b) Seja H = 3(T o G) + L. Determine [H]p¢, onde D = {1, x, x?}.

13. Sejam a,b € Re T: P,(R) — RR3 a transformagio linear cuja matriz em relagdo as bases
candnicas de P»(R) e R3 é:

11 0
A=|-1 0 -1
a 0 b

Assinale a alternativa correta:

(a) ndo existem a e b que tornem T injetora;

(b) T é bijetora para quaisquer a,b € R;

(c) T ébijetora para quaisquer a,b € R com a # b;
(d) ndo existem a,b € R que tornem T sobrejetora;
(e) T ébijetorasea =Db.

14. Seja T : R? — R? um operador linear tal que T?> = T. Prove que T = 0 ou T = I ou existe
uma base B de R? tal que
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15. Seja T : R> — R? um operador linear ndo nulo tal que T? = 0. Prove que existe uma base
B de R? tal que
00

16. Seja T : R* — R* definido por T(x,y,z,w) = (—y,x —y,z, —w). Mostre que T® = I e
determine T~ 1.
17. Mostre que se A € M;(R) entdo seu polindmio caracteristico é dado por
pa(t) = t> —ait +ag
onde ay = det(A) e a; = trago(A).

18. Mostre que se A € M, (R) é diagonalizavel, entdo a matriz A™ é diagonalizavel qualquer
que seja o numero natural m, m > 1.

19. Encontre uma matriz A nio diagonalizivel tal que a matriz A? seja diagonalizivel.

-0 -1
Sugestdio: [ 1 0 ]



20. Mostre que o operador linear T : C(R) — C(RR) dado por

X
T(u(x)) = / u(s)ds
0
nao tem autovalores.

21. Seja T um operador linear com autovalores 0, 1, 2 e 3. Assinale a alternativa contendo uma
afirmacdo FALSA:

(a) 5,6,9 e 14 sdo autovalores de 51 + T2

(b) T éinvertivele O, 1, % e % sdo autovalores de T 1;
(c) 0,1,4e9 sdo autovalores de T?;

(d) 0,1, 8 e 27 sdo autovalores de T3;

(e) 0,3,6e9sdo autovalores de 3T.

22. Mostre que se A é um autovalor do operador linear T : V — V e n é um namero natural,
entao:
(a) A" é um autovalor de T".
(b) Se f(t) é um polindmio qualquer entdo f(A) é um autovalor de f(T).

23. Sejam V um espago vetorial, T : V' — V um operador linear, u um autovetor de T asso-
ciado ao autovalor A e v um autovetor de T associado ao autovalor u. Pode-se afirmar
que:

(@) u+véautovetor de T se e somentese = Aeu+v #0;

(b) se A = u entdo Au + v ndo é um autovetor de T;

(c) se A # p entdo u e v podem ser linearmente dependentes;

(d) se A # u entdo, para todo € R, 3u + Bv é autovetor de T associado ao autovalor 3A + By;
(e) se A = p entdo u — v é autovetor de T associado ao autovalor 0.

24. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e seja T : V — V um operador linear in-
vertivel. Prove que:
(a) Se A é um valor préprio de T entdo A # 0.
(b) A é um valor préprio de T se, e somente se  é um valor préprio de T '(onde T"! é o
operador inverso de T).
(c) Se A é um valor proprio de T, a multiplicidade algébrica de A é igual a multiplicidade
algébrica de %

.12 4 "
25. Se]aA—{3 13].CalculeA,n€]N.

Sugestdo: Lembre-se de que (M~'BM)" = M~1B"M para todo n € IN.

26. Seja T : R? — R? o operador linear com autovetores v; = (1,—1) e v, = (1,1) corres-
pondendo respectivamente aos autovalores Ay = 3 e A, = 2. Sejav = (5,1). Calcule
T'%(9).

1111 10 0 0 0

. 12222, S : 0000

27. Verifique que a matriz 333 13]|¢ semelhante a matriz 000 0
4 4 4 4 0 00O



28. Verifique se cada uma das matrizes abaixo é ou ndo diagonalizdvel. Quando for diago-
nalizavel, determine uma matriz invertivel M tal que M~! AM seja uma matriz diagonal.

L0 0] [30990] [x 2e] o

@) (b) © -1 -1 1|@]o 11
113 0 0 014 0 11 11 0
-2 1 2 -1 0011

29. Seja A € M,,(R), onde n > 2. Assuma que a soma dos elementos de qualquer linha de A
sejaigual a 1. Assinale a alternativa correta:

(a) A pode ndo possuir autovalores reais;

(b) 1 e 0sdo necessariamente autovalores de A;

(c) A possui algum autovalor real, mas pode ser que nem 1 nem 0 sejam autovalores de A;
(d) 1 énecessariamente autovalor de A, mas 0 pode néo ser;

(e) 0é necessariamente autovalor de A, mas 1 pode néo ser.

30. Sendo B = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} e C = {(0,1,0),(1,1,0),(1,0,1)} bases de R3, con-
sidere a transformacdo linear T : R®> — R3 dada por

0 -3 2
Tlgc=] -1 1 -1
0 0 -1

(a) Encontre os autovalores e autovetores de T.
(b) E T diagonalizavel?

b 1
31. Considere a matriz real A = ¢ 0 | .Determine todos os valores de a, b, e ¢ para os
01

O O N

quais A é diagonalizavel.

32. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo 3, T : V' — V um operador linear e B uma base
de V tal que:

—a 0 —a
[T]B = 0 b 01,
—3a ¢ a

onde a,b,c € R. Assinale a alternativa correta:

(a) seb # a = 0entdo T nao é diagonalizavel;

(b) se |b| # 2|a| e a # 0 entdo T é diagonalizavel;

(c) sea # 0eb=2a=centdo T é diagonalizavel;

(d) sea=b=0ec # 0entdo T é diagonalizavel;

(e) sec=0eb = —2a # 0 entdo T ndo é diagonalizavel.

33. Seja T : R* — R* uma transformagéo linear com polindmio caracteristico indicado por
pr(t). Verifique se T é diagonalizdvel em cada um dos seguintes casos:

@) pr(t) =t*—1 (b) pr(t) =t3(t+1) e dimker(T) =2.
() pr(t) = 2(t* —4) e dimKer(T) = 2.

5



34. Sejam U um espago vetorial de dimensédo 5, T: U — U um operador linear e p(t) =
—t(t +1)3(t + 2) seu polindmio caracteristico. Assinale a alternativa VERDADEIRA:
(a) dim(Ker(T)) > 2;
(b) dim(Ker(T)) =1, dim(Ker(T 4 2I)) =1 edim(Ker(T + 1)) = 3;
(c) T ésobrejetor;
(d) T nédo é diagonalizavel pois dim(U) = 5 e p possui apenas trés raizes reais;

(e) T é diagonalizadvel se, e somente se, existem v1, v, v3 € U, linearmente independentes, tais que
T(v1) = —v1, T(v2) = —vp e T(v3) = —03.

35. Sejam V um espacgo vetorial de dimensdo n > 4, T: V — V um operador linear com
polinémio caracteristico p(t) = (1 —t)(2 — t)3(3 — t)"~*. Assinale a alternativa FALSA: O
operador T é diagonalizavel se, e somente se,

(@) dim(Im(T —3I)) — dim(Ker(T —2I)) = 1;

(b) V =Ker(T —I)+ Ker(T — 2I) + Ker(T — 3I);

() dim(Im(T — 1)) 4+ dim(Im(T — 21I)) + dim(Im(T — 31)) = n;
(d) dim(Ker(T — I)) + dim(Ker(T — 21)) + dim(Ker(T — 3I)) = n;
(e) dim(Ker(T —2I)) + dim(Ker(T —3I)) =n — 1.

36. Seja T : R® — R3 um operador linear tal que todo vetor ndo nulo é um autovetor de T.
Escreva entdo Te; = a;e;, onde a; € R parai = 1,2,3 e can = {e1,e;,e3} é a base candnica
de R3.

(a) Calcule T(eq + ep + e3).
(b) Mostre que a1 = ay = a3.
(c) Prove que existe um ntimero « € R de modo que o polindmio caracteristico de T seja

pr(t) = (t—a)’.
(d) Conclua que T = al onde I é o operador identidade.

37. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finitae T : V — V um operador linear. Suponha
que A # u sejam autovalores de T. Considere as seguintes afirmagdes:

(I) sedim(V) —dim (V(A)) = 1 entdo T é diagonalizavel;

(I) se dim(V) = dim (V(A)) +dim (V(u)) entdo T é diagonalizavel;
(IIT) T é diagonalizavel se e somente se dim(V) = 2.
Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacdes (I) e (II) sdo verdadeiras;
(b) apenas a afirmacao (II) é verdadeira;

(c) apenas as afirmagdes (I) e (III) sdo verdadeiras;
(d) todas as afirmacgdes sdo verdadeiras;

(e) apenas as afirmagdes (II) e (III) sdo verdadeiras.

38. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja T : V' — V um operador linear tal que
posto(T) = 1. Prove que ou T é diagonalizavel ou T? é o operador nulo.



39.

40.

41.

42.

43.

44

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e seja T : V — V um operador linear tal que
T>=T.

(a) Prove que se A é um autovalor de T entio A = 0ou A = 1.
(b) Prove que V = Ker(T) @ Im(T) e conclua que T é diagonalizavel.

Seja T : M, (R) — M, (R) o operador linear tal que T(M) = M!, onde M € M,(R) e M! é
a transposta de M. Prove que T é diagonalizavel.

Seja T : Py(R) — P,(R) definida por T(f(t)) = f(t + 1) para todo f(t) € P,(R). ET
diagonalizavel? Por que?

Seja B = {v1,v2,v3,v4} uma base do espago vetorial Veseja T : V — V o operador linear
dado por
21 00
-1 2 00
T)p = 00 34
00 —4 3

(a) Mostre que os subespacos [v1, V2] e [v3, v4] sdo invariantes sob T.

(b) Verifique que T ndo tem autovetores.

Seja B = {e1,e3,3,e4} uma base de um espaco vetorial V eseja T : V — V um operador
linear tal que:
-1 0o -2 2
0 —1 0 1
Te=1 9 0o 1 o
2 1 1 -1

Considere as seguintes afirmacdes:

(I) o subespago [e1, €2, e4] é invariante por T;
(IT) o subespago [ey, e4] é invariante por T;
(IIT) o subespaco [e1, €3] é invariante por T.
Assinale a alternativa correta:

(a) todas as afirmacdes sdo verdadeiras;

(b) apenas as afirmagdes (I) e (III) sdo falsas;

(c) apenas as afirmagdes (II) e (IIT) sdo falsas;

(d) todas as afirmacgdes séo falsas;

(e) apenas as afirmagdes (I) e (II) sdo falsas.

. No IR* com o produto interno usual considere o subespago W = [(1,1,0,0,), (0,1, —1,1)].

(a) Determine bases ortonomais B e B para W e W+t respectivamente.

(b) Sendo T : R* — RR* o operador linear dado por T(v) = proj,y(v), determine a matriz
de T em relacdo a base BU B'.

(c) Quais sdo os autovalores de T? E T diagonalizavel?



10.

12.

25.

26.

27.
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01000
00200
00030
0 00O 4
000O00O
11 00
01 -11 00
—10)¢|l 00 21
00 —1 2
4 6
3 13
13 13
A resposta ndo é tinica. Considere, por exemplo,a = —1,b = —lec=1.
1 0 0 0
1 1 1 1
Ambas as matrizes sdo iguais a 1 2 22 2"
1 n n? n"
0 2 0
12 9 —-10
1 0 10

Ordenando a base candnica de Ma(R) como {(§9),(99),(33), (

4 —4 0 0
—16 16 0 0
0 O 4 —4
0 0 —16 16

matriz

0
0

9)}, a resposta é a

(a) Uma base de Ker(G o T) ¢ {(1,2,1)} e uma base de Ker(T o G) é {x + x?}.

13 —-19 19
(b) [Hlpc=|[6 -5 5
3 -6 7
1 12+ 14" —4+4 x 14"

B —343x14" 1+12x 14"

(279 +3x 210, 279 4 3 x 210)

As respostas vao variar. Umatal M é M =



28.

30.
31.
33.

44.

(a) E diagonalizavel. As respostas para M vao variar. Umatal M é M =

_ o oo
Wk ON
WO DNdNDN
— N OO

(b) Nao é diagonalizdvel. (c) Ndo é diagonalizavel.
1 1 -1
(d) E diagonalizdvel. As respostas para M vao variar. UmatalMéM= |1 1 1 |.
1 -2 0
(a) autovalores: —1 e 3; V(—1)=1(1,1,0),(1,1,1)] e V(3) =[(—1,1,0)]. (b) Sim.
Se a, c e 1sdo distintos e b é qualquer;sea =c #1eb =0;sea # 1ec = 1eb é qualquer.

(@) Nao. (b) Nao. (c) Sim.

— 1 1 1 -1 2 -2 I 1 -1 -1 1 -1 2 3
(a) B = {(75/ 75/010)/ (ﬁ/ﬁ/ ﬁ/m)} e B' = {(%/ \/_517510)/(\/_175/ ﬁ/ﬁ/ ﬁ)}
1000
0100
(b) [T]BUB/ = 0000
0 00O

Respostas dos testes:

5.Ga). 8. (b). 11.(a). 13.(c). 21.(b). 23.(a).

29.(d). 32.(b). 34.(e). 35.(c). 37.(a). 43.(c).



