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INTRODUGAO

OBJETIVOS

@ A idéia é modelar como um investidor racional diversificaria seus
investimentos para otimizar seu portfolio.
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@ A idéia é modelar como um investidor racional diversificaria seus
investimentos para otimizar seu portfolio.

@ E também como precificar um investimento de alto risco.
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INTRODUGAO

OBJETIVOS

@ A idéia é modelar como um investidor racional diversificaria seus
investimentos para otimizar seu portfolio.

@ E também como precificar um investimento de alto risco.

@ Este modelo trata o retorno de um investimento como uma
variavel aleatéria e um portfolio como uma combinacgao linear
convexa de um numero dado de investimentos e é, entdo, uma
variavel aleatoria.
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@ Portanto possui esperanca e variancia.
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INTRODUGAO

OBJETIVOS

@ A idéia é modelar como um investidor racional diversificaria seus
investimentos para otimizar seu portfolio.

@ E também como precificar um investimento de alto risco.

@ Este modelo trata o retorno de um investimento como uma
variavel aleatéria e um portfolio como uma combinacgao linear
convexa de um nimero dado de investimentos e é, entdo, uma
variavel aleatoria.

@ Portanto possui esperanca e variancia.

@ O risco, neste modelo, é o desvio padrao desta variavel
aleatoria.
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GAMBLING WITH THE DEVIL
RECORDAR E VIVER

O PERFIL DO INVESTIDOR

@ O modelo assume que o investidor € averso a riscos.
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GAMBLING WITH THE DEVIL
RECORDAR E VIVER

O PERFIL DO INVESTIDOR

@ O modelo assume que o investidor € averso a riscos.

@ Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).
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O PERFIL DO INVESTIDOR

@ O modelo assume que o investidor € averso a riscos.

@ Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).

@ Um investidor racional ndo investe num portfolio se existir um
segundo portfolio com um perfil de risco-retorno mais favoravel
as suas expectativas.
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GAMBLING WITH THE DEVIL
RECORDAR E VIVER

O PERFIL DO INVESTIDOR

O modelo assume que o investidor é averso a riscos.

Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).

Um investidor racional ndo investe num portfolio se existir um
segundo portfolio com um perfil de risco-retorno mais favoravel
as suas expectativas.

O modelo usa um dado histérico, a volatilidade, como uma
medida para o risco.
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GAMBLING WITH THE DEVIL
RECORDAR E VIVER

O PERFIL DO INVESTIDOR

O modelo assume que o investidor é averso a riscos.

@ Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).

@ Um investidor racional ndo investe num portfolio se existir um
segundo portfolio com um perfil de risco-retorno mais favoravel
as suas expectativas.

@ O modelo usa um dado histérico, a volatilidade, como uma
medida para o risco.

@ O modelo assume que o investidor € indiferente a outras

informagdes (isso nem sempre é verdade).
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O PERFIL DO INVESTIDOR

O modelo assume que o investidor é averso a riscos.

@ Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).

@ Um investidor racional ndo investe num portfolio se existir um
segundo portfolio com um perfil de risco-retorno mais favoravel
as suas expectativas.

@ O modelo usa um dado histérico, a volatilidade, como uma
medida para o risco.

@ O modelo assume que o investidor € indiferente a outras
informagdes (isso nem sempre é verdade).

@ O retorno do portfolio € a combinagao linear convexa dos

retornos de cada investimento do portfolio.
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GAMBLING WITH THE DEVIL
RECORDAR E VIVER

O PERFIL DO INVESTIDOR

O modelo assume que o investidor é averso a riscos.

@ Mas ele também quer um bom retorno, e, para tanto, precisa
assumir algum risco (que gere uma expectativa alta de um bom
retorno, obviamente).

@ Um investidor racional ndo investe num portfolio se existir um
segundo portfolio com um perfil de risco-retorno mais favoravel
as suas expectativas.

@ O modelo usa um dado historico, a volatilidade, como uma
medida para o risco.

@ O modelo assume que o investidor € indiferente a outras
informagdes (isso nem sempre é verdade).

@ O retorno do portfolio € a combinagao linear convexa dos
retornos de cada investimento do portfolio.

@ A volatilidade do portfolio € uma fungéo que depende da

correlagéo dos investimentos nele e é nao linear nos “pesos”.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propdsitos podemos assumit Q = R;
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RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;

e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;

e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo

Q QcrF
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
©Q SeECQentio E€ F < E°c F;
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“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
Q@ SeEcCQentio E€ F < E°c F;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
Q@ SeEcCQentio E€ F < E°c F;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;

e Os elementos de F sdo chamados eventos;
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
Q@ SeEcCQentio E€ F < E°c F;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;

e Os elementos de F sdo chamados eventos;
e P é uma medida (de probabilidade) em (2, F), ou seja,
P : F — [0, 1] é uma funcéo satisfazendo
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
@ SeECQentao E€ F < E° € TF;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;
o Os elementos de F sdo chamados eventos;
e P é uma medida (de probabilidade) em (2, F), ou seja,
P : F — [0, 1] é uma funcéo satisfazendo
Q PO)=0eP(Q) =1,
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
@ SeECQentao E€ F < E° € TF;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;
o Os elementos de F sdo chamados eventos;
e P é uma medida (de probabilidade) em (2, F), ou seja,
P : F — [0, 1] é uma funcéo satisfazendo
Q P(@)=0e P(Q2) =1;
@ Se E;, E,, ... séo eventos disjuntos (E; N E; = 0) entdo

P (3 Ei) = 3% P(E)
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Espaco de Probabilidades: é uma tripla (22, F, P), onde

e Q é um conjunto qualquer, chamado espago amostral. Para
nossos propodsitos podemos assumit Q2 = R;
e F éuma o-algebra de Q, ou seja, uma colecao de subconjuntos de
Q satisfazendo
Q QcrF
@ SeECQentao E€ F < E° € TF;
©@ F é fechado por unido enumeravel de elementos em F;
o Os elementos de F sdo chamados eventos;
e P é uma medida (de probabilidade) em (2, F), ou seja,
P : F — [0, 1] é uma funcéo satisfazendo
Q PO)=0eP(Q) =1,
@ Se E;, E,, ... séo eventos disjuntos (E; N E; = 0) entdo
P(Z?; Ei) =>_7% P(E)
@ Variavel aleatéria: se (2, F, P) € um espago de probabilidade
entdo uma variavel aleatdria é uma fungéo X : Q — R integravel
em todo elemento de F.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Esperanca: se X é uma variavel aleatéria em (Q, F, P) entao
seu valor esperado ou esperanca é

pix = E(X) = /Q XdP.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Esperanca: se X é uma variavel aleatéria em (Q, F, P) entao
seu valor esperado ou esperanca é

pix = E(X) = /Q XdP.

@ Nem sempre existe ux (ver distribuicao de Cauchy).
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Esperanca: se X é uma variavel aleatéria em (Q, F, P) entao
seu valor esperado ou esperanca é

pix = E(X) = /Q XdP.

@ Nem sempre existe ux (ver distribuicao de Cauchy).
@ Se X é discreta com eventos x;,1 < i < n e probabilidade p(x;)

entéo
E(X) =Y xip(x).
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Esperanca: se X é uma variavel aleatéria em (Q, F, P) entao
seu valor esperado ou esperanca é

pix = E(X) = /Q XdP.

@ Nem sempre existe ux (ver distribuicao de Cauchy).
@ Se X é discreta com eventos x;,1 < i < n e probabilidade p(x;)

entéo
E(X) =Y xip(x).

@ Se X é continua com densidade de probabilidade f(x) entdo

E(X) = /Oo xf(x)dx.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Variancia: se X é uma variavel aleatéria em (2, F, P) com
esperanga . entdo sua varidngia €

Var(X) = E[(X — 11x)?].
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Variancia: se X é uma variavel aleatéria em (2, F, P) com
esperanga . entdo sua varidngia €

Var(X) = E[(X — 11x)?].

@ Nem sempre existe Var(X) (ver distribuicdo de Cauchy).
@ Se X é variavel aleatéria discreta com cada evento x;,1 <i<n
tendo probabilidade p(x;) entao

Var(X) = 3 p(x)(x — p?.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Variancia: se X é uma variavel aleatéria em (2, F, P) com
esperanga . entdo sua varidngia €

Var(X) = E[(X — 11x)?].

@ Nem sempre existe Var(X) (ver distribuicdo de Cauchy).
@ Se X é variavel aleatéria discreta com cada evento x;,1 <i<n
tendo probabilidade p(x;) entao

Var(X) = 3 p(x)(x — p?.

@ Se X é variavel aleatéria continua com densidade de
probabilidade f(x) entao

Var(X) = /Oo (x — p)?f(x)dx.

— 00
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Covariancia: se X e Y sao duas variaveis aleatorias em
(22, F, P) com esperangas p € v, respectivamente, entao a
covaridnciade Xe Y é

Cov(X, Y) = E[(X — u)(Y —v)].
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Covariancia: se X e Y sao duas variaveis aleatorias em
(22, F, P) com esperangas p € v, respectivamente, entao a
covaridnciade Xe Y é

Cov(X,Y)=E[(X — p)(Y —v)].
@ Usando somente as definicbes vemos que
Cov(X,Y) = E[X—p)(Y—-v)]=E[XY—-Yu—Xv+ |
E(XY) — pv
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Covariancia: se X e Y sao duas variaveis aleatorias em
(22, F, P) com esperangas p € v, respectivamente, entao a
covaridnciade Xe Y é

Cov(X,Y)=E[(X — p)(Y —v)].
@ Usando somente as definicbes vemos que
Cov(X,Y) = E[X—p)(Y—-v)]=E[XY—-Yu—Xv+ |
E(XY) — pv

@ Cov(X,Y) mede o quanto uma variagdo de X influencia a
variagdo de Y.
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Covariancia: se X e Y sao duas variaveis aleatorias em
(22, F, P) com esperangas p € v, respectivamente, entao a
covaridnciade Xe Y é

Cov(X,Y) = E[(X —u)(Y — y)].

@ Usando somente as definicbes vemos que

Cov(X,Y) = E[X—p)(Y—-v)]=E[XY—-Yu—Xv+ |
E(XY) — pv
@ Cov(X,Y) mede o quanto uma variagdo de X influencia a
variagdo de Y.

@ Se X e Y sdo independentes entdo E(XY) = E(X)E(Y) e
portanto Cov(X, Y) = 0. Além disso, Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
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GAMBLING WITH THE DEVIL e
RECORDAR E VIVER

“RECORDACAO” DE ALGUNS CONCEITOS

@ Covariancia: se X e Y sdo duas variaveis aleatérias em
(22, F, P) com esperangas p € v, respectivamente, entao a
covaridnciade X e Y é
Cov(X,Y)=E[(X — p)(Y —v)].
@ Usando somente as definicbes vemos que
Cov(X,Y) = E[X—p)(Y—-v)]=E[XY—-Yu—Xv+ |
E(XY) —
@ Cov(X,Y) mede o quanto uma variagdo de X influencia a
variagdo de Y.
@ Se X e Y sao independentes entdo E(XY) = E(X)E(

Y)e
portanto Cov(X, Y) = 0. Além disso, Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
Cov(X,Y)

Var(X)Var(Y)

@ A correlagéo de X e Y é dada por px,y =
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Sejam Ry, ..., R, os retornos de n investimentos diponiveis no
mercado e w = (w;, ..., w,)" 0s percentuais do capital total que
se deseja investir em cada um dos investimentos.
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Sejam Ry, ..., R, os retornos de n investimentos diponiveis no
mercado e w = (w;, ..., w,)" 0s percentuais do capital total que
se deseja investir em cada um dos investimentos.

@ O retorno de um tal investimento é

n
R=>_wR (1)
i=
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Sejam Ry, ..., R, os retornos de n investimentos diponiveis no
mercado e w = (w;, ..., w,)" 0s percentuais do capital total que
se deseja investir em cada um dos investimentos.

@ O retorno de um tal investimento é

n
R=>_wR (1)
i=

@ R é variavel aleatéria pois, por hipétese, cada R; 0 é, e
n n n
=E (Z WiRi> = Z WiE(R;) = Z wini (2)

Var(R) = Z w;wicov(R;, R)) Z wcw, (3)
i,j=1 fj=1
onde C é a matriz de covariancias de R; e R;.

KR

ok
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Oriscode Ré og = +/Var(R).
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Oriscode Ré og = +/Var(R).
@ Os vetores atingiveis ou viaveis sao aqueles tais que > w; = 1
(os percentuais de investimento devem somar 100%).
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Oriscode Ré og = +/Var(R).
@ Os vetores atingiveis ou viaveis sao aqueles tais que > w; = 1
(os percentuais de investimento devem somar 100%).

@ O problema entédo resume-se a encontrar um vetor de
percentuais de investimentos, w, que minimize o risco o para
um dado retorno fixado 1o = p(w), ou seja, procuramos um
vetor atingivel w que minimize o(w) para um dado valor de p(w).
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Oriscode Ré og = +/Var(R).
@ Os vetores atingiveis ou viaveis sao aqueles tais que > w; = 1
(os percentuais de investimento devem somar 100%).

@ O problema entédo resume-se a encontrar um vetor de
percentuais de investimentos, w, que minimize o risco o para
um dado retorno fixado 1o = p(w), ou seja, procuramos um
vetor atingivel w que minimize o(w) para um dado valor de p(w).

@ O espaco dos vetores atingiveis € um hiperplano em R” e
queremos encontrar um ponto desse hiperplano que minimiza a
funcao quadratica o(w).
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Oriscode Ré og = +/Var(R).
@ Os vetores atingiveis ou viaveis sao aqueles tais que > w; = 1
(os percentuais de investimento devem somar 100%).

@ O problema entédo resume-se a encontrar um vetor de
percentuais de investimentos, w, que minimize o risco o para
um dado retorno fixado 1o = p(w), ou seja, procuramos um
vetor atingivel w que minimize o(w) para um dado valor de p(w).

@ O espaco dos vetores atingiveis € um hiperplano em R” e
queremos encontrar um ponto desse hiperplano que minimiza a
funcao quadratica o(w).

@ Da equagéo (3) vemos que o(w) pode ser pensada como o
“comprimento” de w relativo ao produto interno dado pela matriz
C na base canénica.
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Este & um problema tipico de multiplicadores de Lagrange, que é
estudado em Calculo Il (MAT-2454).
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Este & um problema tipico de multiplicadores de Lagrange, que é
estudado em Calculo Il (MAT-2454).

@ O sistema de Lagrange é

{ Vo(w)
p(w) = - w;

onde o e i sao funcdes de R” a valores reais.

AVu(w)
AL 0
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ Este & um problema tipico de multiplicadores de Lagrange, que é
estudado em Calculo Il (MAT-2454).

@ O sistema de Lagrange é

{ Vo(w)
p(w) = - w;

onde o e p sdo fungdes de R” a valores reais.

AVu(w)
AL 0

Se w é uma solugdo do sistema (4) entao existem a, b, ¢ € R tais que

o(p) =+vap?+bu+c. (5)
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ A curva descrita pela equacgao (5) é chamada “Markowitz Bullet”

Expected Re turn

risk free rate

Standard Deviation

FIGURA : Markowitz Bullet
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ A curva descrita pela equacgao (5) é chamada “Markowitz Bullet”

Expected Re turn

risk free rate

Standard Deviation
FIGURA : Markowitz Bullet

@ Para cada retorno fixado pg, 0 risco minimo é dado por o tal que
(o, po) esteja sobre a curva.
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MATEMATICAMENTE...

A MATEMATICA

@ A curva descrita pela equacgao (5) é chamada “Markowitz Bullet”

-
/ __Efficient Frontier
£ °
_.=: Tangency Portfolio
3 e °
2 ~
£ \0' T
\ ]
! 2 g
risk free rate
Best possible CAL

Standard Deviation
FIGURA : Markowitz Bullet

@ Para cada retorno fixado g, 0 risco minimo é dado por ¢ tal que
(o, po) esteja sobre a curva.

@ Ou ainda, para cada risco fixado o, 0 retorno maximo é obtido,
u € dado pelo ponto (o9, 1) (parte superior da curva).
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SEM RISCOS

O PORTFOLIO E INVESTIMENTOS SEM RISCO

@ Um investimento livre de risco é tipicamente um investimento
com garantias, como uma poupanga ou papeis de curto prazo de
um pais confiavel.
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SEM RISCOS

O PORTFOLIO E INVESTIMENTOS SEM RISCO

@ Um investimento livre de risco é tipicamente um investimento
com garantias, como uma poupanga ou papeis de curto prazo de
um pais confiavel.

@ Sua correlacao com os demais investimentos é nula, uma vez
que seu risco (ou seja, a variancia) é zero.
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SEM RISCOS

O PORTFOLIO E INVESTIMENTOS SEM RISCO

@ Um investimento livre de risco é tipicamente um investimento
com garantias, como uma poupanga ou papeis de curto prazo de
um pais confiavel.

@ Sua correlacao com os demais investimentos é nula, uma vez
que seu risco (ou seja, a variancia) é zero.

@ Por este motivo, como veremos adiante, ndo s seu retorno
(esperanca), mas também seu risco (variancia) sdo lineares em
funcéo do percentual investido.
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SEM RISCOS

O PORTFOLIO E INVESTIMENTOS SEM RISCO

@ Um investimento livre de risco é tipicamente um investimento
com garantias, como uma poupanga ou papeis de curto prazo de
um pais confiavel.

@ Sua correlacao com os demais investimentos é nula, uma vez
que seu risco (ou seja, a variancia) é zero.

@ Por este motivo, como veremos adiante, ndo s seu retorno
(esperanca), mas também seu risco (variancia) sdo lineares em
funcéo do percentual investido.

@ Por este motivo, no plano risco x retorno, o grafico de um
investimento livre de riscos € uma reta.
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SEM RISCOS

O PORTFOLIO E INVESTIMENTOS SEM RISCO

@ Um investimento livre de risco é tipicamente um investimento
com garantias, como uma poupanga ou papeis de curto prazo de
um pais confiavel.

@ Sua correlacao com os demais investimentos é nula, uma vez
que seu risco (ou seja, a variancia) é zero.

@ Por este motivo, como veremos adiante, ndo s seu retorno
(esperanca), mas também seu risco (variancia) sdo lineares em
funcéo do percentual investido.

@ Por este motivo, no plano risco x retorno, o grafico de um
investimento livre de riscos é uma reta.

@ Esta reta comega quando temos o total do capital aplicado sem
riscos e vai caminhando pelo portfolio até o ponto onde temos
todo o capital aplicado no portfolio com risco. Veja a figura 1.
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Queremos combinar o investimento livre de riscos com o
portfolio com risco.
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Queremos combinar o investimento livre de riscos com o
portfolio com risco.

@ Se R, é o retorno desse investimento e R é o retorno do
portfolio de risco temos

B=(1-0Rs+1R, (6)

onde t é o percentual do capital que desejamos investir no
portfolio de risco.
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Queremos combinar o investimento livre de riscos com o
portfolio com risco.

@ Se R, é o retorno desse investimento e R é o retorno do
portfolio de risco temos

R=(1—-1t)Rs+tR, (6)

onde t é o percentual do capital que desejamos investir no
portfolio de risco.

@ Assim,
pg = (1—tE(Rys)+tE(R) (7)
Ug‘q = l‘2a +2t1 - )O’RURf (1 —t) UHﬂ
= fof (8)
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Logo, oy = 4 /0,2:_f = tog e, das equacgodes (7) e (8), temos

KR — Hrf
Bg = M + <0Fl) Oh (9)

que da uma relagéo afim entre ;5 € op.
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Logo, oy = 4 /0,2:_f = tog e, das equacgodes (7) e (8), temos

KR — Hrf
Bg = M + <<7Fl) Oh (9)

que da uma relagéo afim entre ;5 € op.

@ A melhor escolha para um portfolio combinando investimentos
com e sem riscos esta sobre esta reta, pois assim podemos
obter, para um mesmo risco fixado, retornos maiores que
usando somente o portfolio com risco (estamos acima da
fronteira de eficiéncia nesse caso).
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SEM RISCOS

MAIS UM POUCO DE MATEMATICA

@ Logo, oy = 4 /0,2:_f = tog e, das equacgodes (7) e (8), temos

KR — Hrf
Bg = M + <<7Fl) Oh (9)

que da uma relagéo afim entre ;5 € op.

@ A melhor escolha para um portfolio combinando investimentos
com e sem riscos esta sobre esta reta, pois assim podemos
obter, para um mesmo risco fixado, retornos maiores que
usando somente o portfolio com risco (estamos acima da
fronteira de eficiéncia nesse caso).

@ Se explicitamos as constantes a, b e ¢ em (5) podemos mostrar
que essa reta é exatamente a tangente a curva de Markowitz
que passa pelo ponto (0, i), onde lembramos que p,s € a
média da variavel aleatéria R,s. Ver figura 1.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.

@ Eles devem ser estimados a partir de dados concretos do
mercado.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.

@ Eles devem ser estimados a partir de dados concretos do
mercado.

@ Se temos n opgdes de investimento, Ry, ..., Ry, uma
possibilidade é olhar para o passado recente.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.

@ Eles devem ser estimados a partir de dados concretos do
mercado.

@ Se temos n opgdes de investimento, Ry, ..., Ry, uma
possibilidade é olhar para o passado recente.

@ Observando os valores de retorno de cada R; nos Ultimos m dias

podemos construir vetores Ay, ..., A, € R™ com os m valores
observados de R; no vetor A;.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.

@ Eles devem ser estimados a partir de dados concretos do
mercado.

@ Se temos n opgdes de investimento, Ry, ..., Ry, uma
possibilidade é olhar para o passado recente.

@ Observando os valores de retorno de cada R; nos Ultimos m dias
podemos construir vetores Ay, ..., A, € R™ com os m valores
observados de R; no vetor A;.

@ Com esses vetores formamos uma matriz m x n, A= [A; - - - Ag).
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Numa situagéo préatica ndo conhecemos os verdadeiros valores
de retorno e risco de cada investimento.

@ Eles devem ser estimados a partir de dados concretos do
mercado.

Se temos n opgdes de investimento, Ry, ..., R, uma
possibilidade é olhar para o passado recente.

Observando os valores de retorno de cada R; nos ultimos m dias
podemos construir vetores Ay, ..., A, € R™ com os m valores
observados de R; no vetor A;.

Com esses vetores formamos uma matriz m x n, A= [A; - - - Aq).
Em seguida construimos a matriz C = AT A que contém em cada
posigéo /i, j o nimero (A;, A;), que representa um tipo de angulo
entre os vetores envolvido e portanto o quanto cada um deles é
dependente dos outros.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.

@ Ela é simétrica e positiva definida como toda matriz de
covariancias (e de um produto interno) devem ser.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.

@ Ela é simétrica e positiva definida como toda matriz de
covariancias (e de um produto interno) devem ser.

@ Isto garante que C tem todos os autovalores positivos.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.

@ Ela é simétrica e positiva definida como toda matriz de
covariancias (e de um produto interno) devem ser.

@ Isto garante que C tem todos os autovalores positivos.
e E?
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.

@ Ela é simétrica e positiva definida como toda matriz de
covariancias (e de um produto interno) devem ser.

@ Isto garante que C tem todos os autovalores positivos.

e E?

@ Como C é simétrica, ela tem uma base ortonormal de
autovalores.
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@ Como C é simétrica, ela tem uma base ortonormal de
autovalores.
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NA PRATICA

COMO CONSTRUIR A MATRIZ DE COVARIANCIAS?

@ Essa matriz C pode funcionar como matriz de covariancias para
o portfolio considerado.

@ Ela é simétrica e positiva definida como toda matriz de
covariancias (e de um produto interno) devem ser.

@ Isto garante que C tem todos os autovalores positivos.

e E?

@ Como C é simétrica, ela tem uma base ortonormal de
autovalores.

e E?

@ Os autovetores associados aos maiores autovalores

representam as combinagdes lineares dos investimentos
R;, 1 < n < nde maior risco.
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