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TOPICOS ABORDADOS NESTA AULA

© POLINOMIOS INTERPOLADORES
@ Existéncia e unicidade do polindmio interpolador

© POLINOMIOS DE LAGRANGE
@ Polindbmios de Lagrange de grau n
@ Expresséo para os L(x)

© MATLAB
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INTRODUCAO
¢ INTERPOLANDO PONTOS

NOMENCLATURA

@ Um polinbmio interpolador para um conjunto
(X0, ¥0), (X1, ¥1); - - -, (Xn, ¥n) de n+ 1 pontos no plano é um
polinémio p(x) tal que p(x;) = y;, paracada 0 < i< n.
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INTRODUCAO
¢ INTERPOLANDO PONTOS

NOMENCLATURA

@ Um polindbmio interpolador para um conjunto
(X0, ¥0), (X1, ¥1); - - -, (Xn, ¥n) de n+ 1 pontos no plano é um
polinémio p(x) tal que p(x;) = y;, paracada 0 < i< n.

@ Exemplo: Um polindmio de grau 5 interpolando os pontos
{(-2,-8),(-1,0),(0,-4),(1,-2),(2,24)}.

FIGURA : Um polindmio interpolando os pontos dados
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INTRODUGAO

INTERPOLANDO PONTOS

O TEOREMA PRINCIPAL

@ Um resultado elementar e fundamental para o que se segue é

Um polinémio p(x) € Px(R) esta unicamente determinado se séo
conhecidos os valores de p(x) em k + 1 pontos distintos.
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INTRODUGAO

INTERPOLANDO PONTOS

O TEOREMA PRINCIPAL

@ Um resultado elementar e fundamental para o que se segue é

Um polinémio p(x) € Px(R) esta unicamente determinado se séo
conhecidos os valores de p(x) em k + 1 pontos distintos.

@ Demonstragéo:
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INTRODUGAO

INTERPOLANDO PONTOS

O TEOREMA PRINCIPAL

@ Um resultado elementar e fundamental para o que se segue é

Um polinémio p(x) € Px(R) esta unicamente determinado se séo
conhecidos os valores de p(x) em k + 1 pontos distintos.

@ Demonstragéo:
Q p(x)=ao+ax+...+ axk;
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INTRODUGAO

INTERPOLANDO PONTOS

O TEOREMA PRINCIPAL

@ Um resultado elementar e fundamental para o que se segue é

Um polinémio p(x) € Px(R) esta unicamente determinado se séo
conhecidos os valores de p(x) em k + 1 pontos distintos.

@ Demonstragéo:

Q p(x)=ao+ax+...+ axk;
@ Dados X, . . ., Xk determinamos p(xo), - . ., P(Xk);
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INTRODUGAO

INTERPOLANDO PONTOS

O TEOREMA PRINCIPAL

@ Um resultado elementar e fundamental para o que se segue é

Um polinémio p(x) € Px(R) esta unicamente determinado se séo
conhecidos os valores de p(x) em k + 1 pontos distintos.

@ Demonstragéo:
Q p(x)=ao+ax+...+ axk;
@ Dados X, . . ., Xk determinamos p(xo), - . ., P(Xk);
@ Isto produz um sistema nas k + 1 incdgnitas ao, . .., ax com k + 1
equagdes, da forma Ax = b, onde

ok
0 a (%)
xf xf_ ceoxq 1 A —1 p(x1)
A= | x=] . e b=| . | = SPD.
X;(( )(f(‘-’1 Xi 1 Bl P(xk)
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

UMA NOVA BASE

@ Para cada a € R temos que \; : P,(R) — R dado por
Aa(p(x)) = p(a) é um funcional linear.
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

UMA NOVA BASE

@ Para cada a € R temos que \; : P,(R) — R dado por
Aa(p(x)) = p(a) é um funcional linear.

@ Dados pontos x; € R,0 < i < n, 0 conjunto {\,, :0<i<n}é
base dual de uma certa base de P,(R).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

UMA NOVA BASE

@ Para cada a € R temos que \; : P,(R) — R dado por
Aa(p(x)) = p(a) é um funcional linear.

@ Dados pontos x; € R,0 < i < n, 0 conjunto {\,, :0<i<n}é
base dual de uma certa base de P,(R).

@ Exemplo: Para xo = 0,x; = 1 e xo = 2 essa tal base é formada
por polindbmios Loy, L1 € L, em P»(R) tais que

Li(x) = dj-
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

UMA NOVA BASE

@ Para cada a € R temos que \; : P,(R) — R dado por
Aa(p(x)) = p(a) é um funcional linear.

@ Dados pontos x; € R,0 < i < n, 0 conjunto {\,, :0<i<n}é
base dual de uma certa base de P,(R).

@ Exemplo: Para xo = 0,x; = 1 e xo = 2 essa tal base é formada
por polindbmios Loy, L1 € L, em P»(R) tais que

Li(x) = dj-
@ Tais polinémios existem e sdo Unicos devido ao teorema 1 e sao
dados por
x—1)(x—-2 X(x —1
Lo(x) = ()2# Li(x) = —x(x—2) e La(x)= %
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
@ Como determinar ag, a; e a»?
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
@ Como determinar ag, a; e a»?
@ Lembrando que A (Lj(x)) = &; temos

a = p(xo), a1 = p(x1) e a = p(x2).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
@ Como determinar ag, a; e a»?
@ Lembrando que A (Lj(x)) = &; temos

a = p(xo), a1 = p(x1) e a = p(x2).

@ Exemplo: Determinar o polinémio de grau 2 que interpola os
pontos (0,1),(1,3) e (2, -2).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
@ Como determinar ag, a; e a»?
@ Lembrando que A (Lj(x)) = &; temos

a = p(xo), a1 = p(x1) e a = p(x2).
@ Exemplo: Determinar o polinémio de grau 2 que interpola os
pontos (0,1),(1,3) e (2, -2).
@ Aquitemos p(0) = 1,p(1) =3 e p(2) = —2 e portanto
11

p(x) = p(0)Lo(x) + p(1)L1(x) + p(2)La(x) = —gxz Xt 1.
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

QUAL A VANTAGEM?

@ Se p(x) € P>(R) entdo p(x) = agLo(x) + a1L1(x) + asL(x).
@ Como determinar ag, a; e a»?
@ Lembrando que A (Lj(x)) = &; temos

a = p(xo), a1 = p(x1) e a = p(x2).

@ Exemplo: Determinar o polinémio de grau 2 que interpola os
pontos (0,1),(1,3) e (2, -2).
@ Aquitemos p(0) = 1,p(1) =3 e p(2) = —2 e portanto

p(x) = p(0)Lo(x) + p(1)L1(x) + p(2)La(x) = —gxz + gx +1.

@ Aplicacdo: método de Simpson (integragao numérica).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.

Os polinémios acima sdo uma base de P,(R).
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.

Os polinémios acima sdo uma base de P,(R).

@ Demonstragao:
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.

Os polinémios acima sdo uma base de P,(R).

@ Demonstragao:
@ Como dim P,(R) = n+ 1 basta ver que Lo(x),. .., La(x) é
linearmente independente.
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.

Os polinémios acima sdo uma base de P,(R).

@ Demonstragao:
@ Como dim P,(R) = n+ 1 basta ver que Lo(x),. .., La(x) é
linearmente independente.
@ Considerando apLo(X) + ...+ anla(x) = 0 e fazendo x = xo, ..., Xn
temosay =a1 =...=an=0.
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

ASPECTOS TEORICOS

@ Dados n+ 1 nimeros reais, digamos xo, . . . , X, podemos
construir n+ 1 polinémios de grau n, Lo(x), ..., Ly(x) tais que

Li(xj) = 05,0 < i,j<n.

Os polinémios acima sdo uma base de P,(R).

@ Demonstragao:
@ Como dim P,(R) = n+ 1 basta ver que Lo(x),. .., La(x) é
linearmente independente.

@ Considerando apLo(X) + ...+ anla(x) = 0 e fazendo x = xo, ..., Xn
temosay =a1 =...=an=0.
@ Os polindbmios acima sdo chamados polinémios de Lagrange de
grau n relativos aos pontos Xxg, . . ., Xs-
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

COMO SAO 0OS POLINOMIOS DE LAGRANGE?

@ Vejamos como é Ly:
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

COMO SAO 0OS POLINOMIOS DE LAGRANGE?

@ Vejamos como é Ly:
Lo(x) tem xq, ..., X, cOmo raizes e vale 1 em xp, portanto
(X =x)(X—x2)...(x — xpn)
(X0 — X1)(Xo — X2) ... (Xo — Xn)

Lo(x) =
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

COMO SAO 0OS POLINOMIOS DE LAGRANGE?

@ Vejamos como é Ly:
Lo(x) tem xq, ..., X, cOmo raizes e vale 1 em xp, portanto

(X =x)(X—x2)...(x — xpn)

Lo(x) = (X0 — X1)(Xo — X2) ... (Xo — Xn)

@ Os outros podem ser obtidos de maneira anéloga:

n—1

L) = ] ;:Z,1§i§n.

J=0,i#]
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O CASO GERAL
CALCULOS RAPIDOS EXPRESSAO GERAL

COMO SAO 0OS POLINOMIOS DE LAGRANGE?

@ Vejamos como é Ly:
Lo(x) tem xq, ..., X, cOmo raizes e vale 1 em xp, portanto

(X =x)(X—x2)...(x — xpn)

Lo(x) = (X0 — X1)(Xo — X2) ... (Xo — Xn)

@ Os outros podem ser obtidos de maneira anéloga:

n—1

L) = ] ;:Z,1§i§n.

J=0,i#]

@ Se p(x) € Py(R) entdo podemos escrever

PIx) = 3~ PX)L(X).
i=0
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.

@ Se A é a matriz de coeficientes e b é a de termos independentes
desse sistema, sua solugao € a ultima coluna na saida do
comando rref ([A b]).
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.

@ Se A é a matriz de coeficientes e b é a de termos independentes
desse sistema, sua solugao € a ultima coluna na saida do
comando rref ([A b]).

@ Podemos definir o vetor de coeficientes do polinémio
interpolador com o comando

p=rref ([A b]) (:,size(A) (2)+1)".

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS INTERPOLACAO POLINOMIAL POLINOMIOS DE LAGRANGE



NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.

@ Se A é a matriz de coeficientes e b é a de termos independentes
desse sistema, sua solugao € a ultima coluna na saida do
comando rref ([A b]).

@ Podemos definir o vetor de coeficientes do polinémio
interpolador com o comando

p=rref ([A b]) (:,size(A) (2)+1)".

@ Podemos esbocar o grafico do polindmio interpolador com os
comandos:
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.

@ Se A é a matriz de coeficientes e b é a de termos independentes
desse sistema, sua solugao € a ultima coluna na saida do
comando rref ([A b]).

@ Podemos definir o vetor de coeficientes do polinémio
interpolador com o comando
p=rref ([A b]) (:,size(A) (2)+1)".
@ Podemos esbocar o grafico do polindmio interpolador com os
comandos:
Q xx=[c:0.01:d];
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS INTERPOLADORES

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Sabemos construir o
sistema linear que determina os coeficientes do polindmio
interpolador de grau n desses pontos.

@ Se A é a matriz de coeficientes e b € a de termos independentes
desse sistema, sua solugao € a ultima coluna na saida do
comando rref ([A b]).

@ Podemos definir o vetor de coeficientes do polinémio
interpolador com o comando

p=rref ([A b]) (:,size(A) (2)+1)".

@ Podemos esbocar o grafico do polindmio interpolador com os

comandos:
Q xx=[c:0.01:d];
e plot (xx,polyval (p, xx))
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos X, .. ., X, 0s polinémios de Lagrange
satisfazem L;(x;) = ;.
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos X, .. ., X, 0s polinémios de Lagrange
satisfazem L;(x;) = ;.

@ Procedendo como no caso anterior podemos construir um
sistema linear para cada polindbmio de Lagrange ou
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos X, .. ., X, 0s polinémios de Lagrange
satisfazem L;(x;) = ;.
@ Procedendo como no caso anterior podemos construir um
sistema linear para cada polindbmio de Lagrange ou
@ Construir um “sistema” para todos eles de uma vez com o
comando
rref ([A eye(size (A) (1))]).
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NO COMPUTADOR

POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos X, .. ., X, 0s polinémios de Lagrange
satisfazem L;(x;) = ;.

@ Procedendo como no caso anterior podemos construir um
sistema linear para cada polindbmio de Lagrange ou

@ Construir um “sistema” para todos eles de uma vez com o
comando

rref ([A eye(size(A) (1))1).

@ Para extrair os polinémios de Lagrange dessa matriz fazemos
for j=l:size(A) (2)
L(:,j)=rref([A
eye(size(A) (2))1) (:, j+size (A) (2));
endfor
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo

o x=[Xo...Xn];
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];
Q v=1y0...ynl;
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];

Q v=1¥-..ynl;
@ p=zeros(1,size(x) (2));
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];
Q v=(yo...ynl;
e p=zeros (l,size(x) (2));
Q for i=l:size(x) (2)
p=p+y (i) *L(:,1)";
endfor
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];
Q v=(yo...ynl;
e p=zeros (l,size(x) (2));
Q for i=l:size(x) (2)
p=p+y (i) *L(:,1)";
endfor

@ Para esbocar o grafico desse polinémio podemos fazer
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];
Q v=0y0...ynl;
@ p=zeros(1,size(x) (2));
Q for i=l:size(x) (2)
p=p+y (i) *L(:,1)";
endfor
@ Para esbocar o grafico desse polinémio podemos fazer

Q =xx=[x:0.01:x,];
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NO COMPUTADOR

INTERPOLANDO VIA POLINOMIOS DE LAGRANGE

@ Dados os pontos (Xg, o), - - - , (Xn, ¥n) Obtemos o polinémio
interpolador, através dos polindmios de Lagrange, fazendo
o x=[Xo...Xn];
Q v=(yo...ynl;
e p=zeros (l,size(x) (2));
Q for i=l:size(x) (2)
p=p+y (i) *L(:,1)";
endfor
@ Para esbocar o grafico desse polinémio podemos fazer
Q =xx=[x:0.01:x,];
© plot (xx,polyval (p, xx))
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