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INTRODUGAO

O QUE E MODELO ECONOMICO?

@ Usar equagbes matematicas (tipicamente de varias areas ao
mesmo tempo) para entender a economia de uma certa regiao.
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INTRODUGAO

O QUE E MODELO ECONOMICO?

@ Usar equagbes matematicas (tipicamente de varias areas ao
mesmo tempo) para entender a economia de uma certa regiao.

@ A partir das informagbes fornecidas pelo modelo decisbes sao
tomadas e elas influenciam toda a dindmica do mercado.

@ Vantagens: decisfes sistematicas e embasadas.

@ Riscos: modelos ineficientes podem levar a decisoes
inadequadas e gerar situacdes de dificil controle.

@ Desvantagens: modelos mateméaticos sdo incapazes de prever
eventos que dependam de decisdes subjetivas como decretos
de morat6ria, por exemplo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM POUCO DE HISTORIA...

@ Wassily Leontieff desenvolveu seu modelo em torno de 1949.

PROF. ALEXANDRE LYMBEROPOULOS MODELOS ECONOMICOS LINEARES ENTRADA E SAIDA DE LEONTIEFF



O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM POUCO DE HISTORIA...

@ Wassily Leontieff desenvolveu seu modelo em torno de 1949.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM POUCO DE HISTORIA...

@ Wassily Leontieff desenvolveu seu modelo em torno de 1949.
@ Recebeu um prémio Nobel por este trabalho em 1973.

@ Em [2] ele aplicou este modelo para 170 setores da economia
mundial.

@ O modelo tornou-se uma ferramenta padréo para investigar a
estrutura econémica de cidades, estados e paises.

@ Em 1982 a secretaria de agricultura do estado americano de
Dakota do Norte desenvolveu um modelo desse tipo usando 17
setores de sua economia.

@ Tal modelo foi adaptado para outros estados, como Minnesota,
Montana e Wyoming em 1983.

@ No caso de Minnesota a economia foi dividida em 20 setores, o
que produziu uma matriz quadrada de ordem 20, vide [1].
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM EXEMPLO SIMPLES

@ Uma sociedade é constituida de trés individuos: um fazendeiro
que produz toda a comida, um carpinteiro que constréi todas as
casas e um alfaiate que confecciona todas as roupas.
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@ Suponhamos que as unidades de producao sao tais que cada
individuo produz uma unidade de seu produto por ano e que a
porgéo de cada produto consumida pelos individuos é dada na
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Bens produzidos por

Bens consumidos por | Fazendeiro | Carpinteiro | Alfaiate
; 7 1 3
° Fazepde!ro ik 2 i
Carplptelro i d 15
Alfaiate z 3 5
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UM EXEMPLO SIMPLES

@ Uma sociedade é constituida de trés individuos: um fazendeiro
que produz toda a comida, um carpinteiro que constréi todas as
casas e um alfaiate que confecciona todas as roupas.

@ Suponhamos que as unidades de producao sao tais que cada
individuo produz uma unidade de seu produto por ano e que a
porgéo de cada produto consumida pelos individuos é dada na
tabela abaixo

Bens produzidos por
Bens consumidos por | Fazendeiro | Carpinteiro | Alfaiate
; 7 1 3
° Fazepde!ro ik 2 i
Carplptelro i d 15
Alfaiate z 3 5

@ Quais devem ser 0s precos pi, pe € p3 da unidade de comida, de
casa e de roupa para que haja equilibrio (ninguém ganha nem
perde dinheiro)?
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

AS CONTAS!

@ Os gastos do fazendeiro sdo 5p1 + P2 + +Ps enquanto sua
receita € p; (pois ele produz somente uma unidade de comida
por ano).
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AS CONTAS!

@ Os gastos do fazendeiro sdo 5p1 + P2 + +Ps enquanto sua
receita € p; (pois ele produz somente uma unidade de comida
por ano).

@ Deste modo uma equagéo para o sistema é

7 1 3 )
ﬁm +§/Og+ﬁp3—p1.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

AS CONTAS!

@ Os gastos do fazendeiro sdo 5p1 + P2 + +Ps enquanto sua
receita € p; (pois ele produz somente uma unidade de comida
por ano).

@ Deste modo uma equagéo para o sistema é

7 1 3 )
ﬁm +§/Og+ﬁp3—p1.

@ Analogamente para o carpinteiro e para o alfaiate temos

3 +1 +3 — (2)
16P1 6P2 16P3 = p2

11 A
aP1t gl 5P = P (3)
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM POUCO MALIS...

@ As equagoes (1), (2) e (3) juntas formam um sistema linear que
pode ser escrito matricialmente por

Ap =p, (4)

onde
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UM POUCO MALIS...

@ As equagoes (1), (2) e (3) juntas formam um sistema linear que
pode ser escrito matricialmente por

Ap = p, (4)
onde
° 7 1 3
B3 o
Als 5 | © PR
i 3 2 Ps

@ O sistema (4) garante simplesmente que estamos procurando

um autovetor de coordenadas ndo negativas para o autovalor 1
da matriz A.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

UM POUCO MAI

@ As equagoes (1), (2) e (3) juntas formam um sistema linear que
pode ser escrito matricialmente por

Ap =p, (4)
onde
° 7 1 3
7 o
ASls 5 B e PR
i 3 2 Ps

@ O sistema (4) garante simplesmente que estamos procurando
um autovetor de coordenadas ndo negativas para o autovalor 1
da matriz A.

@ Tal autovetor sempre existe devido ao teorema de Perron
(provado em 1907).
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ Existem nfabricantes, F4,..., F, produzindo cada um deles um
dos n produtos Py, ..., P, a uma taxa de uma unidade por
periodo de tempo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ Existem nfabricantes, F4,..., F, produzindo cada um deles um
dos n produtos Py, ..., P, a uma taxa de uma unidade por
periodo de tempo.

@ Para fabricar o produto P;, o fabricante precisa de certa
quantidade de cada um dos produtos P; fabricados por F;.

@ Se a; € essa quantidade entdo 0 < g; < 1.

@ Suponhamos um modelo fechado, ou seja, ndo entra nem sai
nenhum produto do nosso sistema.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ Existem nfabricantes, F4,..., F, produzindo cada um deles um
dos n produtos Py, ..., P, a uma taxa de uma unidade por
periodo de tempo.

@ Para fabricar o produto P;, o fabricante precisa de certa
quantidade de cada um dos produtos P; fabricados por F;.

@ Se a; € essa quantidade entdo 0 < g; < 1.

@ Suponhamos um modelo fechado, ou seja, ndo entra nem sai
nenhum produto do nosso sistema.

@ Ou seja, o consumo total de cada produto é igual a sua
producao total

a1,-+...+a,,,-: 1.
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DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ Existem nfabricantes, F4,..., F, produzindo cada um deles um
dos n produtos Py, ..., P, a uma taxa de uma unidade por
periodo de tempo.

@ Para fabricar o produto P;, o fabricante precisa de certa
quantidade de cada um dos produtos P; fabricados por F;.

@ Se a; € essa quantidade entdo 0 < g; < 1.

@ Suponhamos um modelo fechado, ou seja, ndo entra nem sai
nenhum produto do nosso sistema.

@ Ou seja, o consumo total de cada produto é igual a sua
producao total

ajj+...+an= 1.

@ Se o produto P; custa p; entdo, como o lucro de F; é igual a sua

despesa temos

aipPy + ...+ anPn =P, 1 <i<n.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ A matriz A = (a;) € chamada matriz de troca e nosso modelo €
dado pela equagéo
Ap = p,
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
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SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ A matriz A = (a;) € chamada matriz de troca e nosso modelo €
dado pela equagéo
Ap = p,
@ onde procuramos um vetor p ndo nulo de coordenadas nao
negativas.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ A matriz A = (a;) € chamada matriz de troca e nosso modelo €
dado pela equagéo
Ap = p,
@ onde procuramos um vetor p ndo nulo de coordenadas nao
negativas.

@ Exemplo de modelo fechado:
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ A matriz A = (a;) € chamada matriz de troca e nosso modelo €
dado pela equagéo

Ap = p,
@ onde procuramos um vetor p ndo nulo de coordenadas nao
negativas.
@ Exemplo de modelo fechado:
@ O mundo!
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

SITUACAO GERAL - MODELO DE TROCA

@ A matriz A = (a;) € chamada matriz de troca e nosso modelo €
dado pela equagéo

Ap = p,
@ onde procuramos um vetor p ndo nulo de coordenadas nao
negativas.
@ Exemplo de modelo fechado:
@ O mundo!

@ Precisamos supor que a renda de cada pais provém
exclusivamente da venda dos bens que ele produz (tanto
internamente quando externamente) e que cada pais compra
uma quantidade fixa dos bens dos outros paises (pelo menos no
periodo em que vamos aplicar o modelo).
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Suponhamos que nosso sistema produz n bens By, ..., B,
produzidos por n ramos de atividade Ay, ..., A, “com
exclusividade”.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Suponhamos que nosso sistema produz n bens By, ..., B,
produzidos por n ramos de atividade Ay, ..., A, “com
exclusividade”.

@ A equagéo basica para o modelo aberto é
Pr =P+ D, (%)

onde Pr é a producdo total, P, é producéo internae D é a
demanda externa.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Suponhamos que nosso sistema produz n bens By, ..., B,
produzidos por n ramos de atividade Ay, ..., A, “com
exclusividade”.

@ A equagéo basica para o modelo aberto é
Pr =P+ D, (%)

onde Pr é a producdo total, P, é producéo internae D é a
demanda externa.
@ Observe que o modelo fechado é um caso particular deste,

quando D = 0 e as colunas da matriz que modelara o problema
tém soma 1 (sdo matrizes de troca).
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

@ Ovetorx =[xy ... x,,]t é chamado vetor de produgéo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

@ Ovetorx =[xy ... x,,]t é chamado vetor de produgéo.

@ Cada linha do produto Cx é da forma cj1x1 + ... + CinXp, €
representa a quantidade consumida total do bem B;.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

@ Ovetorx =[xy ... x,,]t é chamado vetor de produgéo.

@ Cada linha do produto Cx é da forma cj1x1 + ... + CinXp, €
representa a quantidade consumida total do bem B;.

@ A expressao x; — (CiiX1 + ... + CinXn) € @ produgdo liquida.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

@ Ovetorx =[xy ... x,,]t € chamado vetor de produgao.

@ Cada linha do produto Cx é da forma cj1x1 + ... + CinXp, €
representa a quantidade consumida total do bem B;.

@ A expressao x; — (CiiX1 + ... + CinXn) € @ produgdo liquida.
@ Esta expresséao é a i-ésima linhade x — Cx = (I, — C)x.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

Ovetor x =[x ... xn]t € chamado vetor de produgéo.

Cada linha do produto Cx é da forma cj1 Xy + ...+ CinXn, €
representa a quantidade consumida total do bem B;.

A expressao x; — (Ci1 X1 + ...+ CinXn) é a produgéo liquida.
Esta expresséo é a i-ésima linha de x — Cx = (I, — C)x.
Denotaremos por d; € a demanda externa do bem B;.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

DESCRICAO DO MODELO ABERTO

@ Denotemos por cjj 0 valor gasto com B; para produzir um délar
do bem B,.

@ A matriz C = (c¢j;) € chamada matriz de consumo.

@ Denotemos por x; > 0 o valor em délares do bem B; produzido
num dado intervalo de tempo fixo.

@ Ovetorx =[xy ... x,,]t € chamado vetor de produgao.

@ Cada linha do produto Cx é da forma cj1x1 + ... + CinXp, €
representa a quantidade consumida total do bem B;.

@ A expressao x; — (CiiX1 + ... + CinXn) € @ produgdo liquida.
@ Esta expresséao é a i-ésima linhade x — Cx = (I, — C)x.

@ Denotaremos por d; é a demanda externa do bem B,.
°

Ovetord = [d; ... dn]t é chamado vetor de demanda.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?

@ Ou seja, queremos um vetor x tal que (I, — C)x = d.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?

@ Ou seja, queremos um vetor x tal que (I, — C)x = d.

@ Para que isto seja possivel a matriz I, — C deve ser invertivel, ou
seja, o nimero 0 ndo é um autovalor dela.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?

@ Ou seja, queremos um vetor x tal que (I, — C)x = d.

@ Para que isto seja possivel a matriz I, — C deve ser invertivel, ou
seja, o nimero 0 ndo é um autovalor dela.

@ S0 isso?
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?

@ Ou seja, queremos um vetor x tal que (I, — C)x = d.

@ Para que isto seja possivel a matriz I, — C deve ser invertivel, ou
seja, o nimero 0 ndo é um autovalor dela.

@ Soisso?

@ Nao! As entradas de (/, — C)~' devem ser ndo negativas para
garantir que x = (I, — C)~'d tenha todas as coordenadas nio
negativas.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

O PROBLEMA

@ Dado um vetor de demandas d, podemos encontrar um vetor de
producao x tal que a demanda externa seja satisfeita sem
excedentes?

@ Ou seja, queremos um vetor x tal que (I, — C)x = d.

@ Para que isto seja possivel a matriz I, — C deve ser invertivel, ou
seja, o numero 0 ndo é um autovalor dela.

@ Soisso?

@ Nao! As entradas de (/, — C)~' devem ser ndo negativas para
garantir que x = (I, — C)~'d tenha todas as coordenadas nio
negativas.

@ Se C étal que (I, — C)~' existe e tem entradas n&o negativas
dizemos que C é produtiva ou que o sistema que ela representa
€ produtivo.
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

EXEMPLOS

@ Decida se as matrizes de consumo abaixo sao de sistemas
produtivos:
J.ce=|

c-|

BN
ENTSY VRN
[
(0]
$
|
[ —]

[STNENEN
[
Bl

= wi—
[E—
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF

DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

EXEMPLOS

@ Decida se as matrizes de consumo abaixo sao de sistemas
produtivos:

@ Qual o Unico vetor de demandas d parao qual x = (b — C)~'d é
nao negativo? O que isso significa?

L= (1] o o

c-|

[STNENEN
[

Bl

wi= 1=

IN
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O MODELO FECHADO DE LEONTIEFF
DEFINICAO O MODELO ABERTO DE LEONTIEFF

EXEMPLOS

@ Decida se as matrizes de consumo abaixo sao de sistemas

produtivos:
J.ee=[ii] e o=[i}]

@ Qual o unico vetor de demandas d para o qual x = (L — C)~'d é
nao negativo? O que isso significa?
@ Considere um sistema que atua em 5 ramos: automobilistico,

aco, eletrbnicos, carvao e quimica com a matriz de consumos
dada por

c-|

[STNENEN
[
ENTSY VRN
Bl

wi= 1=

o8
C =010
0.10
0.05

demandas d = [2100502]".
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