SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIENTES
CONSTANTES

DANIEL V. TAUSK

1. O PROBLEMA

Queremos resolver um sistema de equagoes diferenciais ordinarias linea-
res homogéneas com coeficientes constantes, isto é, dada uma matriz real
quadrada A = (aij)nxn, queremos encontrar fungoes derivaveis:

z1:R—=R, z9:R—R, ..., z,:R—R,
tais que:
21 (t) = anz1(t) + arpwa(t) + -+ - + arnzn(t),
z5(t) = aziz1(t) + azxa(t) + - - + azpzy(t),

(1)

/

x, (t) = an1z1(t) + apnoxa(t) + -+ - + apnen(t),

para todo ¢t € R. Chamamos A a matriz de coeficientes do sistema (1). Se
definimos z : R — R"™ por:

z1(t)
) = |0

zalt)
e a derivada de x por:

(1)

() = xz.(t) 7

a0
entdo o sistema (1) pode ser escrito de forma mais compacta:
(3) Z'(t) = Ax(t).

Nos trataremos apenas do caso em que a matriz de coeficientes A é dia-
gonalizdvel (o caso geral utiliza a chamada forma canénica de Jordan e esté
fora do escopo desse curso). Nos consideraremos primeiro (Segao 2) o caso
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em que os autovalores de A (i.e., as raizes do polindémio caracteristico de A)
sao todos reais e trataremos depois (Segao 3) o caso geral.

Exercicio 1.1. Denote por §(RR,R"™) o espaco vetorial de todas as fungoes
z : R — R", munido das operagoes usuais (i.e., (z + y)(t) = z(t) + y(t)
e (cx)(t) = cx(t), para todos z,y € F(R,R"), ¢ € R, t € R). Mostre
que o conjunto das solugoes x : R — R™ do sistema (3) é um subespago
de F(R,R™). Observe que o resultado continua verdadeiro se a matriz de
coeficientes A depende de ¢, i.e., mostre que se A : R — M,(R) é uma
funcao entao o conjunto das solugoes x : R — R"™ do sistema:

(4) 2'(t) = At)z(t), teR,
é um subespago de F(R,R").

O conjunto das solugoes x : R — R™ do sistema (3) (ou do sistema (4)) é
chamado o espac¢o solucao do sistema.

2. AUTOVALORES REAIS

Suponha que a matriz de coeficientes A do sistema (3) seja diagonalizdvel
sobre R, i.e., que o operador linear 7' : R — R"™ que é representado pela
matriz A na base canénica de R" seja diagonalizavel. Isso significa que
existe uma base:

B = (u1,...,uy),
de R™ formada por autovetores de T'; seja A\ € R o autovalor de T' corres-
pondente ao autovetor ug, i.e.:

T(uk) :Auk :)\kuk, k= 1,...,n.
Escreva:

[z(t)]g = (Z1(), ..., En(t)),

de modo que:
:L’(t) = irl(t)ul +---+ :En(t)un.

Temos:

(5) () = & (s + - + Fp(Oun

e:

(6) Ax(t) = Mz (t)ur + - + @ () un;
segue de (5) e (6) que = é solugao de (3) se e somente se:

Ty(t) = MTa(t), .., Tn(t) = AaZa(t).
Sabemos que a solugao geral da equacao &) (t) = A\pZx(t) é:
jk(t) = Cke)‘kt, teR,

onde ¢ é uma constante real arbitraria. Temos entao que a solugao geral
do sistema (3) é:
_ A1t Ant
xz(t) = cre™ug + -+ - 4 cpe™ "y,
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sendo c1,...,c, € R constantes reais arbitrarias. Concluimos entdo que o
espaco solugao do sistema (3) é o subespago gerado pelas fungoes:
(7) My, L, ey

1. Observagao. As fungoes (7) sao linearmente independentes e em particular
constituem uma base do espaco solucio de (3) (que tem portanto dimensio’
n). De fato, se c1,...,c, € R s@o tais que:

clekltul +---+ cne’\”tun =0,

para todo t € R entao, fazendo ¢ = 0, obtemos:
caui + -+ cpu, = 0.

Como os autovetores uq, ..., u, sao linearmente independentes, segue que
cg=--=c¢cp=0.
2. Exemplo. Vamos resolver o sistema:

2 (t) = z1(t) + 222(t) + 223(t),
(8) z5(t) = 2xa(t) + z3(1),

x5 (t) = xo(t) + 2x3(t).

A matriz de coeficientes do sistema é:
1 2 2
A=10 2 1
01 2
O polinémio caracteristico de A é:
1—AX 2 2
0 2-X 1 |=0-XNXN=4+3)=10-X1-N(3B-2N),
0 1 2—A

e seus autovalores sio 1 e 3. Se 7' : R? — R? é o operador que é representado
por A na base canonica de R?® entdo um calculo simples mostra que os
autoespagos de T sao:

Ker(T - I) = [(17 0, 0)7 (07 L, _1)]7 Ker(T - 31) = [(27 1, 1)]
Assim, os vetores:
Uy = (170> O)a Uz = (07 1, _1)> uz = (27 1, 1)7

constituem uma base de autovetores de T correspondendo respectivamente
aos autovalores A} = A2 = 1 e A3 = 3. A solugdo geral do sistema (8) é:

z(t) = c1et(1,0,0) + c2e8(0,1, —1) + 3¢3(2,1,1),

g possivel demonstrar, usando um teorema de existéncia e unicidade para solugoes
de equagoes diferenciais, que mesmo o espago solugdo do sistema mais geral (4) possui
dimensao n, desde que sejam feitas algumas hipdteses ndo muito restritivas sobre a fungao
A: R — M,(R) (por exemplo, o resultado vale se as entradas da matriz A(t) forem
fungoes continuas de t).
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ou seja:
z1(t) = cre! + 2c5e3t, zo(t) = coe’ + ez, r3(t) = —coel + ez,
com c1, c2, c3 € R. Temos também que as fungoes:
e!(1,0,0), €'0,1,-1), €%(2,1,1),

constituem uma base do espaco solugao do sistema (8).

3. AUTOVALORES COMPLEXOS

Suponha que a matriz de coeficientes A do sistema (3) seja diagonalizdvel
sobre C, i.e., que o operador linear T : C" — C" que é representado pela
matriz A na base canonica de C" seja diagonalizavel. Isso significa que existe
uma base:

B = (u1,...,up),
de C™ formada por autovetores de T’; seja A\ € C o autovalor de T' corres-
pondente ao autovetor uyg, i.e.:
T(uk) :Auk :)\kuk, k= 1,...,n.

Consideraremos primeiramente o problema de encontrar as solugdes com-
plexas do sistema (3), i.e., as fungdes x : R — C™ que satisfazem (3); nesse
caso, = escreve-se na forma (2), sendo:

z1:R—-C, ..., z,:R—C
funcoes derivaveis?. Como na Secdo 2, escrevemos:

[z(t)]g = (Z1(t), ..., En(t)) € C,
de modo que:

z(t) = T1(t)ur + - - + Tn(t)up.
Dai, como no caso real, z : R — C" é solucao de (3) se e somente se:
B = ML), n Flt) = M),
Ocorre que as solucoes complexas Iy, : R — C da equagao Z},(t) = \pZy (1)
sao as fungoes da forma (veja Apéndice B para detalhes):
fk(t) = Cke)‘kt, teR,

com ¢, uma constante complexa arbitraria. Temos entdo que a solugao
complexa geral do sistema (3) é:

x(t) = creMtuy + -+ epetuy,

sendo ¢y, . .., ¢, € C constantes complexas arbitrarias. O espaco das solugoes
complexas do sistema (3) é um subespago vetorial complexo do espaco ve-
torial complexo §(R,C") de todas as fungoes x : R — C". O espago das
solugbes complexas de (3) é o subespago complexo gerado pelas fungoes:

9) My, L, ey,

2Veja o Apéndice A para detalhes a respeito de derivadas de fungdes complexas de
varidvel real.
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Como no caso real, mostra-se (usando o mesmo argumento) que as fungoes
(9) s@o linearmente independentes e conclui-se que o espago das solugoes
complexas de (3) é um espago vetorial complexo de dimensao n (veja Ob-
servacao 1).

Nas consideragoes feitas até agora, ndés nao usamos o fato que a matriz
de coeficientes A do sistema de equagoes diferenciais é real. Assumindo que
A seja real, nés gostariamos de determinar o espaco das solugoes reais do
sistema (3). O resultado a seguir serd util para esse propdsito.

Dado um vetor v = (vy,...,v,) € C", denotamos por v o conjugado de v
definido por v = (U1,...,0y).

3. Proposicao. Seja T : C" — C" um operador linear que € representado
na base canonica de C™ por uma matriz real A e seja A € C um autovalor
de T. Entao:

(a) o conjugado \ também é um autovalor de T}

(b) os autovalores X e X de T possuem a mesma multiplicidade algébrica;

(c) os autovalores A e X\ de T possuem a mesma multiplicidade ge-
ométrica;

(d) dado v € C™, vale que:

v € Ker(T — M) <= v € Ker(T — ),

i.e., v € um autovetor de T associado ao autovalor A\ se e somente
se v € um autovetor de T' associado ao autovalor \;
(e) se (uy,...,ux) € uma base de Ker(T — AI) entdo (uy,...,u) € uma

base de Ker(T — ).

Demonstragao. Se p(t) = det(A — tI) denota o polinémio caracteristico de
T entao podemos escrever:

p(t) = (t = N)"q(0),

onde ¢ é um polindémio tal que g(A) # 0 e r é a multiplicidade algébrica de
. Tomando conjugacio complexa dos dois lados, obtemos®:

p(t) = (t = N)"q(t).
Como a matriz A é real, o polindmio p também é real e portanto p é igual
a p; dal:

p(t) = (t = X)"q(t).
Como g(\) = ﬁ)jﬁ 0, concluimos que X é raiz do polinémio p com mul-
tiplicidade r, i.e., A é autovalor de T" com multiplicidade algébrica r. Isso
demonstra os itens (a) e (b).

30 complexo conjugado p de um polinémio complexo p é definido tomando conjugagao
complexa de cada coeficiente. E facil mostrar que se p, ¢ sdo polinomios complexos entao
pq = pq.
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O item (c) serd uma conseqiiéncia imediata do item (e); passemos entao
& demonstracio do item (d). Dado um vetor v € C", temos™:

v € Ker(T — M) <= T(v) = \v <= Av = \v <= A0 = \v
= Av = \v <= T(v) = Mo <= v € Ker(T — ).

Passemos a demonstragao do item (e). Seja (u1,. .., u;) uma base do autoes-
pagco Ker(7T'—\I) e vamos mostrar que (1, . . ., Uix) ¢ uma base de Ker(7T'—AI).
Note que, pelo item (d), os vetores 41, ..., uj estao em Ker(7T'—\I), de modo
que: B

(a1, ... 0] C Ker(T — AI).
Agora, dado v € Ker(T — ) entdo o estd em Ker(T — \l) e portanto existem
escalares cq, ..., ¢, € C tais que:

U =ciuy + -+ cpug.
Dai:
v =iy + o o Otk € [T, T,

provando que: -

Ker(T' — M) C [ay,. .., ug).
Resta mostrar que (4q,...,u;) é linearmente independente. Se c¢i, ..., ¢
sao escalares complexos tais que:

cuy + -+ cpup =0

entao:
ciul + - - + cpug = 0.
Como (uy,...,u) é linearmente independente, segue que:
61:"'2616:07
donde ¢; = -+ = ¢ = 0. Isso completa a demonstracao de que (y, ... , Ug)
é base de Ker(T — AI). O

4. Exemplo. Vamos achar as solugoes complexas do sistema:
@ (t) = 21(t),

(10) zh(t) = z1(t) + 2wa(t) — z3(¢),
x5(t) = x1(t) + 2x2(t) + 4dx3(t).

A matriz de coeficientes do sistema é:

2 0 0
A=11 2 -1
1 2 4

O polinémio caracteristico de A é:
det(A—=A) = (2= NN =6A+10)=2-N)B+i—-NB—i-2N)
40 conjugado A de uma matriz A é definido tomando o complexo conjugado de cada

entrada da matriz A. E  fécil mostrar que se A, B sdo matrizes para as quais o produto
AB estd definido entdo AB = AB.
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e seus autovalores sdo 2, 3+i e 3 —i. Se T : C2 — C? denota o operador
linear que é representado por A na base candnica de C? entdo um calculo
simples mostra que:

Ker(T —2I) = [(2,-3,2)],
(11) Ker (T — (3 +i)I) = [(0,i — 1,2)].
De (11) e do item (e) da Proposigao 3 segue que:
Ker (T — (3 —i)I) = [(0,—i — 1,2)],

ja que (0, —i—1,2) é o conjugado de (0,i—1,2). Temos entao que as solugoes
complexas de (10) sao:

z(t) = c124(2,=3,2) + c2eCT0,i — 1,2) + 33740, —i — 1,2),
com c1, co,c3 € C. Em outras palavras, as funcoes:
(12) e?(2,-3,2), B0,i—1,2), eBCVY0,—i—1,2),

constituem uma base do espago vetorial complexo das solugoes complexas
de (10).

Note que a base (12) que obtivemos para o espago das solugoes comple-
xas do sistema (10) tem a seguinte propriedade: uma das trés fungdes que
constitui essa base é real e as outras duas sao mutuamente conjugadas. Em
geral, se a matriz de coeficientes A do sistema (3) é real, nés sempre pode-
mos encontrar uma base para o espago de solugdes complexas do sistema (3)
que seja formada por funcoes reais ou por fungoes complexas que aparecem
juntamente com suas conjugadas. De fato, se A é um autovalor real de A
entao, resolvendo da forma usual o sistema linear homogéneo com matriz de
coeficientes A — Al para encontrar uma base do autoespago associado a A,
nods sempre encontraremos vetores reais u € R'; as solugoes correspondentes
eMu do sistema (3) serdio também reais. Por outro lado, se A é um autovalor
complexo nao real de A entdo o conjugado A também é um autovalor de
A e, em virtude do item (e) da Proposigao 3, nés podemos sempre utilizar
como base do autoespaco associado a A os vetores @ que sdo conjugados aos
vetores u que nds usamos como base do autoespago associado a X\. Note que

as solucoes eMu e eMa do sistema (3) sdo mutuamente conjugadas.

Nosso objetivo agora é obter uma base para o espaco das solugoes comple-
xas de (3) que seja formada somente por fungoes reais: nesse caso, o espago
das solugoes reais de (3) serd simplesmente o espaco das combinagdes linea-
res com coeficientes reais das fungbes da base obtida. A proposigao a seguir
nos mostra como obter uma base formada s6 por fungoes reais.

5. Proposicao. Seja f: R — C”, f = fi1 +ifs, uma funcdo com parte real
fi: R — R"™ e parte imagindria fo : R — R™. Se f = f1 —ify denota a
conjugada de f entdo o subespaco complexo gerado por f e f coincide com
o subespaco complexo gerado por f1 e fo:

(13) [fs f1=[f1, f2].
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Além do mais, [ e f sao linearmente independentes se e somente se f1 e fa
forem linearmente independentes.

Demonstracdo. Como f = f1 +ifs e f = fi —ifo, temos:

[f?f_] C [f17f2]‘
Mas: . .
fl—g(fﬂLf)a p) %(f_f)a
donde: )
[flan] C [f?f]

Isso prova a igualdade (13). Agora, se f e f sdo linearmente independentes
entdo [f, f] tem dimensdo 2 e portanto (por (13)) [f1, fo] também tem di-
mensao 2; segue entao que f1 e fo também sdo linearmente independentes.
Um raciocinio andlogo mostra que f e f sdo linearmente independentes se
f1 e fo o forem. ([l

6. Exemplo. Retomando o Exemplo 4, note que as funcoes:
(14) eBrt0,i—1,2), eC7IH0,—i—1,2)

que aparecem na base (12) do espago solugdo sdo mutuamente conjugadas
e portanto, em virtude da Proposicao 5, nds obteremos uma nova base do
espaco das solugoes complexas de (10) se substituirmos as fungoes (14) pela
parte real e pela parte imaginaria de e(3+i)t(0,i —1,2). Temos:

eBH10,i —1,2) = e¥(cost + isent)(0,i — 1,2)

= 30, — cost —sent,2cost) +ie> (0, cost — sent, 2sent).
Dai, as funcoes:
e*(2,-3,2),

(15) " ”

(0, —cost —sent,2cost), e>(0,cost—sent,2sent),

constituem uma base do espago das solugdes complexas de (10). Temos
entdo que as solugoes reais de (10) sdo precisamente as combinagoes lineares
das fungoes (15) com coeficientes reais, i.e., a solugao geral real de (15) é

z(t) = c1e*(2, —3,2) 4 2e3*(0, — cost — sent, 2 cost)
+ c3¢3(0, cost — sent, 2sent),

com cj,cg,c3 € R. Temos que as fungoes (15) constituem uma base do
espaco das solugoes reais de (10).

7. Exemplo. Vamos achar as solugoes reais do sistema:
() = 221 (t) — 23(t),

t) = 2xo(t) — x4(t),
) = x1(t) + 2x3(2),
) = x2(t) + 2z4(2).

(16)
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A matriz de coeficientes do sistema é:

20 -1 0
02 0 -1
A=110 2 o
01 0 2

O polinémio caracteristico de A é:
det(A—X) = (N2 —4r+5)2=(2+i—N32—i—)\)?,

e seus autovalores sio 2+i e 2—4. Se T : C* — C* denota o operador linear
que é representado pela matriz A na base canonica de C* entdo um calculo
simples mostra que:

Ker (T — (2 +i)I) = ((4,0,1,0),(0,4,0,1)].
Dai:
Ker (T — (2 —i)I) = [(—i,0,1,0), (0, 4,0, 1)].
Temos entao que as funcgoes:
e®t(,0,1,0), ®T40,4,0,1),
juntamente com suas conjugadas:
e=0(—4,0,1,0), @90, -i,0,1),
constituem uma base do espago das solucoes complexas de (16). Mas:
e*H(;.0,1,0) = e*(cost + isent)(i,0,1,0)
= e?!(—sent, 0, cost,0) + ie*(cost,0,sent,0),
e@+t(0,4,0,1) = **(cost + i sent)(0,4,0,1)
= e?1(0, —sent, 0, cost) +ie* (0, cost, 0, sent).
Temos entao que a solucao geral real de (16) é:

z(t) = c1e®(—sent, 0, cost,0) + cze? (cost, 0, sent, 0)

+ ¢3€28(0, —sent, 0, cost) + c4e%(0, cost, 0, sent),

com ¢y, C2,c3,c4 € R.

APENDICE A. DERIVADA DE UMA FUNGAO COMPLEXA

Se I C R é um intervalo e f : I — C é uma fungdo complexa de varidvel
real entdo sua derivada f’ : I — C (quando existe) é definida por:

ff=r+ifs,
onde f = fi+ife, fi: I — R, fo: I — R. Um cédlculo simples mostra que
se f: I — C, g:1— Csao fungdes derivaveis entao valem as regras usuais:

(17) (f+9) =1 +d,
(18) (f9)' = flg+ g
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Provemos, por exemplo, a féormula (18). Se f = fi+if2, g = g1 + ige entdo:

fa=(fig1 — fag2) +i(f1g2 + fag1),
donde:

(f9) = (fig1 — fag2) +i(fi92 + fag1)'
= (flo1 + fidh — f292 — fags) +i(fig2 + f195 + fog1 + fagh);

g+ fg' = (fi+1ifs) (g1 +ig2) + (f1 +if2)(g] + igh)
= (fig1 — foga + f19) — faga) + i(fige + fog1 + figs + fagh)
= (fg)"

APENDICE B. A EXPONENCIAL COMPLEXA
Dado um nimero complexo z = z + iy, =,y € R, definimos®:
(19) e =e"(cosy +iseny).

Note que se z é real (i.e., se y = 0) entao esse novo significado para e?
coincide com o significado usual, j& que z = x e cosy + iseny = 1. Um
célculo simples usando as férmulas usuais para cos(y; + y2) e sen(y1 + y2)

mostra que:
€Z1+Z2 21,22

= e*le*?]
para quaisquer z1, zo € C. Em particular, vale que:
feF=¢V =1,

para todo z € C, donde e* # 0 e:

Note que o conjugado de e* é dado por:
€% = e%(cosy —iseny) = e* W = ¢,

Fixado um ntimero complexo z = x + iy € C, entao a fungao f: R — C
definida por:

f(t) = e* = e (cos(yt) +isen(yt)), teER,

é derivavel e um calculo simples mostra que sua derivada é dada por:

f(t) = ze*.
Além do mais, a solucao geral complexa da equacgao diferencial:
(20) f(t) =zf(1),

SEssa definicdo aparentemente artificial torna-se natural quando consideramos a série
de Taylor da exponencial. Para z € R, demonstra-se que e* é dada pela soma da série
Yoo o 5r. A definicao (19) faz com que a igualdade e* = > | ¢ continue verdadeira
para z complexo.
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é:
(21) ft) = ce™,

com ¢ € C uma constante complexa arbitraria. De fato, temos que (21) é
uma solucao de (20) e se f : R — C é uma solugao de (20) entao:

d —z —z —Zz —z

SO = Fe ™ = 2f e = e (1(0) - 2f(0) =0,
donde existe uma constante ¢ € C tal que f(t)e ** = ¢, para todo t € R.
Dali, f é dada por (21).



