Q1. Sejam n um inteiro positivo e V um espaco vetorial real de dimensao
n munido de um produto interno. Sejam B e C bases de Ve M € M,(R) a
matriz tal que

Mvlg = [vlc,
para todo v € V. Pode-se afirmar que:

(a) se as bases B e C forem ortonormais, entdo a transposta da matriz M
sera igual a —M;

(b) se as bases B e C forem ortonormais, entao a transposta da matriz M
serd igual a inversa de M;

(c) se as bases B e C forem ortogonais, entao a transposta da matriz M
sera igual a —M;

(d) se as bases B e C forem ortogonais, entao a transposta da matriz M
sera igual a inversa de M;

(e) se as bases B e C forem ortonormais, entao a transposta da matriz M
serd igual a M.



Q2. Seja A € M3(R) uma matriz real e seja T : C* — C? o operador linear
tal que [T]can = A, em que can denota a base canénica de C3. Suponha que
o polinémio caracteristico de T seja
pr(t) = —(t =2)(t* +t+1)

e que

Ker(T —21I) = [(1,0,1)] e Ker(T — A)=[(7,1,0)],
em que A € C denota o autovalor de T' que tem a parte imagindria positiva
e I denota o operador identidade de €3. Temos que a solucdo geral real
X(t) = (z(t),y(t), 2(t)) do sistema de equagdes diferenciais X'(t) = AX (t)
¢é dada por:

z(t) = —Che ? Sen(‘[ ) + Coe 2 cos(@t) + Cye?t,
(a) § y(t) = Cre” 2 cos(\[ ) + Che? Sen(gt),
z(t) = Cse*, C1,Ca,C3 € R;
[ 2(t) = Cie” /2 sen(‘[ ) + Che™ /2 cos(@t) + C’362t,
(b) € y(t) = Cre” 42 cos(\[ ) Coe™? sen(T?’t),

= C3€2t, C1,C5,C5 € R;
= _—Cre? Sen(‘[ ) + Che 2 cos(@t) + Cse™,

z(t) = —Che” 42 COb(@t) +C’26_t/2sen(§t), C1,09,C3 € R;
z(t) = —Cre 2 sen(T?’t) + Coe™? cos(@t) + O3,
(d) { y(t) = Cze*,
z(t) = Cie t/2COS(\é§t)+CQ€ / sen(@t), C1,Cy,C3 € R;
(2(t) = —C1e 42 Sen(\égt) + Cqe / cos(@t) + Cye?,
(e) y(t) = Cre” t/QCos(f) Coe™ /2 sen(@t),




Q3. Seja A € Mz(R) uma matriz real e seja T : C? — C? o operador linear

tal que
[T]can = Av

em que can denota a base canonica de C2. Denote por I € M>(R) a matriz
identidade. Se —i for um autovalor de 7', entdo A3® serd igual a:

Q4. Sejam A € Mg(R) uma matriz real e T : R® — RS o operador linear tal
que [T)ean = A, em que can denota a base canonica de R®. Se o polinémio

caracteristico de T for
pr(t) = (2 +t+1)(t —2)%(t + 1),

entao poderemos afirmar que:

(a) A serd diagonalizavel sobre R, mas nao serd diagonalizével sobre C;

(b) A nao seréd diagonalizavel sobre C e A serd diagonalizdvel sobre R se, e
somente se, existirem vetores linearmente independentes v e w em R
tais que T'(v) = 2v e T'(w) = 2w;

(c) A nao sera diagonalizavel nem sobre R, nem sobre C;

(d) A nao serd diagonalizavel sobre R e A serd diagonalizdvel sobre C se, e
somente se, existirem vetores linearmente independentes v e w em RS
tais que T'(v) = 2v e T'(w) = 2w;

(e) A sera diagonalizdvel sobre C, mas nao serd diagonalizdvel sobre R.



Q5. Considere as seguintes afirmacoes:

(I) se V for um espago vetorial complexo de dimensao finita, 7': V — V
for um operador linear e A € C for um autovalor de T, entdao o
conjugado de A também serd um autovalor de T

(IT) se uma matriz real A € M,,(R) for diagonalizével sobre C, entao ela
também sera diagonalizavel sobre R;

(III) se uma matriz real A € M, (R) for diagonalizavel sobre R, entao ela
também sera diagonalizavel sobre C.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmagao (II) é verdadeira;
(b) apenas a afirmagao (III) é verdadeira,

)
(d)

(c

d) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo verdadeiras;

apenas as afirmagoes (II) e (III) sao verdadeiras;

(e) apenas a afirmacao (I) é verdadeira.
Q6. Seja fixado um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) no espacgo, com B
uma base ortonormal. Considere a quadrica de equacgao
202 + 92 +22% — 202+ V22 + 2y + V22 =3
e suponha que uma equagao reduzida para essa quadrica seja
3u? + 02 +w? =k,

para um certo k € R. Sabe-se que 3 é um autovalor da matriz

2 0 -1
A=10 1 0
-1 0 2
e que:
1 1 0 0
AlO0l =10 e All]l =11
1 1 0 0

O valor de & é:
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Q7. Seja fixado um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) no plano, com B
uma base ortonormal, e seja dado k € R. Temos que a equagao

1
522 + 6zy — 3y° + —— (442 — 12y) = k
y — 3y m( Y)
representa uma hipérbole se, e somente se:

(a) k# —2;
(b) k=1;
(c) k 75 0;
(d) k
© k£1
Q8. Sejam a, b, c € R tais que 2 e 4 sejam os autovalores da matriz

a ¢

c b
e seja fixado um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) no plano, com B uma
base ortonormal. Considere a elipse de equagao:

ax? + by? + 2cxy = 1.

Uma equacao reduzida para essa elipse é:

Q9. Considere o espaco vetorial R* munido do seu produto interno usual e
seja T : R* — R* um operador linear simétrico cujo polinémio caracteristico

é pr(t) = (t —3)%(t — 4)2. Se
7(1,0,1,0) = (4,0,4,0), 7(0,1,0,1) =(0,3,0,3) e
T(1,-1,-1,1) = (4, -4, —4,4),

entao 1'(2,0,—2,0) é igual a:

(a) (7,1,—1,-7);
(b) (7,—1,-7,1);
(¢) (1,7,=7,-1);
(d) (=7,1,7,—1);
(e) (1,-7,7,-1)



Q10. Sejam V um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um
produto interno e T': V' — V um operador linear. Suponha que exista uma
base B de V tal que a matriz [T]g seja simétrica. Considere as seguintes

afirmacoes:
(I) o operador T' é simétrico;
(IT) o operador T' é diagonalizavel;
(III) existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de 7'

Assinale a alternativa correta:

a) apenas as afirmagoes (I) e (II) sdo necessariamente verdadeiras;

nenhuma das afirmagoes é necessariamente verdadeira;

(a)
(b) apenas a afirmagao (I) é necessariamente verdadeira;
()
(d) apenas a afirmagao (II) é necessariamente verdadeira;

(e) apenas as afirmagoes (II) e (III) sdo necessariamente verdadeiras.

Q11. Sejam V um espaco vetorial complexo de dimenséao finitae T : V — V
um operador linear. Considere as seguintes afirmacoes:

(I) se existir uma base B de V tal que a matriz [T]s seja real, entao o
polindémio caracteristico de T terd coeficientes reais;
(IT) se existirem b, ¢ € C tais que b? # 4c e o polindémio caracteristico de
T seja pr(t) = t2 + bt + ¢, entdo T serd diagonalizavel;
(III) se 144 for um autovalor de T', entdo 1 —¢ também serd um autovalor
de T

Assinale a alternativa correta:

(a) todas as afirmagoes sao necessariamente verdadeiras;

(b) apenas as afirmagoes (I) e (III) sd@o necessariamente verdadeiras;

(c) apenas a afirmagao (II) é necessariamente verdadeira;

(d) apenas as afirmagoes (I) e (II) sao necessariamente verdadeiras;
)

(e) apenas a afirmagao (I) é necessariamente verdadeira.



Q12. Considere o espaco vetorial R? munido do seu produto interno usual
e seja T : R? — R? o operador linear simétrico cujos autovalores sdo 1 e —2
e que satisfaz

Ker(T + 2I) = [(1,0,1),(0,1,0)],
em que I denota o operador identidade de R3. Se 7'(2,1,0) = (z,y, 2), entdo
T +y+ 2z éigual a:

(a) —5;
(b) —6;
(c) 0;
(d) —4;
(e) =3
Q13. O polinémio caracteristico da matriz
2 11
A=1(3 0 1
6 2 1

é pa(t) = —(t — 5)(t + 1)2. Temos que a solugdo X do sistema de equagoes
diferenciais X'(t) = AX (t) satisfazendo a condigao X (0) = (0,3,3) é dada
por:

(a) X(t) = (e7t — e, et + 2% 2e! + €%);
(b) X(t) = (e7! — €%, 37t + 2e% et + 2€%);
(c) X(t) = (e — et e + 27t 2e7 4 7);
(d) X(t) = (e7t — €% et + 2¢% 3e7Y);

(e) X(t) = (e — et e + 2e71, €5 + 2e71)

Q14. Sejam a,b € R e seja T : R?* — R3 o operador linear tal que

1 1 90
Tlean=12 1 2],
1 a 2

em que can denota a base candnica de R3. Temos que o subespaco
{(z,y,2) € R3:z4+y+z =0}

¢ invariante por T se, e somente se:

(a) a=—-1eb=0;
(b) a=0eb=—1;
(c)a=1leb=2;
(d) a=2eb=0;
(e) a=2eb=3



Q15. Seja fixado um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) no espago, com B
uma base ortonormal, e considere o elipsdide de equagao:

322 + 3y + 22y + 322 + 2z — 6y + 122 = 42.

Assinale a alternativa contendo trés vetores que sejam paralelos aos eixos de
simetria desse elipsdide:

(a) (1,1,1)5, (2,-1,-1)p e (0,1,-1)5;
(b) (1,2,0)8, (2,—1,0)5 € (0,0,2)s;
(c) (1,-1,0)3, (1, 1,0) e (0,0,1)p;
(d) (2,1,0)5, (1,=2,0)5 € (0,0,2)s;
( ) (17072) ( 1)3 e (07 170)B~

Q16. Recorde que o tra¢o de uma matriz quadrada é definido como sendo

a soma das entradas na sua diagonal principal. Se A denota a matriz dada
por

-1 0 O

A=10 -1 -1

0o 1 -1

)

entdo o traco de A2%0

(a) 1+ (V2+1)1%%
(b) 1+ (V2 + 1)1
(c) 1+ 2101
(d)

) 1

é igual a:

d
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