Nesta prova, adotam-se as seguinte convengoes:
e As equagdes de quadricas e conicas estdo sempre dadas em relagdo a um sistema de coorde-
nadas ¥ = (0, B), em que B é uma base ortonormal.
e O operador identidade de um espacgo vetorial serd denotado por I.
e A base candnica de R™ ou de C" serd denotada por can.
e Se o é um numero complexo, & denotara seu conjugado complexo.

Q1. Seja V um espaco vetorial real munido de um produto interno e seja T': V' — V um operador
linear simétrico. Se v e w sao vetores de V tais que v € Ker(T'—31), w € Ker(T'—41) e ||v]| = ||w| = 2,
entdo ||T(v — w)|| é igual a

(A
(B
(C
(
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Resposta: Como T é um operador linear simétrico, temos que (v,w) = 0, pois sdo autovetores
associados a autovalores diferentes. Assim

(Tv—w), Tlv—w)) = (T(v)—T(w), T(v)—T(w)) = (3v—4w,3v — 4w)
= (30,30) + (4w, 4w) = 9||v]|? + 16w? = 36 + 64 = 100
Logo ||T'(v —w)|| = 10.
Q2. Considere R? munido do produto interno usual. Se T': R? — R? é o operador linear simétrico

que tem 5 como autovalor e que satisfaz T'(1,2) = (3,6), entdo a soma dos elementos na segunda
coluna de [Tcan €

Resposta: (1,2) é autovetor associado a 3. Como 5 é autovalor, temos que existe um autovetor

associado a 5. Como T é simétrico, esse autovetor dever ser ortogonal a (1,2). Portanto, temos que

((1,2),(2,—1)) é uma base ortogonal de R?, e B = ((%, %), (%, —%)) ¢ uma base ortonormal de

R2. Logo
= =N N[ = 1/23 —4
[T]can = [I]Bcan[T]B[I]canB = [I]Bcan[T]BU]tﬁcan = (éﬁ _\/51> <0 5) (\ég _\/51> = g (4 17> .
V5 V5 V5 V5

Logo a soma dos elementos da segunda coluna de [T]can é %



Q3. Seja a € R. A coOnica de equagao 2zy + 3x — y + a = 0 é um par de retas concorrentes se, e
somente se, a for igual a

. ~ . . e 0 1 .
Resposta: A partir da equacao da coénica construimos a matriz simétrica A = (1 0), e consi-

deramos o operador simétrico 7: R? — R? tal que [T]can = A. O polinémio caracteristico de T

é
- 1\ .
det(1 _) =t —-1.
Assim os autovalores de T sao 1 e —1.

A—T= <‘11 _11) Logo ker(T — I) = [(1,1)].

1 1>. Logo ker(T + I) = [(1,—1)].

A base ortonormal B = ((%,%),(%,—%)) é tal que [T]3 = <é _01> Se (/,y) sdo as

coordenadas de (x,y) em relacao a base B, temos

1 1 1,7 1,7
o _(va va (%) = (" T Y
y) =L )y Tl iy )
V2 V2 V2 V2
Assim temos que a expressao da equagao da conica nas coordenadas (2/,y') é:

4

V2
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2
x/2_|_7$/_y/2+ y/_|_a:0’

V2
1

1 2
d+—=)P - - —=)?+24+a=0.
Apés fazer a mudanca de coordenadas 2"/ = x’ + % ey =y — % Temos que a equacao da conica

fica como

37”2 _ y//2

3
+§+CL:0,

[\][V)

que representa duas retas concorrentes se, e somente se, a = —



1 0 0
Q4. Seja A € M3(R) uma matriz simétricatalque A [—1 1 | = |0

0 -1 0
entdo a solugao X (t) do sistema de equagoes diferenciais X' (t) = AX (¢
é dada por

0
O] . Se 4 ¢ um autovalor de A,
0
) que satisfaz X (0) = (1,2, 3)

e4t 264t 3e4t)
14 2¢t, 2¢!, 1+ 2¢")
2et + 3!, et + e, 3e?)
1, 1+ e, —1+4e")

(
(=
(=
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Resposta: A matriz simétrica A define um operador simétrico T': R3 — R3 com [T)can = A. Por
hipotese temos que (1,—1,0) e (0,1, —1) sdo autovetores de T" associados ao autovalor 0. Um elemento
de ker(T —41) dever estar em [(1,—1,0), (0,1, —1)]*. Assim temos que ker(T —4I) = [(1,1,1)]. Assim
temos que todas as solugdes de X'(t) = AX (t) sdo da forma

1 0 1
X(t) =C1 | -1 +Cy 1 +Cg€4t 1), C,0,C3€R
0 —1 1
1 C1+C3
Assim X(0) = | 2] = | —=C1 + C2+ C3 |. Resolvendo o sistema temos que: C; = —1, Cy = —1 e
3 —Cy+Cs

3=2
Logo a solugao procurada é: (—1 + 2e 2e4 1 + 2¢4).

Q5. Seja A € My(R). Sabendo que X(t) = (e — et e 4 e7t) é solucao do sistema de equacdes

diferenciais X'(t) = AX(t), pode-se afirmar corretamente que o determinante de A é igual a

A) -2

er\a/-\
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Resposta: Por teoria sabemos que as solugoes de X'(t) = AX(t) sao da forma
X(t) = Cleo‘tul + Ogeﬁt’lm,

onde C1,Cs € R, «, B sao os autovalores de A e u; e us autovetores associados a « e 8 respectivamente.
Assim temos que

X(t)=(e—e P 4e )y =1-e2(1,1)+1-et(~1,1).
Seja B = (ur, up) = ((1,1), (~1,1)
A = [T]can = [I]Bcan[T]B[Hc nB

U E

) e seja T: R? — R? tal que [T)can = A. Entao temos que
[I]Bcan[T] [I]éclan

-0 )

Y

[\')\H
pol—ol— ]

DL =

Logo det A = —2.



Q6. Seja n um inteiro maior do que 1. Considere as seguintes afirmacoes sobre uma matriz A €
M,(R).
I. Se A diagonalizavel sobre C, entao A é também diagonalizavel sobre R.
II. Seja L o operador linear do espago vetorial complexo C" tal que [L]can = A. Se A € C é
autovalor de L, entao dim(Ker(L — M) = dim(Ker(L — X)).
ITI. Seja T o operador linear do espaco vetorial real R™ tal que [T]can = A. Se A é diagonal e C é
uma base ortonormal de R™ em relagao ao produto interno usual, entdo [T|e é diagonal.

Esta correto o que se afirma em

(A
(B
(
(

) 1II, apenas.
)
C) T eIl apenas.
)
)

II1, apenas.

D) I e I, apenas.
(E) I, II e III.

Resposta: (I) é falsa. Por exemplo a matriz < 1> é diagonalizdvel sobre C mas néo sobre R

-1 0
porque as raizes do polindmio caracteristico nao sao reais.
(IT) é verdadeira. Foi estudado em teoria.

(IIT) ¢é falsa. Por exemplo, em R?, suponha que [T]can = (é (2)> Seja B = ((%, %), (%, %))

Entao, T(%, %) = (%, %) # /\(%, %) Logo [T']g nao ¢é diagonal.
Q7. Considere as seguintes matrizes

77 99 72 7—8i 99 88
L=199 ¢ 55|, M=| 0 97+79 x0 ,N:{

144 1}
w2 55 11 0 0 5—8i

1 1—14

e seja P € My(R) uma matriz que tem 3 — 7i e 88 — i como autovalores. Sao diagonalizdveis sobre

C

(A) L, M e P, apenas.
(B) L e M, apenas.
(C) L, M e N, apenas.
(D)
(E)

E

N e P, apenas.
L, M, NeP.

Resposta: A matriz L é diagonalizavel sobre R por ser simétrica. Portanto, diagonalizavel sobre C.
A matriz M é diagonalizavel por possuir as trés raizes de seu polinémio caracteristico diferentes.

1+17—t¢ 1 )_t2_2t+1_(t—1)2. Agora

O polinémio caracteristico de IV é det < 1 it

1

N-T=|" —i> . Agora é ficil comprovar que a dimensao de ker(N —1I) é 1. Assim a multiplicidade

1
algébrica de 1 é dois e a multiplicidade geométria de 1 é um. Portanto N nao é diagonalizdvel.
Como as entradas de P sdo reais, 3+7i e 88+mi também sao autovalores de P. Portanto o polinémio
caracteristico de P possui as quatro raizes diferentes. Isso implica que a matriz P é diagonalizavel.



—4i 33— -1 2
diagonal, é correto afirmar que a soma dos elementos na segunda coluna de A*% é igual a

1 .
Q8. Considere as matrizes A = 3 [3 T 22] e = [ 1 1] . Sabendo que Q' AQ é uma matriz

Resposta: Dado um operador linear T': C" — C", sabemos que [T]3 = [I]cans[T]can[I]Becan- Se B é
tal que [T]p é diagonal, temos que as colunas de [I]gcan s80 autovetores de T'. Assim temos que as
colunas de () sao autovetores de A. De fato

()00 () @)oo

Portanto, temos que A = Q) <1 :)r ! 1 O_ z) Q' Assim

qoo_ (1 1\ (1@ 0 N T 11y 22 0 1 1\' /2200
-1 2 0 1—i -1 2/ T \-1 2 0 220J\-1 2/ —\ o0 220"

Veja que nao precisamos fazer o produto das trés matrizes pois na segunda igualdade a matriz diagonal
é um multiplo da identidade.

Q9. Seja T: C*> — €3 um operador linear do espaco vetorial complexo C? tal que [T]can € M3(R).
Sabendo que T possui 3 autovalores distintos e que (1,1,0) é um autovetor de T, qual dos seguintes
vetores de C3 certamente ndao é um autovetor de 77

1,1,0) +i(1,1,1)
1,1,0) + 4i(1,1,0)

Resposta: Os vetores em (B),(C),(D),(E) sao multiplos complexos de (1,1,0), portanto sao autove-
tores.

(A) é a resposta correta. Seja A1 € R t.q. T(1,1,0) = A1(1,1,0), (A1 é real pois [T]can € M3(R)).
Sev = (1,1,0)+i(1,1,1) for um autovetor entao T'(v) = Agv com A2 # A1, por hip6tese nao sendo v e
(1,1,0) LL Portanto Aa(1,1,0) + A2(1,1,1) = Tw = A(1,1,0) +47(1,1,1), onde T(1,1,1) € R? (pois
[T]can € M3(RR)). Obtemos portanto o absurdo che a parte real de T'v satisfaz A2(1,1,0) = A1(1,1,0)
com A1 # 1.

1 0 =2
Q10. Sabendo que 1 e —2+ i sdo raizes do polindmio caracteristico da matriz A = |—=5 6 11
5 =5 -—10

e que o auto-espaco de A associado ao autovalor —2 + i é gerado pelo vetor (2, —3 +14,3 — i), pode-se
afirmar corretamente que uma base para o espago vetorial formado pelas solugoes reais do sistema de
equagoes diferenciais X'(t) = AX(t) é dada por



(A) {e'(1,1,0)
—2t(

*Zt(Q cost,—3cost —sent,3cost + sent),

e
ent,cost — 3sent, —cost + SSent)}
e 2 (2cost,—3cost + 2sent,3cost + 2sent),

e S
sent,3cost — 2sent, —3cost — 2sent)}
S

2
(B) {€'(1,0,1
2

6_2

e 2sent,300st—2sent,—3005t—2sent)}
(D) {€'(1,0,1), e *(2cost,—3cost — 4sent,3cost + 4sent),
e 2t(2 ent,—2008t+4sent,cost—QSent)}
(E) {€"(1,1,0), e % (2cost,2cost — 3sent,cost + sent),
e 2(2sent,3cost + sent,2cost — sen t)}

)
Y
(C) {et(l,l,O), e 2 (2cost, —3cost + 2sent,3cost + 2sent),
2t
), €
“

)
9
9
)

Resposta: (A) é aresposta correta. O espaco das solugoes tem dimensao real 3. Precisamos portanto
procurar 3 solucdes LI E facil verificar que (1,1,0) é un autovetor de A e portanto ef(1,1,0) é uma
soluao do sistema. Outras duas solugoes sao dadas pela parte real e pela parte imaginaria da solugao
complexa associada ao autovalor —2 + i, (i.e. e(=2T9%(2, -3 4+ i,3 — 1)), dadas respectivamente por
e 2 (2cost,—3cost—sent,3cost+sent) e e 2 (2sent,cost —3sent, — cost+3sent). Agora sabemos
pela teoria dos sistemas EDO que este treis solugoes sao LI, sendo A uma matriz real (alternativamente
é simples verificar, collocando ¢ = 0, que as tres solugoes sao LI).

Q11. Seja U um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um produto interno, sejaT’: U — U
um operador linear e sejam A1, Ao e A3 autovalores de T dois a dois distintos. Para cada i = 1, 2, 3,
denote V; = Ker(T — \;I). Considere as seguintes afirmagoes:
I. Se dim(U) =4 e dim(V1) = 2, entao T ¢é simétrico.
I1. Se T é simétrico, entdo V4 C (V- NV5h) e Vo C Vit
III. Se T é diagonalizavel, A1, Ao, A3 sao os tnicos autovalores de T e valem as inclusées Vi C
(V5N Vgh) e Vo € V5H, entdo T é simétrico.

Esta correto o que se afirma em

) II e III, apenas.
) I, Il e IIL.
C) I e III, apenas.
) II, apenas.

)

(E) I, apenas.

Resposta: (A) é a resposta correta. Alternativa I é falsa: a trasformacao f(z,y, z,w) = (z,y,2z, 2+
3w) é um contra-exemplo. Alternativa II é verdadeira, é consequencia direta do fato que se T' é
simetrico, entao os autoespacgos sao dois a dois ortogonais. Alternativa III é verdadeira: sendo T
diagonalizavel dim V] + dim V5 + dim V3 = dimU. As hipdteses que Vi C (V2L N V3L) e Vo C V3l
implicam que os espacos sao dois a dois orthogonais. Seja B; uma base ortonormal de V;, j = 1,2, 3,
entao B = By U By U B3 é uma base orthonormal de U formada por autovetores de T', portanto T é
simetrico.

Q12. Em R*, com o produto interno usual, seja 7': R* — R* um operador linear cujos autovalores
distintos sao A1, A2 e A3 e que satisfaz Ker(T' — A1) = [(1,0,1,1),(2,0,1,0)] e Ker(T — X\oI) =
[(1,0,—2,1)]. Considere as seguintes afirmacoes:

I. T certamente nao é simétrico.

II. Se T é simétrico, entao existem a, b, ¢,d € R tais que Ker(T'—\3I) = [(a, b, ¢, d)] com abcd = 0.



III. T certamente é diagonalizavel, e existem a,b,c,d € R tais que Ker(T — A\3I) = [(a,b,c,d)]
com abed = 0.

Esta correto apenas o que se afirma em
(A) 1L
(B) II e IIL.
(C) L.
(D) e IIL
(E) IIL

Resposta: (A) é a resposta correta. Observamos primeiro que as hip6teses implicam que T é
diagonalizavel. Alternativa I é falsa: no caso en que Ker(T — A3l) = [(0,1,0,0)], os autoespagos
seriam dois a dois ortogonais e portanto 1" seria simetrica. Alternativa Il é verdadeira pois se T for
simetrica, entdo os autoespagos seriam dois a dois ortogonais e portanto Ker(T — A3I) = [(0,1,0,0)].
Alternativa IIT é falsa: com efeito Ker(T' — A3I) = [(1,1,1,1)] é una possivel opgao.

Q13. A conica de equacdo 22? — 2y + 5y —1=0¢

(A)
(B)
(C) uma hipérbole.
(D)
)

uma elipse.

uma parabola.

D

(E) um par de retas concorrentes.

um par de retas paralelas.

Resposta: (A) é a resposta correta. Observamos que em 22 — 2zy + 532 — 1 = 0 ndo tem termo de
primeiro grau, pode-se escrever como segue

e (3 2)6)-

Observamos que a matriz tem valores proprios Ay = 1/2(7 4+ v/13) e A2 = 1/2(7 — +/13), portanto a
menos de una troca de coordenadas a equacao da conica é

(1727 + V13)) (@) + (1/2(7 = V13)) ()2 = 1,
logo uma elipse.

Q14. Sejam a,b € R e considere as seguintes afirmagoes sobre a equacao
—62% +ay® — 62>+ 222 =10
nas variaveis x,y, z:
I. Sea<0eb>0, entdo a equacao nao possui solucao.

II. Se a < 0 e b= 0, entdao a equacao nao possui solugao.
III. Se a > 0 e b =0, entao a equagao possui infinitas solugoes.

Esta correto apenas o que se afirma em

TelIll



(E) L

Resposta: (A) é a resposta correta. Observamos que em 222 — 2zy + 532 — 1 = 0 ndo tem termo de
primeiro grau, pode-se escrever como segue

-6 0 1 x
(:c, Y, z) 0 a O y|l =5b
1 0 —6 z
Observamos que a matriz tem valores proprios Ay = —7, Ao = —5 e A3 = a, portanto a menos de una

troca de coordenadas a equagao da conica é
—5(z)? = 7(3/)? + a(2)? =b.
Portanto agora ¢ trivial verificar que sta correto apenas o que se afirma em I e III.
Q15. A dimensio do subespaco vetorial complexo de C® gerado pelos vetores
(1,2+4,-1,0,1+14), (1—14¢,3—14,—-1+1,0,2), (1,1414,0,1—14,0),
(2—14,3+14,0,1—34,0), (1,2i,1 —14,1— 3i,—2)

é igual a
(A) 2
(B) 3
(C) 4
(D) 5
(E) 1
Resposta:
1 240 -1 0  1+i . 1 2+i -1 0
1—i 3—i —1+i 0 2 LQ;L_iz(l__LZ)LI o 0 0 0
1 14+i 0 1-i 0 Iy _3(2_;)L 0 -1 1 1-—i
2—i 3+i 0 1-3i 0 o 0 —2+4i 2—i 1-3
1 2 1—i 1-3i =2 b 0 —2+i 2—4 1-3i

1 240 -1 0 1434
0O 0 0 0 0

Ls = Ls — La 0 —1 1 1—4i —1—i
L4 — L4 + (—2 + Z)L3 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0

Portanto a dimensao do subespago é 2.

Q16. Seja n um inteiro maior do que 1 e seja T: C" — C" o operador linear no espago vetorial
complexo C cuja matriz, em relacao & base canonica de C", é A € M,,(C). Denote por pr o polinémio
caracteristico de T. Considere as seguintes afirmagoes:
I. Sen=2e\ € C éum autovalor de T tal que A € R, entao T é necessariamente diagonalizdvel.
IT. Se A ¢ M,(R) e a € C é uma raiz de pp tal que o € R, entao certamente pp(a) # 0.
III. Se A € C é um autovalor de T" de multiplicidade algébrica n — 1, entao T sera diagonalizavel
se, e somente se, a dimensao do subespago complexo Ker(T' — AI) de C™ for igual a n — 1.

Esta correto apenas o que se afirma em

(A) IIL

1+

—1—i
—3—i
—3—i



Resposta: (A) é a resposta correta. Alternativa I é falsa: um contra-exemplo é dado por T'(z,w) =
(i(z+w),iw). Alternativa II é falsa: um contra-exemplo é dado por T'(z,w) = (iz, —iw). Alternativa
IIT é verdadeira: Se A € C é um autovalor de T, entdo existe um autovalor pu # X tal que a dimenséo
complexa do subespaco complexo Ker(T — pl) de C™ é menor o igual a 1 (sendo a multiplicidade
algébrica de A n — 1) e portanto exatamente 1. Observamos agora que T' serd diagonalizavel se, e
somente se, dimg Ker(T' — pl) + dimg Ker(7T' — AI) = n se, e somente se, a dimensao do subespago
complexo Ker(T — A\I) de C" for igual a n — 1.



