Aula 1: Analise
combinatdria

Principio Basico da Contagem



Exemplos: espaco amostral e eventos.

1. Experimento: lanca-se um dado e observa-se a face para cima.
Q=1{1,2,3,4,5,6}
Evento: a face é maior que 3
A=1{4,5,6}

2. Experimento: langar uma moeda duas vezes (denote cara por k e
coroa por ¢)
Q = {(k, k), (k, ), (c, k), (c,c)}

Evento: namero de cara's é igual ao niimero de coroa's

A= {(k7 C)’ (C7 k)}



3. Experimento: 3 pecas s3o retiradas de uma linha de produgio e
verifica-se a sua qualidade como sendo boa (B) ou defeituosa (D)

Q={(B,B,B),(B,B,D),(B,D,B),(D,B,B),
(D, D, B),(D,B,D),(B,D,D),(D,D,D)}

Evento: pelo menos duas pegas boas
A={(B,B,B),(B,B,D),(B,D,B),(D,B,B)}
4. Experimento: lanca-se uma moeda até que se obtenha uma cara
Q={k,(c, k), (c,c,k),(c,c,c,k),(c,c,c,c, k),...}
Evento: namero de coroa’s é par

A={(c,c, k), (c,c,c,c, k), (c,c,c,c,c,c,k),...}



5. Experimento: namero de chamadas telefénicas que chegam em uma
central de atendimento em determinado periodo de tempo

Q=1{0,1,2,...} (espago amostral infinito)
Evento: namero de chamadas foi pelo menos 8
A=1{8,9,10...} (evento infinito)

6. Experimento: registra-se o tempo de vida de uma lampada em
minutos.

Q= {w eER:w> 0} (espago amostral infinito)
Evento: a lampada vive por menos de uma hora

A={weR:0<w<60} (evento infinito)



Operacdo entre eventos

Diagrama de Venn

AUB ANB A€ B¢



Exemplo

7. Experimento: uma urna contém bolas numeradas de 1 & 15, uma
bola é retirada e observa-se seu nimero.

Q=1{1,2,3,...,15}
Eventos.

A: o namero é par = A = {2,4,6,8,10, 12,14}
B: o nimero é mltiplo de 3 = B = {3,6,9,12,15}

Nesse caso:
AUB ={2,3,4,6,8,9,10,12,14,15}
AN B ={6,12}

A°=1{1,3,5,7,9,11,13,15}
B¢ =1{1,2,4,4,7,8,10,11,13,14}



Sejam A, B e C eventos do mesmo espaco amostral 2, temos:
(AUB)ﬂC—(Aﬂ CQ)U(BNC)

i. AnB)UC=(AUC)N(BUC)

i. (AUB)c=A°nNB°

(AN B)¢ = A°U B*

iv.



Sejam A, B e C eventos do mesmo espaco amostral 2, temos:
(AUB)OC:(AO CQ)U(BNC)

i. AnB)UC=(AUC)N(BUC)

i. (AUB)c=A°nNB°

(AN B)¢ = A°U B*

iv.

Além disso, iii e iv permanecem verdade para qualquer sequéncia finita
de eventos:

Lema 1': leis de DeMorgan

Seja Ai, ..., A, uma sequéncia de eventos do mesmo espaco amostral €,
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Sejam A, B e C eventos do mesmo espaco amostral 2, temos:
(AUB)QC:(AOC)U(BQC)

i. (ANB)UC=(AUC)N(BUC) (exercicio)

i. (AUB)c=A°nNB°

( )

iv. (AN B)¢ = A°U B¢ (exercicio)

Além disso, iii e iv permanecem verdade para qualquer sequéncia finita
de eventos:

Lema 1': leis de DeMorgan

Seja Ai, ..., A, uma sequéncia de eventos do mesmo espaco amostral €,
temos:

i’ UT_ A = N0_ A

V. N0_y A, = U AS



Exemplos: Principio Fundamental da Contagem

8. Em uma comunidade composta por 10 mulheres, cada uma com 3
filhos, um sorteio decidird quem serdo a mae e o filho do ano.
Quantas escolhas diferentes s3o possiveis?
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8. Em uma comunidade composta por 10 mulheres, cada uma com 3
filhos, um sorteio decidird quem serdo a mae e o filho do ano.
Quantas escolhas diferentes s3o possiveis?

9. Desejamos ir da Cidade A a cidade C, passando no caminho pela
cidade B. Entre as cidades A e B passam 2 rodovias, enquanto entre
as cidades B e C passam 3. De quantas maneiras diferentes é
possivel fazer o trajeto desejado?

10. Um baralho comum é formado por cartas agrupadas em 4 naipes,
cada um dos quais contém 13 cartas (as, 2, 3,..., valete, dama, rei).
Cada carta fica determinada pelo seu naipe e pelo seu valor.
Quantas cartas tem em um baralho?



Exemplos: Principio Fundamental da Contagem

11. Uma comissdo de faculdade & composta por 3 estudantes calouros, 4
estudantes do segundo ano, 5 do terceiro ano e 2 formandos. Um
subgrupo dessa comissdo com um representante de cada ano devera
ser escolhido. Quantos subgrupos diferentes sdo possiveis?
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Exemplos: Principio Fundamental da Contagem

11. Uma comissdo de faculdade & composta por 3 estudantes calouros, 4
estudantes do segundo ano, 5 do terceiro ano e 2 formandos. Um
subgrupo dessa comissdo com um representante de cada ano devera
ser escolhido. Quantos subgrupos diferentes sdo possiveis?

12. Quantas placas de automéveis com 7 simbolos, dos quais os trés
primeiros s3o letras e os quatro Gltimos s3o nimeros s3o possiveis?
Se ndo pudermos repetir letras e nimeros?
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Exemplo de amostras

13. Trés pessoas A, B e C formam uma amostra ordenada da populacio
humana. Os dias de seus aniversarios s3o uma amostra da populacdo
dos dias do ano; suas idades formam uma amostra de trés nimeros.

14. O Sr. e a Sra. Smith constituem uma amostra de tamanho dois,
retirada da populacdo humana; ao mesmo tempo eles formam uma
amostra de tamanho um, retirada da populacdo de todos os casais.

15. Efetuar r lancamentos de uma moeda é uma forma de obter uma
amostra de tamanho r da populacio constituida pelas duas letras k
e c. Essa mesma disposicdo de r letras k g ¢ € um anico ponto
amostral no espago associado ao experimento que consiste no
lancamento de uma moeda r vezes
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Niamero de amostras ordenadas de tamanho r distintas de uma
populacdo com n elementos

» Com reposicdo: n” possibilidades

» Sem reposicdo: (n), = n(n—1)...(n—r+ 1) possibilidades

16. Considere o conjunto C = {a, b, ¢, d}. Quantas amostras ordenadas
sem reposicao de tamanho 3 dos elementos de C existem?
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Niamero de amostras ordenadas de tamanho r distintas de uma
populacdo com n elementos

» Com reposicdo: n” possibilidades

» Sem reposicdo: (n), = n(n—1)...(n—r+ 1) possibilidades

16. Considere o conjunto C = {a, b, ¢, d}. Quantas amostras ordenadas
sem reposicao de tamanho 3 dos elementos de C existem?

abc
acb
bac
bca
cab
cba

abd
adb
bad
bda
dab
dba

acd
adc
cad
cda
dac
dca

dcd
bdc
cbd
cdb
dbc
dcb

Com reposicdo: todos os elementos sem reposicdo, mais:

aaa aab aac aad aba
aca ada baa caa daa
ddd dda ddb ddc dad
dbd dcd add bdd cdd



Corolario

Namero de permutacdes de n elementos distintas é

n(n—1)(n—2)...2.1=nl




Corolario

Namero de permutacdes de n elementos distintas é

n(n—1)(n—2)...2.1=nl

17. Considere o conjunto C = {1,2,3}. Quantas permutacdes dos
elementos de C existem?
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Caso especial de permutacdo

18. Quantos diferentes permutacdes de letras podem ser formados a
partir das letras PEPPER?

Note que se diferenciarmos os P’s e os E's, teremos 6 “letras”
possiveis P E; P, P3E>R e portanto 6! palavras possiveis. Entretanto,
fixado um arranjo, por exemplo Py P>, E1 P3E; R se permutarmos os
P’'s e os E's a palavra final ainda sera PPEPER. De fato, teremos

P\P,E|P3sE>R
P1P3E{P2E2R
PP E{P3E2R
P,PyE\P1E>R
P3P1E{P;E2R
P3P E1PLER

P1PyERPsENR
PiP3E>PoE\R
PP ERPRE(R
PyP3Es P E(R
P3P E,P-E\R
PyPyE2PLER



De forma geral

Considere uma populacdo com n elementos de r tipos diferentes, com
ny, N, . ..n, elementos cada. Suponha que elementos de mesmo tipo
sejam indistinguiveis. Nesse caso, o nimero de possiveis de permutacdes
diferente sera

n!
n'no!...n.!

19. Um torneio de xadrez tem dez competidores, dos quais quatro sio
russos, trés sdo dos Estados Unidos, dois s30 da Gra-Bretanha e um
é do Brasil. Se o resultado do torneio listar apenas a nacionalidade
dos jogadores em sua ordem de colocacdo, quantos resultados serdo
possiveis?



Lema
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Lema

O ntimero de amostras ndo ordenadas sem reposicdo de tamanho r de um
populacdo n elementos (combinagio de n elementos r a r) é dado por

20. Seis times participam de um torneio de basquete. Cada uma das
equipes enfrenta todas as demais. Quantos jogos serdo realizados?

21. Um comissio deve ser formada por trés de vinte estudantes.
Quantas comissbes sdo possiveis?



» A, B e C eventos do espaco amostral Q2
(AUB)NC=(AnC)u(BNC) (AUB) = AN B
(AnB)UC=(AUC)N(BUC) (AN B)¢ = A°U B*

A\B=AnNB*
» Principio Fundamental da Contagem: se um experimento é
realizado em duas etapas, a primeira de n maneiras e a segunda de
m maneiras, entdo podemos realizar o procedimento inteiro de mn
maneiras.

» Nimero de amostras de tamanho r de uma populagdo com n
elementos
> Ordenadas com reposigdo: n" (sequéncias)
> Ordenadas sem reposi¢io: (n), =n(n—1)...(n—r+1)= (ni—'r),

n
r

> N&o ordenadas sem reposicdo : G, = (7) = r,(n"ilr), (subconjuntos)

» Namero de permutagdes de n elementos: n! (a.o. sem rep)
» Niamero de permutacdes de uma populagdo com n elementos de r
tipos diferentes, com ny, ny, ..., n, elementos cada (ambiguidade)

n!
ni'no! ... n.!



Exemplo 22

Abaixo seguem ilustrados trés sistemas, com 3 componentes instaveis
cada. O sistema em série funciona se todas as 3 componentes estdo
funcionando; o sistema em paralelo funciona se pelo menos uma das
componentes funciona; e o sistema 2-de-3 funciona de pelo menos dois
componentes dos 3 funciona.

o 22
RO @ .g.g‘

2-out-of-3

Series



Exemplo 22

Abaixo seguem ilustrados trés sistemas, com 3 componentes instaveis
cada. O sistema em série funciona se todas as 3 componentes estdo
funcionando; o sistema em paralelo funciona se pelo menos uma das

componentes funciona; e o sistema 2-de-3 funciona de pelo menos dois
componentes dos 3 funciona.

S foe

2-out-of-3

Considere os eventos

A; : a i—ésima componente funciona, i=1,2,3.
Bs : o sistema em série funciona

B, : o sistema em paralelo funciona

B> : o sistema 2-de-3 funciona

Descreva Bs, B, e B, em fungdo dos eventos A;, i=1,2,3.



Exemplo 23

Defina uma particdo de Q usando operacdes entre os eventos A;, Ay e Az

S




