Aula 2 e 3: Espaco de
probabilidade e
probabilidade condiciona



Definicdo Classica

Definicdo 1

Considere um experimento cujo espago amostra Q2 (finito) tem n
elementos. Suponha que a ocorréncia de cada elemento do espacgo
amostral tenha a mesma probabilidade. Seja A um evento de Q2 com m
elementos. A probabilidade de A, denotada por P(A), é dada por

_A_m

P(A) = o1 = -

onde | - | denota a cardinalidade do conjunto.



Exemplo: espaco amostral finito

Exemplo 1. Considere o experimento em que um dado honesto é
lancado e a face voltada para cima é registrada.
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Exemplo: espaco amostral finito

Exemplo 1. Considere o experimento em que um dado honesto é
lancado e a face voltada para cima é registrada.Nesse caso o espaco
amostral € Q = {1,2,3,4,5,6}.Como o dado é honesto, para cada
elemento de Q, associamos a probabilidade 1/6. Assim,

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 1/6.
Além disso, a probabilidade da face ser par:

P40y = 2R 32

Ja a probabilidade da face ser maior que 4:

p(s.e = G 21
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Note:
» A probabilidade & uma fun¢&o da classe dos eventos em [0,1].

» Importancia do Principio Basico de Contagem (para calcular o
nimero de elementos do espaco amostral e do evento)

Problema: como definimos as probabilidades dos elementos de Q
quando o espaco amostral for infinito?




Definicdo frequentista

Definicdo 2
Suponha que um experimento, cujo espaco amostral é Q, seja realizado
repetidamente em condigcdes exatamente iguais. Para cada evento A do
espago amostral , definimos N,(A) como o niimero de vezes que o
evento A ocorre nas n primeiras repeticdes do experimento. Entdo a
probabilidade do evento A, é definida como

P(A) = lim Ne(A)

n—o0 n




No experimento do dado honesto. Suponha que estejamos interessados
na probabilidade da face ser par. Considere as seguintes realizacdes do
experimento:
n=10

3,5,4,5,2,6,3,1,2,5
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No experimento do dado honesto. Suponha que estejamos interessados
na probabilidade da face ser par. Considere as seguintes realiza¢ées do

experimento:
n=10
3,5,4,5,2,6,3,1,2,5

Logo P(A) =4/10=0,4

n=20
4,1,3,6,3,3,1,3,4,5,6,6,5,4,3,5,3,6,6,4

Logo P(A) =9/20 = 0,45
n=30

2,1,3,6,4,5,2,1,1,3,6,1,4,5,6,5,3,6,2,5,2,4,4,2,6,5,1,3,2,2

Logo P(A) = 16,/30 = 0,533



Add graph



Problema: como saber que N,(A)/n convergira para algum valor limite
constante?




Definicdo Axiomatica

Defini¢do 3
Sejam € o espaco amostral de um experimento e F a classe dos eventos
de Q Uma probabilidade é uma funcio definida em F satisfazendo as
seguintes condicdes:

i. P(A) >0 paratodo A € F.

i. P(Q)=1.

ii. Se (Ax)k>1 € uma sequéncia de eventos de F mutuamente

exclusivos, ent3o:
P( U Ak) =3 P(A)
k=1 k=1



Definicdo Axiomatica

Defini¢do 3
Sejam € o espaco amostral de um experimento e F a classe dos eventos
de Q Uma probabilidade é uma funcio definida em F satisfazendo as
seguintes condicdes:

i. P(A) >0 paratodo A € F.

i. P(Q)=1.

ii. Se (Ax)k>1 € uma sequéncia de eventos de F mutuamente

exclusivos, ent3o:

P(gAk) - g:l P(A)

Definicdo 4
A tripla (R, F, P) é dita um espaco amostral.



No exemplo do dado honesto. Seja F a classe de todos os eventos de
Q=1{1,2,3,4,5,6}
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No exemplo do dado honesto. Seja F a classe de todos os eventos de
Q=1{1,2,3,4,5,6} (conjunto das partes). Mostre que a fun¢do que
associa a qualquer evento A € F ao valor

é uma probabilidade.



E se o dado for desonesto?

Exemplo 1. Suponha que para um dado viciado a face 6 tenha trés vezes
mais chances de aparecer que as demias. Isto &, queremos que os eventos
simples tenham as seguintes probabilidades:

P({6}) = 0,375, P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = 0,125.
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mais chances de aparecer que as demias. Isto &, queremos que os eventos
simples tenham as seguintes probabilidades:

P({6}) = 0,375, P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = 0,125.

Como é podemos definir a funcdo de probabilidade?

Qual a probabilidade da face ser par? E de ser menor que 47



Espaco amostral enumeravel
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eventos unitarios, isto € P({wk}) para todo k > i, determinamos as
probabilidades de qualquer evento A € F
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Espaco amostral enumeravel

Considere um experimento cujo espago amostral é Q = {wq,wo, ...}

» Axioma iii. implica que, uma vez determinada as probabilidades dos
eventos unitarios, isto € P({wk}) para todo k > i, determinamos as
probabilidades de qualquer evento A € F

P(A) = P( U {wr}) = 3 PUwkd)

wkEA wgEA

» Em particular, se o espago amostral é finito e todos os seus
elementos tém a mesma probabilidade de ocorréncia (equiprovaveis),
para qualquer evento A € F vale quee

PA = 3 Pl = Y & = 1

wkEA wkEA |Q| - |Q‘



Propriedades da Probabilidade

Seja (2, F, P) um espago de probabilidade

i. P(0) =0

ii. Sejam Ay, ..., A, eventos de F mutuamente exclusivos, ent3o:
n n
P A) = P(aw)
k=1 k=1

ii. P(A) =1— P(A) para qualquer evento A € F.
iv. Dados dois eventos A, B € F, se A C B entdo P(A) < P(B).
v. Dados dois eventos A, B € F

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

vi. Dados A;, ..., A, eventos de F

n

P( U Ac) <7 P(A)

k=1



Exemplos: eventos equipro

2. Se dois dados honestos sdo lancados, qual & a probabilidade de que a
soma das faces seja igual a 7.
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5. Num grupo de r pessoas qual a probabilidade de pelo menos duas
delas fazerem aniversario no mesmo dia?
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probabilidade de que o comité seja formado por 3 homens e 2
mulheres?
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probabilidade de alguém sair com um full house?



Um comité de 5 pessoas deve ser selecionado de um grupo de 6
homens e 9 mulheres. Se a selecio for feita aleatoriamente, qual é a
probabilidade de que o comité seja formado por 3 homens e 2
mulheres?

Uma urna contém n bolas, uma das quais é especial. Se k dessas
bolas s3o retiradas uma de cada vez, e todas as bolas na urna tém a
mesma a probabilidade de serem retiradas. Qual é a probabilidade
de a bola especial ser escolhida?

Numa m3o de pdquer de cinco cartas, o full house ocorre quando
alguém sai com trés cartas de mesmo valor e duas outras cartas de
mesmo valor (que é naturalmente diferente do primeiro). Assim, um
full house & formado por uma trinca mais um par. Qual é a
probabilidade de alguém sair com um full house?

Nos Estados Unidos, cada um dos cinquenta estados é representado
por dois senadores. Suponhamos que uma comissio de cinquenta
senadores é escolhida ao acaso. Qual a probabilidade de um
determinado estado estar representado na comissdo?



Eventos ndo equiprovaveis

10. J. leva dois livros para ler durante as férias. A probabilidade de ela
gostar do primeiro livro é de 0,5, de gostar do segundo livro é de 0,4
e de gostar de ambos os livros &€ de 0,3. Qual é a probabilidade de
que ela n3o goste de nenhum dos livros?



Probabilidade Condicional



Exemplo 11

Considere o experimento lancar dois dados honestos. Logo, cada um dos
36 resultados possiveis é igualmente provavel e tem probabilidade 1/36.
Sabendo que o lancamento do primeiro dado tenha sido igual a 3, qual é
a probabilidade de que a soma das faces dos dados seja igual a 87



Definicdo:
Sejam (Q, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos tal que
P(B) > 0. Ent3o a probabilidade de A dado B, denotada por P(A | B), é

definida como
P(AN B)

P(A1B)= — 55



Definicdo:

Sejam (Q, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos tal que
P(B) > 0. Ent3o a probabilidade de A dado B, denotada por P(A | B), é

definida como
P(AN B)

P(A1B)= — 55

No exemplo dos dois dados honestos. Defina

A : a soma das faces dos dados é igual a 8.
B : a primeira face é igual a 3.

Logo,

A=1{(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}
B =1{(3,1):(3,2),(3,3),(3,4).(3,5), (3,6)}
AN B = {(3,5)}



Definicdo:

Sejam (Q, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos tal que
P(B) > 0. Ent3o a probabilidade de A dado B, denotada por P(A | B), é

definida como
P(AN B)

P(A|B) =
No exemplo dos dois dados honestos. Defina

A : a soma das faces dos dados é igual a 8.
B : a primeira face é igual a 3.

Logo,
A=1{(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}
B =1{(31),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6)}
AN B ={(3,5)}
e portanto

_P(ANB) 1/36 1
PAIB)= P(B)  6/36 6




12. Uma moeda é jogada duas vezes. Supondo que todos os quatros
pontos no espaco amostral Q = {(k, k), (k, c),(c, k),(c,c)} sejam
igualmente provaveis, onde k representa cara e c representa coroa,
qual é a probabilidade condicional de que dé cara em ambas as
jogadas, dado que
(a) dé cara na primeira jogada?

(b) dé cara em pelo menos uma das jogadas?
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13. Celina esta indecisa quanto a fazer uma disciplina de francés ou de
quimica. Ela estima que sua probabilidade de conseguir um conceito
A seria de 112 em uma disciplina de francés e de 213 em uma
disciplina de quimica. Se Celina decide basear a sua escolha no
lancamento de uma moeda honesta, qual é a probabilidade de que
ela obtenha um A em quimica?



12. Uma moeda é jogada duas vezes. Supondo que todos os quatros
pontos no espaco amostral Q = {(k, k), (k, c),(c, k),(c,c)} sejam
igualmente provaveis, onde k representa cara e c representa coroa,
qual é a probabilidade condicional de que dé cara em ambas as
jogadas, dado que
(a) dé cara na primeira jogada?

(b) dé cara em pelo menos uma das jogadas?

13. Celina esta indecisa quanto a fazer uma disciplina de francés ou de
quimica. Ela estima que sua probabilidade de conseguir um conceito
A seria de 112 em uma disciplina de francés e de 213 em uma
disciplina de quimica. Se Celina decide basear a sua escolha no
lancamento de uma moeda honesta, qual é a probabilidade de que
ela obtenha um A em quimica?

14. Considere uma urna com 3 bolas brancas e sete botas vermelhas.
Duas bolas s3o retiradas das urnas, umas ap6s a outra sem
reposicdo. Determine o espaco amostral 2 e as probabilidades de
cada elemento de Q.



De forma mais geral temos o seguinte resultado:

Proposicdo: Regra da multiplicacdo

Sejam (Q, F, P) um espago amostral e A, Ay, ... A, € F

P(DnlAk) — P(A1)P(As | A1)P(As | A1NAs). .. P(Ay | Ain...NAs1)




De forma mais geral temos o seguinte resultado:

Proposicdo: Regra da multiplicacdo

Sejam (Q, F, P) um espago amostral e A, Ay, ... A, € F

P(DlAk) — P(A1)P(As | A1)P(As | A1NAs). .. P(Ay | Ain...NAs1)

No exemplo anterior calcule a probabilidade do evento
B N B> N V3N VaN Bs em cinco retiradas de bolas da urna, sem
reposicdo.



Férmula das Probabilidades Totais

Sejam (2, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos.

P(A) = P(A| B)P(B)+ P(A | B°)P(B°)




Foérmula das Probabilidades Totais
Sejam (2, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos.

P(A) = P(A| B)P(B)+ P(A | B°)P(B°)

15. Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser
divididas em duas classes: aquelas que sdo propensas a acidentes e
aquelas que n3o s3o. A estatistica da companhia mostra que uma
pessoa propensa a acidentes tem probabilidade de 0,4 de sofrer um
acidente dentro de um periodo fixo de 1 ano, enquanto essa
probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa ndo propensa a
acidentes. Se supomos que 30% da populagdo é propensa a
acidentes, qual é a probabilidade de que um segurado sofra um
acidente no periodo de um ano posterior a compra de sua apélice?



Férmula das Probabilidades Totais

Sejam (2, F, P) um espago amostral e A, B € F eventos.

P(A) = P(A| B)P(B)+ P(A | B°)P(B°)

15. Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser
divididas em duas classes: aquelas que sdo propensas a acidentes e
aquelas que n3o s3o. A estatistica da companhia mostra que uma
pessoa propensa a acidentes tem probabilidade de 0,4 de sofrer um
acidente dentro de um periodo fixo de 1 ano, enquanto essa
probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa ndo propensa a
acidentes. Se supomos que 30% da populagdo é propensa a
acidentes, qual é a probabilidade de que um segurado sofra um
acidente no periodo de um ano posterior a compra de sua apélice?

Suponha que um novo segurado sofra um acidente em menos de um
ano ap6s a compra da apélice. Qual é a probabilidade de que ele
seja propenso a acidentes?



De modo geral

Férmula das Probabilidades Totais

Sejam (2, F, P) um espaco amostral e By, ... B, € F uma particdo de
Q (eventos mutuamente exclusivos cuja unido é Q). Para qualquer
evento A € F vale que

P(A) = ZP(A | Bk)P(Bk)
k=1



Férmula de Bayes

Sejam (€, F, P) um espaco amostral e A, B € F eventos.

P(A)P(B | A)
P(A] B) = P(A)P(B | A) + P(A<)P(B | A°)




