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1

FuNcOES INTEGRAVEIS

ﬂﬁ,i\‘O objetivo deste capitulo ¢ destacar as fungdes integriveis que viio interessar ao curso. -
- Este capitulo poderd ser omitido pelo leitor que jd tenha estudado o Apéndice 4 do Vol 1.

];1,1. ALGUNS EXEMPLOS DE FUNCOES INTEGRAVEIS E DE
FUNCOES NAO-INTEGRAVEIS

. Nesta seciio, apresentaremos alguns exemplos de fungdes integraveis e de fungoes nao-
-_:intcgréveis. trabalhando diretamente com a defini¢do de integral de Riemann.

~ Antes de comegar a estudar os exemplos que apresentaremos a seguir, sugerimos ao lei-
- tor rever a definigio de integral de Riemann apresentada na Se¢. 11.3 do Vol. 1.

~ EXEMPLO 1. Prove, pela definigio, que a fungdo constante f (x) = &, x € [a, bl ¢ integrivel
b

- em [a, b] e que j. f(x)dx = k(b — a)

3 a

Solugao

~ Paratoda partigio P 1 a = X< Xy < Xy < o X - T S X, T b de [a, b] tem-se,

- independentemente da escolha de ¢; em [x; _ |, x;), i variando de Tan.

2": f(ci)Axi=i kAri=kiAxi=k(l)—a).

i=1 =1 =i

k.. Segue que dado € > 0 ¢ tomando-se um & > 0 qualquer tem-se. independentemente da
+ escolha dos ¢;,

n
Z flei) Ax; ~ k(b—a)=0<¢€

i=l1
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para toda partigio de [a. b], com méx Ax; < 8. Logo,

n
lim z flei) Ax; = kb~ a)
i=1

mix Ay, — 0
i

ou seja, f ¢ integravel em [a, b] e
b , ) 2
j F(ody = k(b — a).
Iy

Antes de passarmos ao préximo exemplo faremos a seguinte observagio.

Observagiio. De acordo com a definigio de integral, sendo f integravel e [a. b, dado € =
0 existird & = 0 que s6 depende de €, mas nao da escolha dos ¢, tal que

- . /]
Y rtendy [ rodd< <
im a 2

para toda partigao P de [a, b], com médx Ax; < 8. Segue que se P for uma particao de [a, b).
commix Ay; < 8, esec;e ¢; (i = 1,2, ..., n) forem escolhidos arbitrariamente em [x; — 1,
Xx;], teremos

n
b
2 fle) Ax; — L flx)dy < ;
i=1 -
¢
" b .
> 1@ A - [ < S
i= ¢ 2
€. portanto,

i=1

n "
D e dn =Y fle) Ay <e
i=1

para toda particao P de [a. b], com miix Ay, <7 8, independentemente da escolha de cevd;.
Deste modo, se ffor integrdvel em [a, 5], duas somas de Riemann quaisquer relativas a uma
mesma parti¢io P, com médx Ax; suficientemente pequeno, devem diferir muito pouco uma
da outra, e 0 médulo da diferenga entre elas deveri ser tanto menor quanto menor for mdx
Ax,'.

EXEMPLO 2. (Exemplo de fungio ndo-integravel). Prove que

L jlsexe
f"‘)-{OSc);GO

ndo € integravel em [0, ).

3 |

Funcoes Integrdaveis

i fic) Ax = 2 Ay =1.
i=1 =1

. Se &, &, ..., &, forem irracionais

n
> f@) ax =0

. De @ e @ e da observagdo anterior segue que f ndo é integrdvel em (0. 1].

_ [Osex#]1
f(”_{l sex =1,

- ,
Prove que f ¢ integrdvel em [0, 2] ¢ que Jo f(x)dx=0.

. olugao

[ [ € Cn
I P 2
B Xo Xy Xy Xiy  X; Xn-1 Xp
Sel€y .1l
3 0 sec; # 1

B ”
'ISe l=x_jec;i_=¢=1, Z fleiyAx; = Ax; ) + Ax;.
2 i=1

~+ Fica a seu cargo concluir que. em qualguer caso

n
Y fle) Ax; — 0= 2 mix Ay,

i=1

- independentemente da escolha dos ¢;. Portanto,

Y 2
Ii (ci)Ax; =0=| f(x)dr.
méx;.l\lr],‘—yo ; St ! -[0
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([)[t))s;ve que a funcao do exemplo anterior ndo é continua em [0, 2], entretanto, ¢ integrivel
em [0, 2]. v

EXEMPLO 4. Seja

I se=x

=]
2se | << x =<2,

f(x)={

2
Prove que f ¢ integrivel em [0, 2] e que Jo flxydx=3.
Solugdo

Consideremos a partigao 0 = xg < xy < ... <X _ | <X; <
I e I J_ l ., e
l.l‘! . ].Xj].

<. X, = 2 e suponhamos que

2 Oy
H—
P
b1y 2
X-1%
Temos:
n fxa + L - - — =
Zf(c,-)Ax,-= G T O=x_)+22—x) sex;_ ==l
= Yo t2G -5 Pp+H22-x) se l<g=y
Segue que
- I —x se X =S¢ =<
Y flepay-3=4 Gor= Gl
=1 l=x_y sel<g=yx

(Interprete geometricamente.) Logo,
n
Z Fle) Ax; — 3 = méx Ax;
i=1

independentemente da escolha dos ¢, Portanto,

n

N
li YAy =3= |
méxquo le flepy Ax; =3 IO f(x) dx.

EXEMPLO 5. Prove que

nao € integravel em [0, 1].

Fungées Integrdveis S 1

n
Seja P uma parti¢ao qualquer de[0,1]e ¥ fl¢;) Ax; umasoma de Riemann de frelativa

: i=1 .
1 esta partic@o. Tomemos ¢y em 10, xy[. ée mantivermos fixos ;. €3, ..., €, t€remos

n
lim Z f(c;) Ax; = + %. (Por qué?)

- ¢ =0 4
' i=1

Logo, ndo existe nimero L tal que

n
lim Y fe)Ax =L
i=1

max Ax, — (0 ps

ou seja. f ndo ¢ integravel em (0, 1]

 Observe que a fungio do exemplo anterior nao ¢ limitada em |0, 1). (Lembramos que [
mitada em [a. b] significa que existem reais ace B tais que, para todox € [a, b),a=fix)=

© O préximo teorema. cuja demonstragio encontra-se no Apéndice 4 do Vol. 1, conta-nos
que uma condi¢do necessdria para f ser integrdvel em [a, b] € que fseja limitada neste inter-
valo. Tal condicio ndo € suficiente. pois,

o1 sexe@
“")'{0 se x €0

A

¢ limitada em [0, 1], mas niio ¢ integrdvel neste intervalo.

Teorema. Se [ for integrdvel em [a, b], entdo fserd limitada em [a, b].

Exercicios 1.1

* 1.Sejaf: [0, 1] — IR dada por

Prove que f ¢ integrdvel em [0, 1] e que

j: F(x)dx = 0.
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xsex€Q
2.Sejaf: 0. 1] — IR dadaporf(x) = g ge y & Q

n

1
a) Verifique que se os ¢; forem racionais 2 f(¢;) Ax; tende a —, quando madx Ay; — 0,

i=I 2
k) Prove que fnio ¢ integravel em {0, 1].

3. Calcule, caso exista, e justifique sua resposta.

se 0= x <71
se x =1

rJ 4 =

o L f(x)dx onde f(x) ={
b J‘3 dx onde Fix) = S
) Of(x) x onde f(x) = 3 se2=

i
()I fix)dy onde f(x)= "x—‘scf)e._‘b'l
2 se
xsex€Q

1
) L] flx)dx onde fi(x)= x e X0

1.2. FUNCOES INTEGRAVEIS

Os teoremas que enunciaremos a seguir, ¢ cujas demonstragdes encontram-se no Apén-
dice 4 do Vol. 1. destacam as fungdes integriveis que vao interessar ao curso.

O teorema | conta-nos que toda funcdo continua em [a, b] € integravel em |a, b ¢, 0
teorema 2, que toda fungao limitada em [a, b] e descontinua em apenas um nimero finito de
pontos de [a. b] ¢ integrivel em [a. b).

Teorema 1. Se f for continua em [a, b]. entdo fserd integravel em [a, b].

Teorema 2. Se f for limitada em [q, b] e descontinua em apenas um ndmero finito
de pontos de [a, b), entdo fserd integravel em [a, b].

EXEMPLO 1. f(x) = cos 3x ¢ continua em [— 1. 5], logo integrdvel neste intervalo.

EXEMPLO 2. Verifique se

é integravel em [—1. 3].

Solugao

éhmltadaeml-l 3). pois, para todo xem [— 1, 3], 0=f(x)=

EXEMPLO 3. Verifique se

k integravel em [—1, 31,

: 0, pois f nio ¢ limitada em [ 1.3].

tinua apenas em x = 1. Pelo teorema 2, fé integravel em | 1. ].

Fungées Integrdaveis 7

2: além disso, ['¢é descon-

Exercicios 1.2

~ 1. A fungiio dada ¢ integrivel? Justifique.

f'\

<2

-1=x

a) fix)=

+
by fix)y=e*

0= 4

.‘.'\

2 se-2=x<1

1

o) flx=

Zosel=a=2

-

] se x=10
sen x

d) fixy=

seD< xy=1

X

0 sex=10

&) jx)= s;n—l- el x=1
X

l

1 1 2
\en— se<x=—
T

2 serl<x<0

g fxy= 5 sex =10
se0<<x=1

=], xz0
h)f(x)—{

i%

1
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b b
[reoar=["ear =
3 a a
XEMPLO 1. Calcule jo Fx) dx

x2se 0=x=1

-2 se |l<x=2

} 4

FuncAo DApA POR INTEGRAL

2.1. CALCULO DE INTEGRAL DE FUNCAO LIMITADA E
DESCONTINUA EM UM NUMERO FINITO DE PONTOS

— e - ———
N —— - -

O teorema que vamos enunciar € demonstrar a seguir conta-nos que se f'¢ g forem inte-
g~ra’ve(s G b]. ¢ sej: (x) Joqdijeteniedas Ry Entaperasiar ZES o suicias pania et ¢ integrével em [0, 2], pois ¢ limitada e descontinua em apenas x = 1. Temos
tdo suas integrals serao 1guais. '

2 I 2
I f(x)dx = I fix)ydc+ I fx)dx.
Teorema. Sejam fe g integriveis em [a, b] e tais que f(x) # g(x) em apenas um 0 0 !

namero finito de pontos. Entao S .':['0 1, £ (x) = 12 logo
L D » WUSY,

_[:f(x)(tr=j:g(x)dx. f;f<-r>dr=f(: xzdx=%.

Demonstragio [1, 21, f (x) difere de 2 em apenas x = 1:dai
X
h(x) = g(x) — flx) ¢ mtegravel em [a, b] e h(x) = (), exceto em um numero finito de pontos. .
Como ’ P2 2ixP =212
" Lf(x)dx_-L -;d).—[ n.\]l— n 2.
lim h(c;) Ax;
maix Ax,. -0 ‘gl (@) '
independe da escolha dos ¢;. resulta que tal limite € zero, pois, para cada parti¢io P de [a,

2 1
=—+2In2.
b), podemos escolher ¢; em [x; _ . x;) ¢ = 1,2, ..., n de modo que A(c;) = 0. Assim Iof(x) & 3 "

n

h
j hix)dx = lim Z hie)Ax; =0
u max At‘. — 0 i=1

X
PLO 2. Calcule jo F(ydt, x = 0, onde

1 se 0=r<1
fi=

2—1se r=1.

ou seja,

b
L (8(x) — f(x) dx =0
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Solugao

Para todo x = 0, f¢ integravel em [0, x], pois i 2 limi
: 8 R . X], pois, neste tervalo, f¢€ limitada e desconti
mdximo em um ponto. Temos / escontinuno

X
. J'Ordz se 0=x=1
_[f(:)m=
0 1 X,
Lxdr+f] (r=—Ddt se x =1
f(r)r PG

[ T —

J:: findr =J(: ¢ dr J‘OX firydt =‘|‘0| tdt+ f(rz =) dt

Como
. x XZ x 3 X 3
Itdt=——ej (lz—l)dr=[L-—,} =X 2
0 2 o =3T3
3 f 3 3
segue que
x2
. o se 0=y=]
J'f(ndrz
! IS 2
—+ X —x+ <
2 3 X 3 s¢ x =1
ou seja,
P
oy - e
j“' . > se 0= xy=1
0f(l) P = ;
X

2 x+ L e x>
3 g e x>l

Fungao Dada por Integral 11

; Sejam x;. X3, ..., X,,. p pontos do intervalo {a, b] ¢ seja fuma funcio definida em todos os
ontos de [a, b], exceto em x;. Xs. ..., X,. Suponhamos f limitada ¢ continua em todos os
atos de seu dominio. Pela definigao de integral. ndo tem sentido falar na integral de fem

b), pois f nio estd definida em todos os pontos de [a, b]. Entretanto, a fungio g definida

em [a, b) e dada por
fx) se x & {x), X2,.... Xp}
g(x)=
m= s X=X,

; : de 11y, M. ..., 11, SAO niimeros escolhidos arbitrariamente, ¢ integravel em [, b] e o valor
a integral independe da escolha dos m;. Nada mais natural, entdo, do que definir a integral

le f em {a. b| por

b b
j f(xydy = _[ 2(x) dx.
« a

3 2
IXEMPLO 3. Calcule In f(x) dx onde

Y ose 0=x<1
flx)y=

L se | < x=2.

2
X"

~

oludo

: ! 2 I 1P 3
xyde=| xldet de=—=+|-—1 ==,
provace [ e [ pam e[ 5] -5

b .
XEMPLO 4. Io . dx nio existe no sentido de Riemann, pois ! ndo ¢ limitada em
/ X

2 se 0=sx<1




12 Um Curso de Céleulo — Vol. It

X

3 .
c‘)I'f(,r)dx onde f(x)={l+x2
. S se x =1

s¢ x#1

1
2 — s -
d) J N glu) du onde glu)= {uz se lul=1

1] se lul <1
2. Calcule

a Cft se 0=¢0
a) J-o Sty dr onde f(t)—{U s 121

2 se —l=r=1

) jl £ dt onde f(:)={2 N

X ) ,2
) Io fleydr onde (1) = )

N 1 se 0=¢<1
d)j F)yde onde f() =12 se 1=72
L 3 se t=2

2.2. FUNCAO DADA POR UMA INTEGRAL

Seja fuma fungio definida num intervalo / e integrivel em todo intervalo [c, d] contido

X
em /. Seja a um nimero fixo pertencente a /. Para todo x em /, a integral j f(1) dt existe;
a

podemos, entio, considerar a fungio F definida em / ¢ dada por

X
® Fx) =J F() dr.
a

Nosso objetivo é estudar a F com relagio a continuidade e derivabilidade. Na Seg. 2.4,
estudaremos (1) supondo f continua em I; provaremos que, neste caso, F é derivdvel em | ¢
que F' (x) = f(x) para todo x € I. Na Seg. 2.5, estudarcmos (D) supondo apenas que f seja
integrivel em todo intervalo [¢, d} C [ ¢, portanto, niio necessariamente continua em /. Pro-
varemos. entio, que mesmo neste caso a £ serd continua em I; provaremos, ainda, que F
serd derivdvel em todos os pontos em que f for continua e se p for um ponto de continuidade
de [, entao F' (p) = f(p).

Observe que, tendo em vista 0 que dissemos acima, o grdfico de F nao pode apresentar
salto. Portanto, se vocé estiver eshbogando o grafico de uma fungdo dada por uma integral e
se 0 seu grifico apresentar salto, apague e comece de novo!

Fungdo Dada por Integral

) RS
PLO 1. Esboce o grifico de F(x) = J’O £(#) dt onde

1 se 0=r<2

[ =
2 se t=2,

4 definida para todo x = 0. Temos

X
Ildr
0
F(x)=

2 _
Ild:+rzdr se x> 2
0 2

o f f
I 1
' 1 1
' 1 |
—_— —
L L
: ! . H
X 2 2 x

X . 5 2 X
f J‘f(t)dt=rldlsc0£~x€2 rf(t)m:I |d;+j‘2msc.x>2
0 i (] (4] 2

_x se 0=x=2
F(x)_{2x-2 se x =2
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EXEMPLO 2. Esboce o grifico da fungao

Flx)= J(:f(i) di onde [f(1)= {

Solugdo

O dominio de F ¢ o intervalo [— 1. + =|. Temos:

X
J. 1 dr
0

1 ¢
I tdz+_|"2m .
{1 1

X
Fln= J‘" Fydi =

B

-1 X

Nl X
j f(l)dI=J‘ ldtse—1=x=]|
0 [

x se —l<ux

F(x)=
14[2e]f se x>1

Fungédo Dada por Integral

'ij

1 s¢ —I=r<1

2 se 1=1 que que F’ (x) = [ (x) para todo x = 0.

. }
0, fserd continua no intervalo de extremidades 1 ¢ x: logo. J.l f (1) dr existe para

0.Se x = 0, aintegral J.x (1) dt ndo existe, pois fndo € limitada em 10, 11. O domi-

* U, ] 1

SRR R é, entdlo, o intervalo ]0, +=[.
v ] .

= I — di, x > (; assim
1t

Fx =[] =hnx

:'_E_- que F’ (x) = % =f(x)x=0.
—
nmE
i : : boce o gréfico da fungdo F dada por
| 1 X

> X _
F.(x)-jo F(t)di onde f()=

x _ I X 1
floodi=) lde+ | 2dt sex =1 s 121
[ roa-rae , ,
) F(x)=j’z dt
1 (x se —lsxy=| !
= . 2 se =0
2v—1 se x>=1 F(x)=I f(t)dr onde f(r)= )
. ! 0 se r=0
Ix Ose r=1
(x)=| f()dt onde f(1)=
; : . 1 se 11

¢ e t se —2=1=<0
)=jn f(1)ydr onde f(1)=

e se t =0

——— -

(e Sy

b .
i ,(x)=j Sy dt onde f(1)=
dﬁ . -5

(x) = J: e ' dr

0 se ltl=1
12 se <1
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x tose t#1
2. Seja F(x) = j f(n dr onde f(1)=

! 2 ser=1 sontinua em [a, b], pelo teorema de Weierstrass, f assume em [, b| valor ma-
mini i ixi o valor minimo de fe b). Assim,
a) Esboce o gréfico de F. m(]). Sejam M o valor maximo e m or mini fem [a, b] i

b) Calcule F' (x). m=f)=M

3. Determine o dominio da fungio #

x 1 a I
Fy=| ——at b) F(x =J — b b P
a Fo=) 753 VRO =) T J‘yndeJf(x)drt-.[;de
a a a
¢) Flx j U d) Fix) J' dt
& X)) = (x) =
b2 -4 LR |

2 ose 1|

b
* m(b‘a)ﬁjf(X)deM(b-a)
4. Seja F(x)=L fir)ydronde f(1)= 3 o
!

se 1= 1.

a) Verifique que F' (x) = f (x} em todo x em que f for continua.

/ N
b) F é derivavel em x = 17 ! bf(.t) dx\y
m =\ =M
r 1 se +#1 \IL /a/
5. Seja F(x) -——j fuydr onde fin =+
e {2 se r=1. b
[reas _

4) Verifique que F' (x) = f(x) em todo x em gue f for continua. e modo, —LbTa—_ é um nimero entre 0 menor ¢ o maior valor de fem [a, bz pelo

by F é derivavel em x = 17 Em caso afirmativo, caleule F' (1) e compare com (1), na do valor intermedidrio. existe ¢ em [a, b] tal que

. 2 ose 1<

6. Seja F(.t)=J‘ fityde onde flry=41
(H] o

t

b
I fix)dx
f((_-) =24

se r=1. bh—a

Verifique que /' (x} = f(x) para todo x.

b
. dx = f(¢) (b — a).
2.3. TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAL [foa=ro@e-a

No préximo pardgrafo, vamos enunciar e demonstrar 0 2.” teorema fundamental do célcu-

lo. Para tal, vamos precisar do teorema do valor médio ou teorema da média para integral. Inte rpretaciio Geométrica do Teorema do Valor Médio para lntegral

Teorema (do valor médio para integral). Se ffor continua em [a, b]. entdo existi-

E b
ri pelo menos um ¢ em {a. b] tal que Suponhamos f continua em [a, b] e f(x}) = 0 em [a, b]. Assim, L F{x) dx éadreado

conjunto A limitado pelas retas x = a, x = b, pelo eixo Ox e pelo grifico dey = f(0). 0

f rema do valor médio conta-nos, entao, que existc ¢ em {a, b] tal que a drea do retingulo
e base b — a e altura f (¢) é igual A drea de A

h
jf(.r)dx=f(<‘) (b—a) i

Y
-




18 Um Curso de Calculo — Vol. Il

\

Q g - -

A ot — e
T m—————

Antes de encerrar a se¢do, vamos destacar uma outra propriedade que serd utilizada na
demonstragio do 2.° teorema fundamental do célculo.

Seja f integravel em [a, »] e seja ¢ € Ja, b[. Vimos na Se¢. 11.4 (Vol. 1) que se f for
integravel em [a, ¢] e em [¢, b), entidio

J.:f(x) dx = j:f(x) dx + Lbf(x) dv.

Pois bem, na préxima se¢io, vamos precisar da seguinte propriedade, cuja demonstra-
¢do deixamos a seu cargo: “Se f for integrdvel em todo intervalo fechado contido em /, entio

Jff (x)dx = J:f (x) dx + jff(x_) dx

quaisquer que sejam «, B e ¥ no intervalo 1.”

Exercicios 2.3

b
L. Suponha f(x) = O e continua em [a, b]. Prove que I f(x)dy =0,
a

b
2. Suponha f(x) = 0 e continua em [a, b]. Prove que se I f(x) dx = 0, entdo f(x) = 0, paratodo
@
X € [a bl

3. Suponha f{x) = 0 ¢ integrivel em [a, ). A afirmagio

b
"I fx)dyx =0=f(x)=0em|a, b]"
o
¢ falsa ou verdadeira? Justifique.

4. Suponha fcontinua em [a, b]. Prove

b
j [P dv =0 o f(x) = 0em [a b].

0 que segue, referir-

Fungéio Dada por Integral 19

oomﬂmas em [a, b], com f(x) = D em [a. b]. Prove que existe 0 E la, b] tal que

b ' b
[0 1 e ar=so [ 1
a

1A FUNDAMENTAL DO CALCULO.

(CIA DE PRIMITIVAS

ano in

b o integral r f(1) dr existe: podemos, entao, considerar a fungio F
Fand a

tervalo / ¢ seja @ um ponto em 1. Como estamos supondo f continua

x o
Fx)= Lf(l)dt-

que a F acima ¢ uma primitiva de fem /. isto &, F" (x) = fix) para
nos-emos a este resultado como 2. feorema fundamental

implesmente, teorema fundamental do cdlculo.

a seguir

i ;damenlal do cdlculo). Seja f definida ¢ continua no intervalo /e seja

condicdes, a fungiio F dada por

Fx) = I:f (nd, xel

tiva de fem I, isto &, F" (x) = f(x) para todo x em /,

provar que, para todo xem /,

F'(x)= lim ——————F Gtm-Fx) fix).
h—=0 h

n_go | 0@ [ o a

(x +
- h h h

‘do valor médio para integrais existe ¢ entre x e x + htal que

[ roa=ron
X
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Assim,

F(x + h) — F(x)
h

= f(e)

Tendo em vista a continuidade de fem / ¢ observando que ¢ tende a x quando 4 tende a zero

resulta x

Calcule G’ (x) = _[l dr.

e 1+ *
. x+h)y— F(
FI (x)= hlﬂ;no(_t%:f(x) -

X

Observe que o teorema fundamental do cdlculo garante-nos que toda fungio continua
emum intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso. exibe-nos. ainda, uma
primitiva.

. . 3 , — P2 ) .
EXEMPLO 1. Seja F(.x)=L T di. Caleule F (), CW=FER2 ¢ F@
Solugao
. - Ox
G'= T E

Observe que o dominio de F ¢ IR, pois, f(f) = 7 ¢ continua em IR. Pelo tecorema fun-

1+

damental do cdlculo a mbém, calcular G’ (x) da seguinte forma:

Fungao Dada por Integral

4 U'“ sen 12 dt ] = sen u?.
du \ Jo

3
G (x) = F () onde F (x) = J-l Te s X

1+ x4

F' (x) = rf(f dr | = f( G(x)= c dr onde u = x°;
SO dr |=f(x) N EEa '
ou seja., 3
dG  d u 3 du
— d — '2
Py 3 dx duu ETE ')dr T
7
I+ x
Na notagio de Leibniz Ox
G (x)= T
, . \ ; 1+ x
- ——dt | =
dx[-[l 1+ ¢ J 1+ x* - & 3
’ y = —— dt.
alcule H' (x) sendo H (x) L“ I+ 2

d u S
EXEMPLO 2. Calcule — ( J sen (= df )
du \ Jo

Solucao . 3
C 1+ 14

Seja f (1) = sen 12, Temos: x

H@) = J'l d’+_"|r'

sen x

d u
— d —
n Uof(t) tJ [ () ——

¢ continua em IR, tomando-se um mimero real qualquer, por exemplo

3d1

+ 14

2 |
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ou
J.:’ d J'scnx 3 d
(X) = B — df
H) 11+t 1 1+ ¢4
dai
H (x) = C (rj)' (sen x)'
X) = , x3) = —————— (sen x
1+ (x3)* 1 + (sen x)*
ou seja,
2
H () = Ox 3cos x

1+ 12 1 +sen* x’

Uma outra forma para se obter H' (x) € a seguinte: como f (1) = A
{

IR, fadmite uma primitiva F; assim

&

¥ .
Hw=[ g da=[FOl,,
ou seja,
H(x) = F(x}) = F (sen x)
dari
H' (x) = F' (x%) 3x2 — F' (sen x) cos x.
Como
Fiin= —l+3_t“
segue
9x? 3cos v

H' (x) = - 3
14+ x12 | +sent x

EXEMPLO 5. Suponha f (1) continua em [ = r, r| (r = 0) ¢ considere a fungdo

X
Fx) = J.o fyde, x&[—rrl

Prove que se f for uma fungdo par, entdo F serd impar.

€ continua em

Fun¢do Dada por Integral 23 T

otese € de que f ¢ continua em [—r, rj e f(1) = f{=1em [—r, r]l. Queremos
F(—x)=—Fxyem|—nrl

X
I f(t) dr e fécontinua em [—r. r], pelo teorema fundamental do cdleulo
0

F'(x)y=f() em [—r. rl
[F(=x)) = F (=0 (—x)" =—F(-x)

[F(—=x)) = —f(—x), pois F' = f.
atodoxem|[—r, rl.

[FxX)+ F(—x)) =F @) - F (—0=f(x) —f(-x

[F(x) + F(—x)} = 0.
te uma constante & tal que, para todo x em [—r, r]. F(x) + F (—x) = k. Mas

i Ydr =0 e.assim. k = F(0) + F(—0) = 0. Portanto, F (x) + F(—x) = 0ou
—F (x), paratodo x € [—r, 1].

F (x) sendo F dada por

X
)=j o b) F(x)=r sen 1 di
-2 14 )
2 o2 B
= | cost* dr d) F(x) =J sen 1° dr
£3 1

A

ﬂF(x)=J"

2
AT

dt

4

S+1

3

X
hy F(x)= Io xT et ds

-
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. Suponha f (1) = 0 e continua cm IR. Estude a fungiio F{x) = [ty dr com relagio a cres- V
1

. Determine uma fungdo ¢ : IR — IR. continua, 1al que para todo x

. Suponha fcontinuaem [—r 7] {r = e considere a funcio

. Suponha f continua em IR ¢ periddica com periodo p. isto €, f(x) = [ (x + p) para todo x.

| L4
. Calcule J-o F(x) dx onde F{x) =j e dr. (Sugestao: integre por partes.)
1

: ’y p
. Calcule I G(x) dx onde G(x) = I sen 12 di.
14 7

. As fungdes cosseno hiperbolico ¢ seno hiperbilico, que se indicam, respectivamente, por ch

Um Curso de Cdlculo — Vol. Il Fung¢do Dada por Integral 25

L : X 4
i) Fix)= j arc tg 1° dt ) J) F(x) = L (x—ne " di

5

e nd

cimento e decrescimento.

I
g(x)=1+ j) () dr.
(

Fi(x) = I S ey di )
0 !

e que F ()= —, =0

Prove que se f for uma fungéo impar. entao F serd uma funglo par. 2

&, entiio, a interpretagdo para 0 pardmetro 7 que ocorre em ch 1? Compare com o pard-
metro ¢ que OCOITe em Cos L.

Prove que a fungio

c=| fid. ek UNCAO DADA POR UMA INTEGRAL:
! HNTINUIDADE E DERIVABILIDADE )

¢ constante. Interprete graficamente, 2 seciio vamos estudar, com relagio a continuidade ¢ derivabilidade. a fungio

Fx)= '[" fhdr, x€l,
a

a integrdvel em todo intervalo fechado contido em [ ¢, portanto, ndo neces-
ntinua em /.

a 1. Seja fintegravel em qualquer intervalo fechado contido no intervalo /

¢ sh. sio dadas por s  um ponto fixo de /. Entdo a fungio dada por

t —t 1 -
e +e e —e
cht= I ¢ sht=

- “

T

X
F(,x')=J fyde, xEL
a

a) Verifique que para todo 1, (ch 1} = sirt.

by Verifique que, para todo 7. 0 ponto {ch, 1. sh 1) pertence ao ramo da hipérbole 2 -=1
contido no semiplano x = 0. : . .

€ I; existe um intervalo [a, 8] C /tal que a. p € [a, B] e se pnao for extremo de /,

omar a e 8 de modo que p € Ja, B[. Como f¢ limitada em | B, pois € integravel

) Sendo F (£) a drea da regido hachurada mostre que -
9, existe M = O tal que | /(1) | = M em [e. B]. Para todo x em [a, B] temos

bt T T ‘
Fln=—chishi —J.’ \‘-_rz — 1 v parat = 0. Caleule F' (1) F(x)— F(p) = J"‘f(’) dr — j”f(,) dr = I-‘f(’) L.
a a P

1
2
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De ~M = f (1) = M, para todo ¢ € [«, B], segue que, para todo x € [e, B]. sulta

<

-M((x—p)= J'_x.f(t) dt =M (x — plsex=p,
,)

0<Ilx~pl<d= Fx) = Fip)— f(p)(x — p) .
X=p

, P R
“Mix—p)= L fyde=M(p— xhsex=p. . FO— F) = S = p) )

X—>p xX—p

Pelo teorema do confronto, A
gocasoemque péextremode/ m

lim Fix)=F(p). =

X p

Teorema 2. Sejam fe F(x) = J f{r) di como no teorema 1. Nestas condigoes. s¢
f for continua em p € 1, entdo F seri derivivel em pe F' (p) = f(p).

Demonstracao

Scja p € 1 e suponhamos que p ndo seja extremo de /. Vamos provar que se f for conti-
nua em p enlao

lim O Fp) — f(px—p)_
x—=p xX—p

que equivale a

Fi(p)= lim F(x)y— F(p)

x—=p xX—p

= f(p).
Temos

Q FO-Fpr—fipa—p = f"f“’ dr — rf(p) dt = rlf(l) = f(prldr
r ” 7 :

Sendo f continua em p, dado € = 0 existe § = 0, com |p — 8, p + [ C /. tal que
p—o<1<pitdéd=>—e<f(—flp)<e

dai, para todo xem |p — 8. p + d[.

@ —elx—pl<= rlf(l)—f(p)ldtcel.r—pl.
”
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b ‘;olume do cilindro de altura Ax; e base de raio f (&) (cilindro de “dentro”)

\+. = volume do cilindro de altura Ax; e raio de base f (¢;) (cilindro de “fora™).

3 1 jefinicao para o volume V/ de B deverd implicar

i T [f(E,-)]ZAx,- < volume V = i b4 [f(?,-)]zAr,-

i=1

i=1

igio P de [a, b]. Para mdx Ax; — 0, as somas de Riemann que comparccem

MAIS ALGUMAS APLICACOES
DA INTEGRAL.
COORDENADAS POLARES

b -~
dades acima tendem a j 7 [£ ()] dx: nada mais natural, entio. do que defi-
a

Ve J'b [Feo] dx

: ‘ 1. Calcule o volume do solido obtido pela rotagao. em tormo do eixo x, do con-
odos (x, y) tais que 2+ v2 =2, v=00=0).

y = 0, é um semicirculo de raio r. Pela rotagdo deste semicirculo, em torno do
temos uma esfera de raio r. Temos

3.1. VOLUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO, EM TORNO
DO E1X0 x, DE UM CONJUNTO A

Seja fcontinua em [«, b], com f(x) = 0 em [a, b]; seja B o conjunto obtido pela rotagao,
em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x = @, x = b, pelo eixoxe
pelo grafico de v = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de B.

. 2
volume = vj (\frz - x2 } dx
-r

= ijor (r* — x?) dx

3 r
=27 r2x—x— =i'rrr3.
3 o 3

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo Ox, do

Scjal:a=xy<x; <Xy ... € X _ << ... < x, = buma parti¢do de [a. b] e sejam,

respectivamente, ¢;e ¢; pontos de minimo e de maximo de fem |x; _ |, v,]. Na figura aci-

ma. ¢; =x,_, e ¢; = x,. Temos:

7
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Solugdo
O que queremos € o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo x, do conjunyg

hachurado. O volume V pedido € igual a V, — V| onde V, e V| sdo, respectivamente, og
volumes obtidos pela rotagao em torno do eixo Ox dos conjuntos A, € A| hachurados.

q

[ -

obe-

7Y =x
7

do sélido obtido pela rotagio, cm torno do eixo x, deste retangulo é

4
7
Ve

b b
V=1rI dzdx~‘n'J. ¢ dx
a a

1

V= ‘n'(dz = (.'2)(17 - a)

Destemodo,V=Z;—l=“1r. d:c(d-c)(b—a)

V=2w

é o comprimento da circunferéncia gerada pelo ponto P e (d—c)ib—

retingulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua vali-
ssoes “semiplano y = 07 ¢ “em torno do ¢ixo x” forem substituidas, res-

O proximo exemplo ¢ um caso particular do Teorema de Papus (Papus de Alexandria,
IV século d.C.) para volume de sélido obtido pela rotagio, em torno de um e¢ixo, de uma
figura plana que nao intercepta o eixo. (Veja Exerc. 3 da Seg. 3.6.)

ﬂ

f

EXEMPLO 3. Considere um retangulo situado no semiplano y = 0 e com um lado paralelo
ao eixo x. Seja P a intersecciio das diagonais. Mostre que o volume do sélido obtido pela
rotagdo, em torno do eixo x, é igual ao produto da drea do retingulo pelo comprimento da
circunferéncia gerada, na rotagio, pelo ponto P.

[

~Y

Solugdo

Consideremos o retangulo

>

%= ["Lx [f (O d‘]="[f(x)]2-

£
dx

a=x=bh e Osc=y=d
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0

Assim. a diferencial da fungao V = V{x) ¢

dv = [f ()] dx.

™ lf(x)]2 dx é um valor aproximado para a variagao AV em V correspondente avariagio dvemux,

FExercicios 3.1

I Caleule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo x, do conjunto de todos os '
pares {x, v) tais que

a)l =x=3el=y=x

)

i

"

x=2c0=y

I
X2

1o | —

Hl=x=4el=y=s N
22 +yl=ley=0.
eyy=0,1 Sx=2ex?— v

NO=x=<le vx

grt =y =
mo=y=xex +y

[

t')__\'.‘?-xzc.r2+_y2

j)li,t3+}~3:i4e)-=2-().
[

H—=y
x

my+ (v - 2P =1

[

|

(Teorema de Papus para a elipse). Considere o conjunto A de todos os pontos (x, v) tais que

a2 Y
{(x —a) " (y vB) <
bl

¢ situado no semiplano v = 0, Mostre gue o volume do sélido obtido pela rotagiio, em torno d° .
eixo x, do conjunto A € igual ao produto da drea da elipse pelo comprimento da circunferéncid
gerada, na rotagio, pelo centro (@, 8) desta elipse. ;

(a=0eb=0)

2
a*”

= ()e com a base paralela ao eixo x. Mostre qUe.
em tomo do eixo x, ¢ igual ao produto da drea
na rotagio, pelo baricentro do tridingulo-

. Considere um tridngulo isésceles situado no semiplano y
o volume do sélido obtido pela rotagio deste tridngulo,
deste tridngulo pelo comprimento da circunferéncia gerada,

. y) tais que @ = X
ixo y, do conjunto
ne de B o nimero
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LUME DE SOLIDO OBTIDO PELA ROTACAO,
TORNO DO EIX0 y, DE UM CONJUNTO A

b]. com a = 0. Seja A o conjunto do plano de todos
< f(x). SejaB o conjunto obtido pela rotagdo, em
¢ mostrar que ¢ razodvel tomar

f= () e continua em [a,
=bel=y
A. Nosso objetivo, a seguir,

b
V=2 j x f(x)dx
o

<x_<x< ... <x, = buma particio de |a, b] e sejac; 0

<‘xl <.¥2 S
ode [x; — ;. Xl

b e ————
e - - ———
e o - ———— —

e ————

D —

ol
X

ifs

—

= f(c;). Pelo teorema de Papus para retangulo,

guloy; . jsx=xel0=y
i em torno do eixo y, €

do gerado pela rotagdo do retingulo R;

2 e; flep) Ax; (Confira.)

oma de Riemann

n
Z 27 ¢ fle)Ax;
i=1
ximado para o volume do sélido obtido pela rotagao, em torno doeixoy, do
outro lado, pelo fato de f ser continua, tem-s¢

lim

d b
Y 27 ¢ Ay = 21rj' xflx)dx
mﬁxAr,—-»Oi=l a
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A==l f)

Logo. ¢ razodvel tomar (1) para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude ¢
correta. (Para uma prova de (1), num caso particular, veja Exercicio 2 desta se¢do.)
EXEMPLO. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagio, em torno do eixo ¥, do con.
junto de todos (x, y) tais que

0=xsle0=sy=sx-i.
Solugao
2

1
V=27rjox(.\'—x3)dx= 5"

Exercicios 3.2

1. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo, em torno do eixo v, do conjunto de todos os

(x, ¥) tais que tersegao do solido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto

a)l=x=ceel=y=Inx ssa x. Assim, 0 volume mencionado anteriormente pode ser colocado na forma

MHo=x=8e0=y= .
l=xs2e0=y=d - 1.

dH=x=mel=y=seny
e)0=x=le0=y=arctgr

i
volume = J A (x) dx
a

a, B um sélido qualquer, ndo necessariamente de revolugio e seja Ox um ¢ixo
itrariamente. Suponhamos que o sGlido esteja compreendido entre dois planos
res a Ox, que interceptam o eixo Oxemxy = gcemy = b. Seja A (x) a drea da
's6lido com o plano perpendicular a Ox no ponto de abscissa x. Suponhamos
‘A'(x) seja integriivel em [a, b]. Definimos, entdo, o volume do sélido por

Nl=x=del=y= Jr.
v =2 — 2y =0

MO=x=2y= x—1 e0=y=y2

2. (Volume de silido de revolugdo em torno do etxo y). Suponha festritamente crescente ¢ com
derivada continuaem [a, b), @ = Qe fia) = 0. Seja g : [0,/ (b)) — |a, b) a tungdo inversade f.

a) Venfigue que o volume do sdlido obtido pela rotagiio, em torno do eixo y, do conjunto

b
volume = J A (x)dx
a

cule o volume do sélido cuja base ¢ o semicirculo x2 + y2 = 2 y = 0, ¢
£ pendiculares ao eixo Ox sio quadrados.

A={xEIR la=x=b0=y= (0} Eigual a mb>f(b) — _L [2 () dy. 0 4
b) Mostre que

A)y=(Jrt —x?)2

:Volume = j:’ (Wr2=x2)dx= J_rr(rz — x%)dx

5 (bt N b
ab  f(b) — 7 lgin)® dv =27 | xf(x)dx
0] a

(Sugestao: faga a mudanga de varidvel y = f{x) e depois integre por partes).

¢) Conclua que o volume mencionado em a ¢

b
volume = ZwI X f(x)dx
a

3.3. VOLUME DE UM SOLIDO QUALQUER

b
Vimos no pardgrafo anterior que 7 J [ £ (1)) dx &aférmula que nos fornece o volume
a +

dozséIido de revolugdo obtido pela rotagao, em torno do eixo x, do conjunto A = {(x, »)
IR“la=x=b,0=y=f(x)}. Observe que v
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ou seja . os. agora, estender o conceito de drea para superficie obtida pela rotaggo, ¢m torno

grifico de uma fungiio f, com derivada continua ¢ f()=0em|a b).

X+ xj—
2

r x3 4 4,3
V'Olun]e=ZIo (rz—.tz)d\'=2[r2,r—T] =—3-. ,P:a=X0<X|<X2<...<I,,=bumapani950dela,ble(','=
3 5 )

io do intervalo [x; _ 1, x;).

Exercicios 3.3 ——
—

5 5 . .. ) - y
1. Calcule o volume do sélido cuja base € o semicirculo K2y =2y =0, e cujas secghes per- -
pendiculares ao eixo Ox sio triingulos equildteros.

2. Calcule o volume do sélido cuja base é a regido 4x2 + y2 = 1 e cujas secgdes perpendiculares
a0 eixo Ox sio semicirculos. )

3. Calcule o volume do sélido cuja base ¢ o quadrado de vértices (0, 0), (1. 13.(0, D) e (1, 0) e cujas
seceoes perpendiculares ao eixo Qx sdo tridngulos isosceles de altura x — 1~

4. Caleule o volume do sélido cuja base é um tridngulo equikitero de lado { e cujas scegOes perpen-

diculares a um dos lados sao quadrados, e L B
M; . \M; = —t— =Isecqa; | Ay; = \lll +[f (C,‘)I2 Ax;.
lcos a; |

perficie gerada pela rotagio, em torno do eixo x, do segmento M; _ | M; (observe
perficie nada mais € do que a superficie lateral de um tronco de cone de geratriz

3.4. AREA DE SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Sabe-se da geometria que a drea lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, -
raio da base maior R ¢ raio da base menor r, € igual A drca do trapézio de altura g, base maior
2 7R ¢ base menor 2777 ' VATV 2 R

2 [ (e)) My (M; =2m fe) 1+ 17 ()P Ay
suficientemente pequeno esta drea serd uma boa aproximagio para a “drea” da su-
a pela rotagiio, em torno do eixo x, do trecho do gréfico entre as retas x = x;

G0 2 f(x) N1+ 1S (-x)]2 ¢ continua em [a, b], teremos

L
s ,, ) o

3 27 [ @)A1+ 1f /()P Ay =j 27 f(0) 1+ Lf () dx.
-0 a

i=1

mos a drea da superficic obtida pela rotagio do grifico de £, em torno do ¢ixo x. por
drea lateral do tronco = w(R + r) g

Sendo S o ponto médio do segmento PQ, 2 J'" 0 \l{i'+ Lf (0 dx
a

R+r

-

5= ,dai m(R+ryg=2mwsg.

PLO: Calcule a drea da superficie gerada pela rotagio, em torno do eixo-, do gri-
)= senx, 0 = x = 7.

area lateral do tronco de cone = 27s ¢

Observe que a drea da superficie gerada pela rotagiio da geratriz, em torno do cixo PQ. € [ -

igual a0 produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 277 s da circunferéncia sen x 1+ cos® x dx S du = —sen x dx
gerada pelo ponto médio da geratriz, Este resultado é um caso particular do Teorema v=0u=1

Papus para superficies de revolugao. (Veja Exercicio 9 da Se¢. 3.6.) =mu= -1
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1 —_—
= 2«_[1- J1+ 42 (= du)

u=tg 0, du = sec’ 0 df

R
21‘!‘I | VI +u? du 4

i
27 4, sec® 0 do.
4
Integrando por partes:

ks m —
T ool =[* sec? g . wep |4 —
. sec’t’idﬂ——j_“ﬂ sec Hsec()dﬂ—[tgﬂbecf)}

- aw
4 4 3 4
7
At 4
2 J“Tr sec? 8.dO =242 + [In (sec B+ 1g 0)]
_I _g’
ou seja,

o
J“w sec’ #d8 =2 +1In (2 + D).

-

Portanto, area = 27 (V'r2A +1In (-\,'r'2' + ).

Exercicios 3.4

1. Caleule a drea da superficie gerada pela rotagiio, em torno do cixo x, do grifico da fungio dada.

ef e ¥
a) f(x)=——,
2

Bf0= (R x>, - R=x=R(R=>0)

“l=xsl

I
Ay=x.0=x= —.
. 2

dv=Jx, l=x=4

2. Seja fecom derivada continuaem [a, bfescjaP:a = xp< x) < x, < . < x, = buma paﬂi‘}ﬁ‘;t
de [a. b]. Indique por L (P) o comprimento da poligonal de vértices (xg. f{xph (x;. flxD. o

(A f ().
a) Verifique que

lim
iy A_r‘: -

T
Py = _L U+ o) dr

h) Defina comprimento do grifico da fungdo de f

m
[ 4 15?6~ secoldn. Dai

Mais Algumas Aplicacdes da Integral. Coordenadas Polares 39

outra motivacdo para tal defini¢do? (Sugestao: aproveite a motivagio para a defi-

EM COORDENADAS POLARES

lano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se e¢ixo polar ¢ o ponto O, pélo)

1anos do dngulo entre o segmento QP ¢ o ¢ixo polar (tal dngulo sendo conta-
eixo polar) e p 0 comprimento de OP; assim p = 0.

- no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habitu-
origem coincide com o pélo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (f, p) fo-

xX=pcos
y=psen

pP=xs+ye
i - x
x:pcosg (.050—
Ix2 4+ y2
v =psenf J
sen @ = ——2

?
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Até agora, destacamos p como um ndmero positivo. Entretanto, para as aplicages € im.
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como interpretar (6, p)
no caso p < ¢

2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relacio entre suas co-
slares € dada por p = 6, 0 < 6 = 2. Desenhe o lugar geométrico descrito

>0 p<0 1

)| —— » (p 056, p sen 6)
/
(cos 6, sen 9)
= /
AL
(cos 0, sen 6) ' \\/Jl '
| C 3
1
| & i
" 3
|
|
|
I

)

p
S

Se p <= 0, (0, p) é o simétrico, em relagdo ao pdlo, do ponio (. —p).

<0
g 20, -0
s =
7
s
/ﬁ g
'I o
s
% i
// !
7 N i -
'd N e
(0, P AN

7/
:A)\
2
nla\\
\
N

EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (6, p) onde

™ : A m 1
a)f=0ep=1 hHho=0ep=—1 c)8=?ep=2 i 8=—ep=—
1 6 2
Hh=—cp=—I 8= —ep=2
Y= 4¢p €)= 3cp—_
Solugao _
/ ap#0
/’ /,

p = sen 0@;)2=pscn 0@,2+,\f2=)'.

| 1
0 ¢ a equagio de uma circunferéncia de centro (0- ;) ¢ raio 5 Deste modo,

< 0= 7, é, em coordenadas polares, a equagio de tal circunferéncia.

- ‘ Desenhe o lugar geométrico de equagio (em coordenadas polares) p = =
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Solugio

>
NI;’ "“Iﬂ. =] wl':"" ol w3y ol =
— L N W — 19 | O"b

Esta curva denomina-se cardidide.

EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equagiio, em coordenadas polares, é p = cos 26.

Solugao
0 p
0 1
‘ ’
7| N2 L ]
8 2 " \%
2 m
Ak 0 o f - —
i 4
ar \llli N
8 - 1
A I
4
T
= ~1
2
w | v
8 2
3ar

Veja como fica o trecho da curva acima para # variando de 0 a T
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de X a 21 p permanece negativo.
4

4
6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla-
- T o
ue a relagdo entre suas coordenadas polares € p = ltg 4, — 6 i
-

primeiro, o que acontece para # variando de 0 a T Quando— T p—s + o,
i 2
b de P sobre o eixo polar tem abscissa

x=pcos =1tghcos = send.

0 — .72_"., a projecao de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abs-

—y —————
\

-

/
T
/

0, a seguir, ¢ estabelecer uma férmula para o cilculo de drea de regido li-
dadas em coordenadas polares.
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b - 6,<0,<...<6_,<6<..<8,=pumapatigiode(a, B Sejam

6;]. Pelo que vimos anterior-

Inicialmente, observamos que a drea de um setor circular de raio R ¢ abertura Af ¢ 1 22
2. 0,-~|e0=9,-esté

) os valores minimo ¢ miximo de pem [6; _ |,
da parte do conjunto A compreendida entre as retas 6 = es
‘entre as arcas dos setores circulares de abertura A#; e raios plo;) e p(;).
odivel para a drea de A deverd implicar, para toda parti¢ao P de [a. Bl

Af. Esta drea se determina por uma regra de trés simples:

29T rd — drea ‘;rR2
AOrd—-?

2 n _
i 1, - B PTG, e
2 = [p(6;)) AG; =drea A = Z 5 [p(6:)]1° Ab;.

i=1 el
L 2 do. Nada

-

]
Ny Al wR? 25 (0, as somas de Riemann acima tendem para a integral L

:eptao, do que definir a drea de A por

1 B,
a=LJ" 2dd
b 2L"

Consideremos, agora, a fungio p = p(#) continuae = 0em [#; _ . 8;]. SejaA; 0 conjun-
to de todos os pontos (£ p). com 8; _ | = 6= ;e 0= p=p(h). y

i = . |
Seja p = p (#;) o maior valor de pem [#; _ |, 81 ¢ p = p(#;) o menor valor. A drea do?
conjunto A, estd, entdo, compreendida entre as dreas dos setores circulares de abertura Ab;

e ralos p(a,-) ¢ p(g,-):
o PPy i O =
5 [p(9,~)] Af; = drea A; = y [p(ﬂ,-)] At;.
Consideremos, agora, a fungio p = p (8) continua e = 0 em [, B]. onde supomos B

a = 2. Seja A o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (6, p) sauis-
fazendo as condigoes: @ == 8= Be 0= p = p(4).

4, 2 27
[ =icos 6)2 d6 = J' "1 = 2 cos 0 + cos? 8]0 =2 + jo cos? 0 d =
&

2

o

27 1 1
=2'rr+j. [ +—_;c0526 do = 3w
0 2

.. A drea do conjunto ¢ 3—“
Sy, : 2

02. Calcule a drea da intersecio das regides limitadas pelas curvas (coordena-
S)p=3cosfep=1+cosf

\

\\
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Solugao
Primeiro devemos determinar as intefsecdes das curvas.
p=3cose
3cos =1+ cosf [
) \\ I -y
ou seja, Y [ 3
6=" :
| b 2 J3
cos = —. ot
2 P
1 N\
. 7 T : . :
Assim, 8 = =3 ef=— T resolvem o problema. Seja A o conjunto de todos (6, p) com
s T e : : T ™ =
0= 0= 3 e0=p=1+ cos fe sejaA, oconjunto de todos (6, p) com o = 0= = el
p == 3 cos 0. Temos, entdo: ) ‘
area pedida = 2 (drea A| + drea A,).
L (3 943
éreaA|=~J3 (1 + cos 6)2 i =y 2N A3
2 Jo 4 16
1 X 3r 0 9V3 ’
drea Ay = — .[”'2 (3cos B)? df = ~— — :
2JE 8 16 1
3
Conclusao: area pedida = =2, Veja figuras a seguir.
L /  »=3cose / p=1+cosé
: ,—--4/ A, ,/
i N %
1 a0 \\l Q

2
EXEMPLO 3. Calcule a drea da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares

porp=1tg 0= 0 < :g . pela reta x = | (coordenadas cartesianas) ¢ pelo eixo polar.

Solugao
Indiquemos por A (#) a drea da regiao hachurada. A drea que queremos ¢:

area = him  A(A).

00— -
2

Temos

A(#) = drea A OPM — drea A} = 21 tg 0 sen? 6 — % J: tg? 6 do.
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|
E’ L7 : ot
r
i pf- : ]
5 | o A, : o

S, - !
s ] - =
. : .
e MY !
40

()
3

(e £

yj: tg? 6 df. Temos

] P
J’o tg? 8d0=I (sec? B — 1)d@ = [tg 6 — 0], =1g6 — 0.

' 1 1 1 2 1
i_’-—%thSenzo——z-tg9+—2- =—-2-1g0(l—sen 0)+20
"'1.=—lscn6cosﬂ+l0.

J ) > =

| i T

pret drea= lim |-—senfcos@+ —0]|=—.
; w|l 2 2 4
o y B 0-’T

: No tridngulo OPM temos:

=pcosﬂ=tg0cos()=sen0¢ﬁ§=pscn0=tg()sene.

Rt

€

OPM = —;— sen’ Otg 6.

H

a curva dada (coordenadas polares).

':: 0.0530 by p=cos @
X’:ﬂ=l,—1’~<0<:321 dyp=2
& 2 AT
7 ﬂp=tg6.ﬁ;'-9\-2'
os 3 0 np 1
1 T
& | +sen” 8
2"~ cos @ Np=1-—senf
i 2 T 9
s 4 6 m)p‘=lg().0=30<7(p='=())

£26,0= 6« -—Z—(p';“:()) o) p = cos® 0




48 Um Curso de Calculo — Vol. IT -

2. Passe a curva dada para coordenadas polares ¢ desenhe-a,

4
ayx — _\'4 = 2xy

0| w

>

by (x? + )‘Zjl =5

2

5 b . ) 2 2.2 A
Ax”+y ka= 0 w2 et = ¥

3. Caleule a drea da regido limitada pela curva dada (coordenadas polares).
ayp=2-cos b)pzzcosﬂ(p = ()

Ap=cosd dy p = cos 30

4. Caleule adrea da intersecgao das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polarey
ayp=2—cosbep=1+cos @ bjp=senflep=1—cos
p=3ep=2(1 — cos ) (I)p2 :cns(iep2= sen @ (p =)
eyp=cosflep = senf Np=Tlep=201 —cos @

5. Calcule a drea do conjunto de 1odos os pontos (8, p tais que 7= p = B{coordenadas pola

¥ = 20y (eo

6. Caleule adrea du regido situada no 1.° guadrante. limitada acima pela curva Ve

ordenadas cartesianas) e abaixo por p° = 2 sen 26 (coordenadas polares). com p = (),

2 2

N - . "-i .
7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equagdo da elipse = + Y
a”

i

~

b=
4 origem ¢ como ¢ixo polar o semi-eixo Ox.
V2 y2
) Escereva, em coordenadas polares. a equagio da elipse — +
a2

]

b2

I tomando como pél

I tomando como pélo:
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n
z Vi

i=1
"

2 m;

i=1

yym tyamy ot yntitn
- my o Ly

;¢

. 1 itui ass n
) 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas iy, 1

5 . = Ny = M.
n0S pOﬂtos (x“ '\:I) e (_x‘.z, '\2), supondo m ny 2

xpmy +xamy Xt x
Xe = o B
‘ my + my -
vpm +yamy _ oyt
Ye = 2

my + oo
I(x y,) € o ponto médio do segmento de extremidades (x;. vy) e (X, ¥2)
¢
2 i 5 ¢ (g, Vo) e
) i isten: ass 1. my localizadas em (xy, y)). (X2, V2
0 2. Considere o sistema de massas i, #ly. 13 LI
M, = my + my e considere 0 sistema M ¢ my. com M, N
G > P INUR T
my, my. Verifique que o centro de massa de M, nt3 ¢ 0 mesmo que 0 N

centro de massa de my ¢ my:

o foco F = (¢, 0), ¢ = 0. ¢ como eixo polar a semi-reta FA onde A = (a4, 0), « = (). (Fagae =

. yymy oy

i6p=a—¢'(.)
a

xXymy + xpm ey =
it I SN Tebdh™

=i

my + mp my E o

- Scjam £ e 5 dois pontos distintos do plano ¢ seja k a metade da distincia de F a Fy. O Jugar geo-:
métrico dos pontos P do plano tais que PF 1 - PFy = k2 denomina-sc lemniscata de focos F 1eFy

@) Tomando-se Fy = (~ kL O)e F > = (& 0). determine a equagao, em coordenadas cartesianas:

da lemniscata,

b) Passe para coordenadas polares a cquagao oblida no item a) tomando para pélo a origem €

Ox coma eixo polar. Desenhe a curva.

XMyt xamy  xymy txpmy toxamy X,
my + my o0t

. M| + 3

Xy ¥ xomy M, = xpm + x2 "'2)

my o+ omp

N ) [.?M (1

3.6. CENTRO DE MASSA

Consideremos um sistema de “massas pontuais™ my, iy, ... m,, localizadas nos pontos (X):
Vb (X2, ¥a), e (3, v,). O centro de massa do sistema é, por definigiio, o ponto (x,, v,.) onde :

n

E A,
_i—1

"

E m;

i=1

_xpmyt xoms o+ x,my,

myp + oy 4+,

FMy + yymy  ypemy by my +vams

7 Ml =+ "13

= ¥

my + my g

Tha

&) = (e o)

a seu cargo generalizar o resultado do Ex. 2.

massa de uma regido A do plano que scr:i
de modo que a densidade superficial p€

inicialmente, que A possa ser de-
- m; é o produto de

do o centro de

agora, como determinar o centro de
mo uma lamina delgada, homogénea,
€ massa por unidade de drea). Suponhamos, | p
nretangulos Ry, Ry, .... R, Sejam, a massa do retangulo R;
R;. Neste caso, definimos o ceniro de massa de A como sen
na my, ms. ..., m, com m; localizada no centro de R;.
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Suponhamos, agora, A da forma
b
A=(nEIR a=x= bfx)=y=gx)} J als () =il e
— “a
ondgfe 2 540 supostas con1!inuas em [a. bl e fix)= g (x)em |a, b). SejaP:a = Xp<x ' " AEiden
,;2 ; .-+ <T.X, = buma partigio qualquer de |a. b] ¢ seja ¢; 0 ponto médio de [x; 1] (5 ¢ ¢ b
o % j [¢ (x)+ £ (0} [g (x) — F(x)]dx
v —3 a
r Ye drea de A

mente, que A possa ser decomposta em 7 regioes A Ay, ... Ay, onde

A massam; de R; €:m; = plg (¢) — f(c)] Ax;, O centro de massa da figura formada pe

retingulos R\, Ry, ... R, ¢
n n ] I 2
~ R l B dx
igl‘il’[g(fi)_](ci)]A-ti 2 5 & )+ fepl plgle) — fe)] Ax; X =J$)—=
. =i . € drea de A
1
L plg @)= f(e) A Z ple )~ fic)] A s Laea-de
FIEE R = =1 S
Ye areade A >)

Nada mais natural, entiio, do que tomar como centro de massa de A 0 ponto (x,. v,) onde ‘ : 3
assa de A € o ponto (0. ;].

3 i=1
Xp = lim -
mix a\xi — 0 L

.12‘ lg () — f ()] Ax,

n
T clgleiy— f (e Ax; % 5 a1 A
& el 1 Gl _L xlg ()= f(x)] dx ) 2. Calcule o centro de massa do conjunto A = {(x, y) € IR |1 =2 +)? =4

drea de A

e
1y as massas de A| ¢ A,, respectivamente, leremos, por ser p = 1,
n l ‘
_zl 5 lg(e) + [ () le(e) — £ (c:)) Ax;
= . i=1 < i B _
e mdxlh{xn:—; 0 n - - m, = drea A em, = drea A,.
L g (c)) = f ()} Ax;
i=l

1 b

EY L [g (x)+ f )] g (x) = f(x)) dx .
- drea de A : :
i) e(xy, v5) 0s centros de massas de A e Ay, respectivamente. O centro de massa
Ou scja *Ntdo, o centro de massa do sistema m, m, com as massas localizadas, respecti-
‘ M (x;, y;) e (xa. ¥2). Sendo, entdo, (x,. y,.) o centro de massa de A teremos
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_ xypmy + x>my

8

o nm t yamy
o = AL T Y22
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ny + ny my + ma
Como
B — 2
IO x [\J[4 -x2 - \I’l —x? )dx Jl X a4 - x2 dx -
K= N = ’
: éreaAl & éreaAz e
vy = 220 i sl s p W i p. & tangente em (c;, f (¢;)) ao grifico de f; 0 comprimento deste segmen-
e drea A c o drca A ! 2
! s )% Ax; (veja Seg. 3.4): logo, suamassam; € m; = p 1+ [F(eh)]” Ax.O
resulta o ;%;cma formado pelos segmentos P; _  P; (i = 1.2, ... n) é 0 ponto
: B A S » T s
J- x4 =-x2 - \1-x2 ]dx+j v 4 —x? dx pyL+[f7 ()P Ax; _zlf(ci)P\l HL ) Ax
‘:
Xo = - ' .
{U' aA " ' n — D
R IS @PF A Z pll IS (@F Ay
I‘x\M—x-dx— X4l — x° dx i=1
gregd al, entdo, do que tomar para centro de massa do grifico de fo ponto (x,.
[
1 2 2 7 1 2 2 B =
. 5 | 3ax+ ‘[1(4— L i R L AT de
g drea A drea A Ye = 7oh
j I+ (0P dx
Temos: a
e
b ’
freade A =37, [ENEITEET
4 Jei = b T
j JUH R dx
J.z.\ /4 — x© dx=—ljav‘rdu=§ .
0 L 2 4 3
J vyl = x? dr=—lj \/ru'du=l )
2 4 3 1+ [f"(x))? dx é o comprimento do grafico de f.
Segue que -
portante. O centro de massa do grifico de f ndo tem nenhuma obrigagio de
28 _ 28 0 de f.
K, g e ¥ ; il

mine o centro de massa da regiao A dada.
EyeIRo=sx=1,0=y=x)

X y)EIR? |2+ 4y2=1,x=0ey=0)
5 y) € IR’ [x2 +dy2=1,y=0}

Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do grifico de uma fungio, qué
serd imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade linear p é constant®
(densidade linear ¢ massa por unidade de comprimento). Seja fuma fungio definida e com
derivada continua em [a, b|. Seja P a = Xg < X < xy < ... < x, = buma partigio de [a
blesejac, (i = 1. 2. ..., n) 0 ponto médio de [x; _ |, x;] ;
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HA={(x,NEIR? |2 =y=x}

2. Determine o centro de massa do grifico da fungio dada.
af(x)=q4—-x*  —2=x=2

5 1 |
byfix)=x",— —=x=5 —,
S 5 5
.l+ =X
af = eTe.— l<x=],

3. (Teorema de Papus). Considere o conjunto

4
1

A= {(x,y)e|R2[an‘:{b.f(,r)Gysg(x)]

onde fe g sio supostas continuas em [a, b] e 0 = £ (x) = g (x) em |a, b]. Mostre que o volume
do sélido, obtido pela rotagdo em torno do ¢ixo x do conjunto A, € igual ao produto da 4re: de
A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.

4. Sejam fe g continuas em [a, b]. com a = f(x) = & () em [a, b] onde « € um real dado. Seja
conjunto

A= ER asxshfM=y=g)

Mostre que o volume do sélido, obtido pela rotagdo em torno da reta y = a do conjunto A, é
igual 4o produto da drea de A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de mas
sa de A. »

IMPROPRIAS

ados. nesta se¢do, em dar um significado para os simbolos

rwf(x)d\x r fix)dx e _f(x)dx.
a —0 o

I

5. Caleule o volume do sélido obtido pela rotagio do circulo x2 + (y ~ 2)2 == 1 em torno

a)do eixo x
bydaretay = |.

eja fintegravel em [, ], para todo £ = a. Definimos

6. Calcule 0 volume do sélido obtido pela rotagio da regido x> + 4v2 = |, em torno da retay =1 5 - ‘

j F(x)dx = lim j Flx)dx
a f—+wvd

mite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral impropria de F
tervalo [a, +[.

7. Sejad = [(n VEIR | d=y=1).

a) Calcule o centro de massa de A.

b) Calcule o volume do s6lido obtido pela rotagio de A em torno da reta y = 2.

+ =
im j £(x) dx for +% ou — continuaremos a nos referir a . f(x)dx

chemol
improépria e escreveremos

8. Calcule o volume do s6lido obtido pela rotagio do circulo x2 + y2 = | em torno da retax
y=2.

9. (Teorema de Papus para drea de superficie de revolugdo). Suponha f (x) = 0 e com derivad
continua em [a, b]. Mostre que a drea da superficie, obtida pela rotagio em torno do eixp Oxde e e
grifico de f, ¢ igual ao produto do comprimento do grifico de fpelo comprimento da circunfe f(x)dx=+=ou | f(x)dy=—%.
réncia descrita pelo centro de massa do grifico de f, 5 e a a )

estes casos ou se o Jimite ndo existir, diremos que a integral imprépria ¢

limite for finito. diremos que a integral impropria € Qergenic. .

S1(x) = 0em [a. +o[ ¢ que fseja integrivel em [a, 1] para toda ¢ > a. Sejad 0

S (x, y)taisque 0 <y = f(ex=a Definimos a drea de A por

drea A = j F(x) ax.
a
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+ oo
EXEMPLO 1. Calcule j _‘2_ A ' 1
1 x = ' =
- - 1
Solugio ; “"l" H
1 t 1
j+ L | d i ‘] 1- 3 i
—dy= lim | — dx. | p 2 _
I X i X
Como
{1 1Y SR
J—,dx— —— | =2=41, onha s = 0 e calcule e Ycostd.
P oo X ) 1 0
{ resulta
| + oo o
I' I e “costdr= lim J e~ cos 1 d.
o . 0 u—+e J0
| .[ = dx = lim [— -+ l] = 2
] X< 1= +co 4 i u

i [e™* sen I]S - J‘ —se M sentdir=e¢ M senu+ sJ. e Y sentdr. :
I o 5 0

1
e SMcostdt=e " senu+ sj e ™ sent dr
1

" 2

(| . 4 o 1
drea = | — dx drca = — dx
1 x2 iox? N

u
Stsent dr=[e ¥ (~ cos Dl = I — se ¥ (—cos 1) dt
T 0

+oo | d
Como jl T dx =1, aintegral imprépria é convergente.

i
e Tsentdr=—e"Mcosut |~ sJ' e M costodr.

. . I ¥ (
EXEMPLO 2. A integral imprépria j — dx ¢ convergente ou divergente? Justifique - '
X ® vem

i Solugao

]
tdr=e " senu—se ™ cosu+s—5° J e % cos ¢t dr.
0

1
I—dx =[lnx]j =In.
x

Assim,

+o’,l
J —dx= lim Int= + .
1 X It — — o

Logo, @ integral impropria ¢ divergente. [e” ™senu — se” ™ cosu + ).

5

e cost dr =
I8z
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Sendo sen u e cos u limitadase  lim ¢ *“ = 0 (Ilembre-se de que estamos supondo
resulta Lo il

lim se ™cosu=0

U= teo

lim ¢ “senu=0 e
U—+ea

e. portanto,

s

Meoosu + 5] =—1_

+ oo
j e Ycostdr= lim yle " senu — se
0

u—tew |+ 5

Assim,

T e 5
J. e costd = >
0 1+

14527

Definigio 2. Seja fintegravel em (7, ] para todo 1 < a. Definimos

f fdc= lim

=0

‘_If(.t) dx.
4

Definiciio 3. Seja fintegravel em [ — +, 1], para todo ¢ > 0. Definimos

jj:f(x)dx = Lc,”f(x) dy + E)w f(x) dx

desde que ambas as integrais do 2.° membro sejam convergentes.

Extensoes do Conceito de Integral

|‘I. + = l d
: X
— dx 7a) -[2 x2 -1
L | i
o
& o) -[1 T‘x"

i _Jrselxi=1
f(x) dxonde f(X) = 1 go 131> 1

i 1 oselxi=1
(dronde /=1 1L iz

3 x

ine m para que |

3 g‘.t’;.

- o0

fx)dx = 1. sendo

m selxl=3

Observagdo. Com relagio i definigio 3, se as duas integrais que ocorrem no 2.° membr
forem iguais a + = (ou - =), ou se uma delas for convergente € a outra + % (ou — %0), poren

2o + 20 .
.f Slx) dy = tee (resp_ flxyde = —m).

£e= { 0 selx (=3

T et = 1.

Y
1 que se tenha J_

a que 2 f(_x)dx = | onde

Exercicios 4.1

I. Calcule:

tee + o

a) I —dx by J. e Ydx
1 X 0
+ oo N te |

) I e Mdx(s > 0) d) J —= dx
0 ! Aa
t+ - *

el J. e ' dr N I te” Ydi(s > 0)
4] 4]
. 2 thige 1

2} J xe~* dx I} J 3 dx
Q ¢ 1+ «x

: o i e . e | :

i) jﬂ m dr {y = () ) J; ,\‘_4 dx

ma’ selxi=1

f(’)={0 se el

m real s > 0 ¢ um natural n # 0.

# oo + o
I e“’ "de= i ["—l e_'ni dr.
0 s 0

1 s '
I et = ——

e +1°
25,5 > 0, reais dados. Verifique que

Ny 43
B senatdi = ——(a # 0)
B s 7 4

59
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,‘

s continua e que H ¢é derivivel em todo x em que [ffor continua; além do

4+ oo
b) jﬂ e cos ardr =

+ 2l
52 + a@?  em todo x em que f for continua. Como J £ (£) dt é constante, resulta
o [Tenera=_t > F' (x) = £ () em todo x em que f fof continua,
0 - 2
te 1 oy L _flsel=1
d) J' e d;:-; ogrﬁficodeF(x) — _mf(l)dlondef(t) {0 se Il = 1.
+ oo 1
e) f e rdt = —,
57
J o a
e e dr = (v = ) oy f
N 0 (s — a)z . /
r I
+ oo v ll Lo
9. Utlizando o Exerc. 8, calcule j e S f (1) dr sendo: 1 1 -1 |
o N

a) f{r) = senr + 3cos 2t by fin =31+ 26 + 4¢'
10. Suponha que, para todo ¢ = 0, fseja integrivel em [— 7, ]: suponha, ainda. quef(x) =0p p
todo x. Prove que

+ oo i
j fmm:umj Ry
- o r

I=+ood—

4.2. FUNCAO DADA POR UMA INTEGRAL IMPROPRIA

-] 1 X

Suponhamos f'definida em IR e tal que, para todo x, J- S (1) di scja convergente. Podt

X -1 1 x
fmm=j ow+jym+£ow
mos, entdo, considerar a fungao F definida em IR dada por

¥ _ 0 dt sex =—1
Fx)= j_ f de.

' X
x| <
Fixado o real @, para todo real u, UL _[_1 e selil=t

' ' C0dr sex =1
fﬂnm=fﬂom+fﬂmm Oar+[ a+] od sex=

fazendo u — — = resulta

x a x 0 sex=—1
Jf(:)dt=J. f(l)dl+_[j'(l)dr =J{x+1selxl<1
o o a 2 se x =1
¢, portanto,
o
mn=Lwﬂnm+Hu) -
onde

2;7F—————

X
Hm=Lfmm

N\

T
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Ose lxi>1
Observe: F é continua e F’ (x) = {l se I;l <
) sex=—1
EXEMPLO 2. Esboce o gréfico da fungio F (v) = [ /(1) dronde f(z) = {77 se—l<x=l
- ! se ' se x > 1.

Solugao ‘.
F ¢ derivdvel em todos 0s pontos: assim, 0 grafico de F niio apresenta
e [gesen—ilasia]
- JO=10 selri>1
e r se 0=1=1
-,\' I
e = 4 f(n= 7 se 11
" L sl 0 se t<<0
J ,_2"" sex < — | |
. =1 X ,‘ Y seltt>1 6 Foieli
f(l)dl=<J‘ '—.‘)‘dl‘*'J‘ 1dt se—l=x=] \ - seltl=<1
T in 1 .
L | A _JO ser=0
J:w’—z(lt+'|._] ldr+j] ,_2(1’ sex > |. NIUTS S

|

j,\'
Y 4

X
dr = lim J' der= lim [—iirl]:_l_

2 ko —codk ¢ k——esl x Kk X ser=1 0 set=<0
~1 1 10. fin =41 se0<r=1
Em panicular,J Tz-dl = 1. Entdo set>1 L) set>1
O ‘
p— l . o
. = B IMPROPRIAS: CONTINUACAO
F(.r,)=f S@di={1+ o]t el siecth o - -
o > pardgrafo ¢é estender o conceito de integral para fungio definida e ndo-

X .
|+2+[_ l:l se x> 1 rvalo de extremos a e b, com a ¢ b reais.
t
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Dcﬁmqﬁo 1. Seja fnao-limitada em Ja, b) e ¢ integrdvel em |7, b) para todo f em la, b
nimos : '§
| ] b
4 fxydy = lim Jf(x) dx '
a r=a' i bh) J — dx
X
; 1
desde que o limite cxista e seja finito. O num-.roJ.f(x) dx denomina-se integral impr, = dx 9 .[) e
OPri 0
de fem [a, b - : ‘ '
JSem [a, b]. Se o limite for + ou =, continuaremos a nos referir a f(r) dx comg umy B oo limitada em [a, B[ ¢ integrivel em [a, 1] paraa < 1 << b. Defina J fx)dx.
3 L ‘
integral imprépria e escreveremos f(l) dx = +w oun f(t) dx = —=_conforme o ¢
Sc ocorrer um destes casos ou se o lumte nio existir, dlrem()s que a integral imprépria
divergente. Se o limite for finito, dircmos que a integral imprépria € convergente. 2 __
Ja observamos que uma condicdo necessdria para uma fungdo f admitir integra) ¢ g " '[’ 2-x -
Riemann num intervalo [a, b) ¢ que fseja limitada em [a, b]. Deste modo, se fnio for rn. ‘- v
tada em [a, b, fndo poderd admitir, neste intervalo. integral de Riemann; entretanto, po ‘ d) - L
rd admitir integral imprépria. , - o -2 -
v
. : U
EXEMPLO. Calcule L v imitada e continua nos intervalos [a, c| ¢ Jc. b] DeﬁmJ fx)dx

0 1
VA e

Solugdo

dx b) I — dx

. r, .
J¥) = —=¢éndolimitadaem JO. 1] ¢ integrivel (segundo Riemann) em [1, 1] para 0 < ¢ < 1¢ ~11xl

N
acordo com a definicdo anterior,

1 . (| . —
=de= lim | — = lim [2 - 2Vi]=2
0+x o0 Jrox =0

ENCIA E DIVERGENCIA DE INTEGRAIS
: CRITERIO DE COMPARACAO

ou seja,
estaremos interessados nao em saber qual o valor de uma integral

m saber se tal integral imprépria é convergente ou divergente. Para tal
\ nesta secio, o critério de comparagao que nos permite concluir a
éncia de uma integral imprdpria comparando-a com outra que se sabe

J:‘;dx=2.

b X

r vergente.
] i mente, que se f for integrivel em [a, 1], para todo 1 = a. e se f(x) =
\l’x__ Jx a fungiio
X
F(x) =J' fyd,x=a
o
£ ol 1 AL “‘L +°°[ De fato, se x, e x, sdo dois reais quaisquer, com ¢ = x,-< x,,
) /) 7
I
arca = | ——— d. B = I X, X Xy
=)y dea=] = F)=["fwd—["fod={"roa=o
B a a X
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Assim, quaisquer que sejam Xy, xpem [a, +f, ’

2 C “llque quej € sen” x dx é COllvelgenle.
"I < Xy = F ) ~ F Ll
2 ( {7== ('( ))- a

Logo. £ ¢ crescente em [a, +2|. Segue que lim I " £ dt ou sers finito ou +.s 8 0=<e “sen’x<e % paratodox=0.
a '

. X +eo
finito se existir M = = z = i =
nito se existir M = 0 tal que L S dt = Mparatodox = a (veja Exerc. 9). N x S I "+ 1] = 1, Jogo,
x—doe Ja debes
Critério de comparacio. Sejam Jfe g duas fungoes integrdveis em [a, 1], para todo ¢ + oo
tais que, para todo x = a, 0 < f(x) = ¢ (x). Entio 2 e” ¥ sen’ x dxé con-

3

ente. Segue do critério de comparagao que _L

+ oo too
a) j £ (x) dx convergente = J' [ (x) dx convergente.
a

a

+ oo
sso.I e""senzxd.\'s 1.
a

+ o + oo P
b) I J{x) dx divergente =» J- £(x) dx divergente. b b
a a &

Demonstragao

i
-3+ oo o
= g(x), para todo x = q, resulta

t + oo 220
a) ’ lin I g (x) dx é finito, pois, por hipétesc‘f &{(x) dx é convergentz. De 0 < f(x)
a (¢

'3 ! B + . + oo 13 » R ; 2
L f(x)deJ;g(x)dx hL g(x)dx. ifique que a integral impropria L P BT dx é divergente.
! t :
Sendo F (1) = J f(x) dx crescente ¢ limitada, resulta que lim f(x) dx serd finito.
L a t—too Jg X3 B l ' l
portanto, I f{x) dx serd convergente. P +3 x 1+ 3
a x4
b) Fica a seu cargo. [ ] + |
=—e, porlanlﬂ;
: «*
‘ 3
: s = l —I- =0
+ XD 4 x

+ oo .‘-3

dx é divergen-

= +%, segue, pelo critério de comparagio, que Jl s

+ = - ; - ‘ ) ' ' '
f £ (x) dx convergente ..f’ f(x)dx convergente a EXempl| daremos a seguir serd bastante ttil no estudo de convergéncia deulemsee
: ; ' cujo integrando ndo seja sempre positivo. Tal exemplo conta-nos g

+ %o +* o N o
L f(x)dx divergente "'j; g (x) dx divergente A ) dx também serd (ndo vale a recfproca)-

convergente, entao I
o a
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EXEMPLO 3. Suponha f integrével em |[a, 1], para todo 1 = a. Prove +o | + o] cos X

oS X< : .ComoI o d.réconvergenle.j ‘—'{2 dx também

J + o0 ' PP x2 x? 1oxT : *
I/ ()l dx convergente =>J f(x) dx convergente. P,
“ a ¢ T COS X gy é convergente. Como
; ' 2
Solugdo i limitad
mi a
e . \ /-
Para todo x = a, lim cost - lim ‘]t/’\:()s )l =0
t=4tee [ 1 -+ ~_ .

O=1fx)0+ f(x)=21f(x).

e cos x

rwsenxdx=cosl—j 5— dx
1 X 1 5

+ oo

Sendoj | f(x)l dx convergente, resulta, do critério de COmparagao, qch
a

+ oo

[ o

f(x)] dx é, também, convergente. Temos

dx é convergente.

xl < 1 e, portanto,

+ oo
D
sen” x = Isen xl.

ComoI

a
também é convergente.

+ oo oo
[1/ 0 + Flo] dee J; ) | f (0l dx sdo convergentes, resulta que ' fd
«

+ oo

- 3 .
e *sen” x dx é convergente ou divergente? Just sen? x

=

sen x| _
RY

EXEMPLO 4. A integral imprépria j

- 0
fique. - .
Solugao )
< le *se et
O=le “sen’xl=¢ ", 171 1 o 11 1 _
> vdy=|—|—x— —sen 2x —I——,, —x = —sen 2x |dx =
e + oo N i x\2 4 | 1 x- L2 4
Como-[ ¢ ‘dxéconvergente, enl‘oj sen” v Srrr ward - peld y
2 a le “sen” xldytambém seri convergente; p » sen 2t sen 2 ] sen 2x
- =—- + +J. — | dx.
Exemplo 3, IO e ¥ sen® vdv é convergente. 41 4 1L 2x 4x
i +eegen 2x 29 J"”" !

. : ; —dx=+xe
EXEMPLO 5. E convergente ou divergente? Justifique. . Il 45?2 dx € convergente (por que), 1 2x o

* e gen x + 0o Sen .
a) .[ dx b) f X0 T gy — = 0, resulta

! & 1 X "
Solugdo rsen? x

lim j SN gy = 4
f—tea I RY
a) j"cw d [l( )’ .
= sen x dx =] — (=~ cos x —J.——-— S =
| X N :]l 2 (= cos x) dx
R f S ¥ 0 cpnd v
=—c°w+cosl—jcoi" d. J'+ sen "dx=+°°
! I x~ 1 X
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+ oo
Pelo critério de comparagio (veja @),,J. =n¥
=y

X
a), conclui-se que a reciproca da afirmagio do Exemplo 3 ndo é verdadeira.

géncia e convergéncia de integrais improprias.

Teorema

+ o0 ]
a) J — dx ¢ convergente para o > | e divergente para o =< |.
1 X

+ oo )
b) J-O e ™ dx é convergente para todo @ > 0,

dx ¢ divergente. Tendo em vists Ao

O teorema seguinte, cuja demonstragio ¢ deixada para exercicio, estabelece g
géncia ou divergéncia de certas integrais impréprias e que serdo tteis no estudo de divet
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+ o In x e
& Il xin(x+1

1F (1= Me™.

fres £ (1) di é convergente para s = .

c30 £ se diz de ordem exponencial y se existem constantes M=>=0ey>=0

Exercicios 4.4

1. E convergente ou divergente? Justifique.

A 2
?w"- +|
b) J — &
1 ¥t o |

]
p Jﬁ = et gy
1

s + = |
a) J- —dx
I x4 3x+1

+ 1
c) J- ?-_———_pdt‘
2 Jxt+2x+1

v x2
1= cos 3x HeT0085:2
e) j it hn J =2t
1 x? 1 x
oo 2x-3 e 1
2) I 3 - dx h) '[ = dx
4 o= 3xt ] 2 asiingx
+ o - +on 3l
i) J- e ' cos ‘\'}.t dx 5 j —F—————dX
0 0} \!_rz g
Lo \‘IJX + 1 + 1
l) Iv*' dx m) j I dx
booa® + x +1 e X e xSl

]

gue lim g (x) = L = 0 (L real). Prove:

X+

+ oo
a azl= I S (x) dx convergente
@

+ e

- Suponha fintegravel em [a, 1], para todo t = a, com f{x)=0em[a, +=[. Suponha que exis:

| iocn. ]
tem um a real e uma fungao ¢ tais que, para todo x = a, f(x) = ~—= (x). Suponha, além dissts
X

b) a=|= J(x) dx divergente
a
© 3. Utilizando o Exere. 2, estude a con vergéncia ou divergéncia de cada uma das integrais a segu®
+ s
*eo x6— x4 e x5 =4
a) j —r——s——dx by dx
2 x! —=2x°+3 10 Jx20 4 x10

T i PP 0 - 1 dr— f(0).
'jo e (:)dt—sJ‘D e fn £

seja de ordem exponencial y ¢ que, para todo f real,
FFo+3f@n=Lt
ratodo s > 7,

1
stis+3)

f10)
s+ 3

+ca
I eI () di =
; 0
xistem constantes A, B, C lais que

Yor f(0) A B o
- = Y 4 o— — o ——
.L ¢S s+3 s 2 s+3

do o Exercicio 8 da Segio 4.1 ¢ supondo £ (0) = 1. determine f que verifique ©)]
ida, que esta fsatistaz @,

\ fungiio g dada por
£ g(s) =J:~e_“f(l)dl
formada de Laplace de f.

0 no exercicio anterior, determine f tal que
=cosref(0) = 2.

= ez'ef(()) = -1

f' sejam de ordens exponencial y, e ¥, respectivamente. Suponha, ainda, que
Verifique que

+oo

By -+ v
bl e = “s ey dr — sFO) — £ (0)
; VIO e “f'(ndt==s J; e T nd — st f

escente em [a, + %[. Prove que  lim F (x) serd finito ou +2. Serd finito ¢ igual

=+

a) se existir M > 0 tal que, paratodo x = a, F (x) = M.

N
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Os Espracos IR"

il

6.1. INTRODUCAO

Nosso objetivo, neste capitulo, ¢ introduzir no IR? 0s conceitos de norma e de conjun
aberto, que generalizam os conceitos de madulo e de intervalo aberto, e que serdo fun 4
mentais em tudo o que veremos a seguir. O simbolo IR estd sendo usado aqui para indié
o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais: IR™ = {(x, ) | x, y reais}.

Para as interpretagoes geométricas e fisicas serd muito Uil pensar um par ordenado (x,
como um vetor do plano. Para isto, fixaremos no plano um sistema ortogonal de coorden
das cartesianas (o habitual) ¢ identificaremos, entiio. o par (x, y) com o vetor ﬁ onde 0.
a origem do sistema e £ o ponto de coordenadas (x, v). Esta identificagio nos sugerird com
somar pares ordenados e como multiplicar wum par ordenado por um escalar a partic @
operagoes sobre vetores, que suporemos conhecidas. »

O leitor niio terd dificuldade alguma em generalizar os conceitos deste capitulo parao IR
n = 3, onde IR" indica o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (x;, xy, ..., X,,) de niimer
reais.

vil

6.2. O ESPACO VETORIAL IR*

Y -

Identificando (x, ¥) com o vetor OP e indicando por i e j 0s vetores assOCHSE
] -2

7

respectivamente, a (1, 0) ¢ (0, 1) resulta da teoria dos vetores que OP = xi + Y]

b
1
:
1
i
-
0' xi

s — P
E imediato que se A ¢ um escalar, isto é, um nimero real, entdo, A OP = OPy, onde

2% o : IR’
o ponto de coordenadas (Ax, Ay). Por outro lado, se OQ & o vetor associado a (s, 1) € S¢55

- finigao.

-

2 S y-l-t)éasomadc (
o A}) ¢é o produto de (x, y) pelo esca
E ) £ (DG e dife

l) (s, 1). T
--y)=(s. r)wx= sey=*¢

IR e quaisquer que sejam as escalares a
1l

o5 anteriormente definidas determinam, entdo, sobre o IR™ ur
al; seus elementos podem, entao, scr chamados de vertores.

BY. Ouwineso

Ese produto escalar dos vetores (ay, by) ¢ (az, b))

.
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: 5} é o vetor associado a (x +s,y+10 (verifique). Tudo isto sugere-nos

— v —

2 >
5, 1) dois elementos quaisquer do IR~ e A um recal qualquer.

Sejam (x. y) € (
.yycom(s D:(xy tEn=@+sy+ 1). .
I far A2 A (x, ) = (Ax, Ay).

renga de (x, y) e (s, 1) 1 (X, =@ n=yt

sedades sdo de imediata verificagao: quaisquer que sejam (x, ¥). (s, 1)
e 3 tem-se:

QLCS

¥ (o0l V) = e+ ((s. ) + (u, W]
b (5, 0= (s, D+ (Y

)4 (0,0) = (x, )

+ (- 1) (xy) = 0.0)

yl = aB(x y)

y) + (5 0= a (x,y) + a(s t)

@y =axy) T By
) = (6 ).
Uma esﬁiuura de espago vetorial sobre um

ado se definem em V duas operagoes, uma de :
ento de V por um escalar, satisfazendo as oito propried

conjunto nao-vazio V fica delc-r-
adi¢do e outra de multiplicagao
ades acima listadas. As
na estrutura de espago

DUTO ESCALAR. PERPENDICULARISMO

ayds + b|b2

¢ indica-se por (a). by) - (ay,

(ay, b)) - (ap, by) = ayap bybs.

-Lol’l‘o_duto escalar dos vetores (2, 3) e (1,5) ¢
. (2.3)'(1.5)—21.{.35;17_

s que o produto escalar de dois vetores € um numero.

vetores ;: = (ay, by), v = (ay, by) e w = (ay. b3) € seja A um escalar: sdo de
imediata as seguintes propriedades do produto escalar:

»‘ = o

V' * u (comutativa)




Espacos \R" 105
104  Um Curso de Célculo — Vol. 11 SR

N

.e =P - d —_ - gy P | j
W) lu+ vl w=u w=v-w(distributiva) . R
| PG b
. 2 + b5 cos e, portanto,
(lii) ()»l;)-?:l(—l;);:)=‘l_l’ (A;)) :“ "“1 +b| !—a.,+b.)—7 \‘a, +b‘ \‘jaz ] pO
. o = oy At - VJ
(V) w-uz=0u-u=0u=(0,0)

E 2 + b cos

: . o at by by = \J‘al + b Vaz %

g ; i ‘
Estamos interessados, a seguir, em dcﬁmr peq)endlculansmo ou ormgo '

a

vetores do IR?. Consideremos os vetores u = =(ap. bpe v = = (aj, by). Vam

ayay + bbby
dois vetores aplicados no ponto P = (x, y) do plano.

[T 39
Jg + b} (a3 + b3

cos 0 =

(ay. by) serdo perpendiculares se ¢ somente s¢ 0 produto

. =y
P boe v =
L ada mais natural, entio, do que a seguinte definigio.

om (ay, by) for nulo. N

: i »s OU OFTOZORAIS S
h0s que os vetores (ay. by) ¢ (ap, by) sito perpendiculares g

(al, bl) . (aZ‘ [)2) = Q.

- = 2 -
A e B sio extremidades de u e v, respectivamente. Temos

— —
= OP + u =(xy)+(a.b) =(x+apy+b)

[ Iz

o
=
Il
c
-
+

Vv = (x, ¥) + (a3, b3) = (x + ap, ¥y + by).

Assim,

=
A=(+apy+b)eB=@x+axy+b) ence A reta r se ¢ somente se 0 vetor P — P for perpendiculara n =

o da reta que passa pelo ponto Py = (xg. ¥o) € ¢ perpendicular & dire-
(@ b) ¢

N

Vamos, agora, aplicar a lei dos cossenos ao triangulo APB para determinar cos
mos

—2 =2 2 — O ¥ =
AB' = AP .+ PB" —2 AP - PRcosf ] : ) r (Pics Pp) =0
onde AB éadistanciade A a B, AP deAaPe P de PaB. Como o : 4
L o K o (a b) - [(x. y) = (xp. )] = 0
D { 2 i Rt . 5
AB = (ay ~ a 2+ (by — b=, = (x — Xo. ¥ = Yo). Segue que a equagio acima ¢ equivalente a

AP ax+by=c¢

It

Jai + b}
o E ;; = (a, b) é um vetor perpendicular A tal reta.

ine a equagio da reta que passa pelo ponto (1.2) e que é perpendicu-
or n = (—1,3).
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Solugao

A equagdo dareta é

7P - Pgl=0

onde 7 =(—1.3), P = (x. y) e Py = (1. 2). Assim. a equagdo da reta é

(=L3) [(x»=-1.2]=0

ou

—G-D+3@F-2)=0

ou ainda

—-x+3y—-5=0.

Consideremos, agora, o vetor :; = (m, n), com (m, n) # (0, 0), aplicado no pon
(xg. ¥p)- Na figura seguinte, representamos a reta r que passa pelo ponto Py = (xg, i

g
tem a dire¢do do vetor v = (m, n).

Os Espagos IR" 1 07

i ne a equagio, na forma vetorial, da reta que passa pelo ponto (3.
lar A reta 2x — 3y = 7.

= (2, —3) ¢ perpendicular 2 reta 2x — 3y = 7.

; & areta que passa pelo ponto (3, — 1) ¢ que seja paralela ao vetor (2,
‘da reta pedida é

GN=0G -1 +12 -3)E IR.

ije produto escalar ¢ de ortogonalismo sao andlogos aos do IR%:
(. by, €)) - @y, by, c2) = @ay + biby ey

i,'c,) 1 (ap by c3) & (@, by, ¢y) - (aa. by, ) = 0.

%o vetorial da reta que passa pelo ponto (Xg ¥o» Zo) € que ¢ paralela &

= (a, b, ¢) #(0.0,0) ¢

iz

B (x, y, 2) = (g Yo 20) + 1 (@ b. Ot E IR

ue passa pelo ponto Py = (xg. Yo Zp) € que ¢ perpendicular i dire¢do
y# (0,0,.0) ¢

(a, b, c) - [(x, ¥ 2) — (x. ¥p. 29)] = 0

n-(P-Py=0.

Por semelhanca de triangulos, para todo P = (x. y) na reta r, existe f tal que

%x - Xp = tm

y =y =in
Pois bem,
x=xy+tm
{_\' =y tin

sd0 as equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto Py = (X, yo) ¢ € pardl&s
=2 1
recdo do vetor v = (m, n). Em notagio vetorial, esta reta pode ser expressa na fort¥

(x. ¥) = (xg. yp) + 1 0m, n),

r€ IR

ano de equagio

ax+ by+cz=d

re IR.




108

10.

13.

. Determine um vetor cuja diregiio seja paralela A reta dada.
. Determine um vetor cuja dire¢iio seja perpendicular i reta dada.

. Determine a equagio vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja paraleld 3 reta,

. Determine a equagio vetorial da reta que passa pelo ponto (1, 2, —1)e que seja perpent
- -

Um Curso de Cdalculo — Vol. 11

ax—2y=3 byx+y=1
A2x—5y=4 dyx+2y=3

a2x+y=1 b)3x—-y=3
Ax+3y=2 d)2x—3y=1.

a)2,=S)ex—y=1 b)(l, =2)e2x +y =3,

. Determine a equagiio vetorial da reta que passa pelo ponto dado ¢ que seja perpendicyl:

dada. }

a)(l.2)c2.\'+_\'=3 b)(’z,_?.)e1+3_\7=|_

. Determine a equagio do plano que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular  dir
)y Ror

do vetor n dado.

= o
ay(l,1,he n=1(2,13) by(2,1,—-1)e n=(-2,1,2)

Determine a equagiio vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicala

plano dado.

a)(0,1, - Dex+2y—z=3 2. 1. - Nex+y+3z=1

o - -
. Sejam u = (ay. by, ¢y e v = {4y, by, ¢5) dois vetores do IR®. Definimos o prodiito velt

— -> . — -
de u por v, que seindica u A\ v, por

=3 -3 e
- i J k =y . s
unv,=|a b o =(bjcy— by i +lay) —aycy) j +(aby — a2l
a> bz 9

— — -
onde i =(1,0,0), j =(0,1.00e k = (0,0, ). Verifique que

- - - =
a) uANy = —vAu.
-~ = — =)
b) uAv éortogonala uc av.
- - - > — - — -
&) uAn(v+w)=uAv+uAwondew =a3 by, c3)
- - e - — - -

d(u+vVIAW= u Aw + a Aw

as diregdes dos vetores u = (1, 1, De v = (1, =2, 1). #

-+ =
Determine um yetor ndo-nulo que seja ortogonal aos vetores u e v dados.

-

o
@ u=(12-Hev =(2,1,2)

- -

b u=03.2-Dev =(—121)

|
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- =

‘I do plano que passa pelo ponto dado e que seja paralelo aos vetores & ¢ v

& o d
B —1,1,2)e v =(2.1,-1)
-

.Hev = L1

- - = — )
(U up uz)e Vo= (Vv vihocom u A v # 0. Verifique que
o . .
(x,y'z)=(x0"\'0,zo)+su +trv (S.IEIR)
B -3 - =

:do plano que passa por {xg. ¥o» 7p) e que ¢ perpendiculara n = uAv.

VETOR. PROPRIEDADES

—-

| 2
ey = Jx? + 5%

do vetor (x, v).

A norma de (x, y) é o compri-
]

mento do vetor OF .

1
1
1
1
1
X

-0

) = z ,y2, segue ll (x, y) Il = /(x, V) (X ¥).
5o

. - -
sigualdade de Schwarz) Quaisquer que sejam os vetores u, v de

- - - -
lw - villulivi

— Y

- o
(w +tv) - (u +tv)=0.

 do produto escalar,
- - =
v

- - = Py
e u-u +2tu v +1r°v-ov =0
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-3 -3 - 5

ecomo u - u = Il ull” resulta, para todo T
— 5 )

BAull =1A1yx°+y°

—-)’ - = By —)2
Hell®+2tu - v + v =0:

logo. ) )
Al = 1Azl '
-4 —92 _)7 _’7 | |
A=Qu - v —4llulFlivi*P=s( » o o o 5
b+ v) - (u + vy =l +2u - v +UvIE
e, portanto,

- = - o
la - vi=lulllivi =

- — —» —
we v hulilvil
. _ _ -

Segue do teorema acima que quaisquer que sejam 0s vetores nao-nulos
em-se y . |
i =y - - = 5 N -—' 5
IR < a4+ 20 Wi = el 1y i

1€ —— =1,
e s
e Nyl

- - o
v s 2 = +livll, =
Portanto, existe um tnico nimero real 6, 0 = 0 < 7, tal que ha + vit=lal

- -
u-v - - = =y ceitos e resultados desta segdo.
cos@= ————ou u - v =Nulllvlicosé. a0IR" (n = 3) os conceitos ¢ re ¢
Hall 11wl do vetor dado.

- -

Este nimero real 8 denomina-se dngulo entre os vetores w ¢ v. b) v =(2,1.3)

-

I
= (=,
d) v >

)

-

- - G
B . 2 A12 ()

Teorema 2. Quaisquer que sejam os vetores u e v de IR™ e qualquer que s€
escalar A tem-se:

»

13) um vetor qualquer de IR®. Mostre quell wlt=lal, i =1,2,3

-3

- - — § N
= () = = -
N Haell 0: 1 "l_l. Dz =00 1 u = (uy, uy .._,u")umvetordolFl" (n = 2). Mostre que l w Il = lu; Li = L2y

- . U~
N2DYUA wll = 1AL e 0.

N3) (Desigualdade triangular) .,yg(ores quaisquer do IR". Verifique que

— — e —
- -
N + visllull+NvI = [l 1 — W vl
A -
LR FTRR
Demonstragdo = II-;II = ::\Il
N1) Imediata.

N2) Pondo 1_; = (x, y) tem-se : U, ..., uy) e v = (V]2 Vg, ...y V) VELOTES Quaisquer do IR". Mostre que
=il P, 7S o I

A wl =1 AGe ) I =11 (Ax, Ap) I = (AX)2 + (Ay)2.

L — -
b Na - v lg—vli=12 .0
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-
7. Scjam u ¢ v vetores quaisquer do IR, Prove:

e T P .
u L veolle+ viIic=0al®+1vIi©. o
. - -3 - - % i S gid 3
8. Seja « um vetor qualquer do IR". Prove que se u - v = 0, paratodo v &|R que sejam u ¢ v em IR’
— - " 3 : )
w = 0. X - = I
e A vi=llalllyil

) - 3 - " s - -
9. Sejam u, v, w vetoresdo IR" waisque w = au + 8 v . com ae Breais. Suponhy o

SR 2 ) s — ‘
unitdrios (1wt = Feli vl = 1) e ontogonais. Proveque a = - w ef=y.}

ERTO. PONTO DE ACUMULACAO

1l

io do IR% ¢ r > 0 um real. O conjunto

—p =y

. =2 2 . =2 2
10. Sejam u e v vetores do IR™. Dizemos que « e v sdo linearmente independentes se.
—

querquesejamosreaisacfseauw + By = 0 entdo a = B = 0. Prove que u# = (y, g o 2
Ly ; (G ) € IR I (x. ¥) = (xg. ) I < 1}
5 ; 3
e v = (v}, vy) sdo linearmente independentes se ¢ somente se | | “2 | 2 0. K .
VoW a de centro (xg, V) € raio r.
. = =3 - g e - =
11 Scjam u. v, w vetores quaisquer do IR™. Prove que se u ¢ v forem linearmente;

R o ‘ . . - - -~
dentes. entio existiriio (e serdo tnicos) reais e ¢ Buisque w =au + Bv.

. - d ' Sy : 2 e 4 =3,
[2. Sejum u ¢ v dois vetores unitdrios e ortogonais do IR™. Prove que # e v sdo li
I (x. ¥) = (xq. Yo I <7

independentes. /
P - - 4 =3 9
13. Scjum w e v dois vetores unitirios e ortogonais do IR™. Prove que para todo w dé|R tem: 5. / (=20 £ 0= 1P
- = = o - = - ¢ !
se{w =w- u)u +(w: vy, Sl 1 !
=
i - = ; = - = 2 ; P r !
14, Sejam w. v e w vetores do IR”. Dizemos que . v ¢ w sia linearmente independ =
. - — . — 2 ¥
se, quaisquer que scjamosreaisa, Be yoseau + By Fyw = 0 ,entdoa=BF ¥

. = - e .
Proveque w = (uj up u3). v = (v, vao vy e W = (w), wa, wy) sdo lincarmente indep a de centro (xg, yp) € raio r € o conjunto de todos os pontos “inter-
' . tro (xg, yo) € raio r.
uy Uy : % a0 [t D o . L
dentes sc e somente se v: Vo \'; #0 : : 5 0 unto nao-vazio de IR”. Dizemos que (xy. ¥o) € A € um ponto interior
Wi W wy 1 la aberta de centro (xg, yy) contida em A.

- = ) 5 PRy,
.com, 1, v e w linearmente independentes-

=T s =5
que 1 € combinagao linearde w. v e w,isto €. que existemn reais «, S e ytaisque 7 7€

=3 .
AL G SN = . “lx= s == (0},
15.Sejam u. v, we r vetores quaisquerdolFi3 {x)€EIRIx=0cy }

', >0ey >0, ¢ ponto interior de A.
v w nx = 0 ouy = 0, ndo € ponto interior de A.
Bv +yw. :

16. Scjam z_; T ¢ \_: trés vetores unitarios quaisquer de IR®. sendo dois a dois ortogonais: €
x> 0ey >0, entdo a bola aberta de centro (x, y) e raio ¥ = min {x, v}
logo, (x, y) ¢ ponto interior de A.

om x = 0 ouy = 0, entdo (x, ¥) ndo ¢ ponto interior de A, pois A nio
bola aberta de centro (x, y).

omversidade de Sao Paulo 106227
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b d +
que paratodo r do IR” tem-se:
- B St - = - - -5 —
r r

=(rcu)u +(r -v)v +(r -w) w.
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3
; 10.
A onjunty aber — O} 00 & 2
= : ) ) = do € aberto.
é ponto interior e 'RZ Ix :3’ 86 y = 3; g‘abcrm.
(=¥ R~ 0 CY
If\\ s ’
\'K ! 1 2 )E A.comx=0ouy= 0. niio sd0 pontos interiores; Iogo..A nao e \uhlcno.
i(x, y) = & 5 : Ao = min [x, v} estd contida em A; logo,
. - R . v)eraior = min {x, v}
nio é ponto interior a NEA, 2 bola;lbcrtd de centro (x, ¥)

2 .
e seja (a, b) € IR ((a. b) pode pertencer ou
anulagdo de A se toda bola aberta de centro |

A, com (x, y) # (a, b). 4}

3 ;’
Geja A um subconjunto do IR

yizemos que (a, b) é ponto de act
fiver pelo menos um ponto (x, ) E

. , . . 2 -
Defini¢do. Seja A um subconjunto ndo-vazio de IR”. Dizemos que A é umm,y-
aberto se todo ponto de A for ponto interior. A

Observagio. Por defini¢do, o conjunto vazio ¢ um conjunto aberto.

'> 0. dize[ quc ((l ])) (.; ponm de ncumula(;ao de A Signif.ica di‘/x:r quc existem
g S oAy A anto s¢ qut‘ll’il.
into: de a, b). tao pll)l\lanS dL (a, 17] qlldn

' 4. Todo (x, y),comx = 0ey =0, ¢ ponto de acumulagdo do conjunto A = {{x,

EXEMPLO 2. Toda bola aberta ¢ um conjunto aberto.

Solugdo
: L A . acio de A, pois existe
. . . 3 : o 30 é > acumulacgdo de A, pois exis
Seja B uma bola aberta de centro (xg, vg) e raio r. Precisamos mostrar que todo ponto g > (0ey> 0} 0ponto ( 3 IJ ndo & ponto de ¢ A
¥)) de B ¢ ponto interior. Seja, entdo, a a distancia de (x|, ¥)) a (x;, yo). isto €, -

& 1: & i i :
oy —~ 1! gue nio contém ponto de A.
a =1, vp) = (xg. ) L. berta de cefltro [ 5" l) que nao ¢ p

B

= {(1,2), (51, 0. (1, 3)} nio admite ponto de acumulagio.

= Jjunto A et
S e existe uma bola aberta de centro (a, b) e raio?

ler que seja o ponto (a, b) de IR",

Vamos mostrar que a bola aberta B de centro (xp.yp)eraio ry.com0 < ry <ir-—a
contida em B.

ntém pbnfé'ch distinto de (a, b).

or das diétﬁncia% de (a, b) aos pontos (1,2), (-
'_1_}

: ' - 5
lque quais dos conjuntos a scguir sao aberto em IR”.

B E IR%) 2 + )2 < 1)
ENEIR I x +y= 1)

MEIR X + 2= 1ex+y>3)
EIRMx =101 <y<3)

M E IR% (2 + xy+_v2<()}

5 %) € IR?| « +y>3ex’ 4y < 16)
%) € IR | xy > 0)
_3’)EIH,2|X;()¢ y > %}

[s‘c (a,b) nao pertence a A, basta tomar r como

1.0ye (1,3); s (a. b) € A, basta

(xYE Besli(xy) —~ (xpypll<ry.

Seja. entdo, (x, y) € B: temos

" . -\.' ('r(]‘ -\.()) Ih=n (x, _‘l) (“llf ~‘.| J B “tl‘ _\'I) = (.\’(). _\")_) Il
= ) — oy I+ Iy, yy) = (g yg)h=r +a < f-.‘\ b :
SNe 0 conjunto dos pontos de acumulagio do conjunto dado.

INEIR? 2 + 2 < 1)

2

Logo, (x, v) € B. Portanto, B estd contido em B.
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b) l(x. ) € IR® I x e yinteiros}

) 2
c) {( =] )ln 0 na!uml}
n

DI NEIR X +y=1) ‘. 4 .
f‘)[(.\‘._\‘)E'R{’.l‘: L1 <y<2} g J . R
H{lx y) € IR | x e y racionais] i

fard

;)

3. Defina bola aberta de centro (xp, v, ) € raio r > 0 no IR, Interprete geometriey

 : UMA VARIAVEL REAL
rEs EM |R". CURVAS

4. Defina bola aberta. conjunto aberto e ponto de acumulagio no IR”.

5. Sejam A e B dois subconjuntos do IR®. Prove que se A ¢ B forem abertos, entéio 4.1
também serio. 2

6. Suponha que, para cada natural #, A, é um subconjunto aberto do IR?, SejaBa
0s A, e C aintersecgio de todos os A,. Pergunta-se: B € aberto? C € aberto? ],

e . P < ;
7. Seja F um subconjunto do IR”. Dizemos que F é um conjunto fechado se o conju
(x. ¥) ndo-pertencentes a F for aberto. Verifique quais dos conjuntos a seguir sio

a) {(x ) € IRZ 1N + y =1y ng
byl E IR Ix=0ey 0], ;
) {(x, y) € IR | x e y inteiros}.
d) [(x, ¥) € IR" | x ¢ v racionais ).
e} d

N 2
Atk A VARIAVEL REAL A VALORES EM IR

2 :
A{MNEIRIIx=11=sy=3} i o 2 4
Wi EIR x=1.1<y<3) E Jaridvel real a valores em IR? ¢ uma fungio F: A — IR .or;de Aec

2 ; i : Jma tal funcdo associa a cada real / € A, um unico vetor F (1)
“. ndo seja aberto. Pode-se concluir que B é fe Uma ¢ mos sempre que A ou ¢

8. Suponha que o conjunto B, B C IR S .
nég‘? Jusl?ﬁque. ! minio de F e serd mdlcadfl por Dg. Supore

) 2 : 7o de intervalos. O conjunto
9. Dizemos quc A C IR ¢ um conjunto limitado se existir um m > 0 tal que Il (x, y)
todo (x. ¥) € A. Prove que se A for limitado e se A contiver um nimero infinito de p
A admitird pelo menos um ponto de acumulagdo. A afirmagiio continua verdadeira

hipéteses for omitida?

ImF = {F(@® € IR’ 11 € D}

2 I
de F. A imagem de F ¢ o lugar geométrico, em IR”, descrito por
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o~

b) A imagem de F ¢ a reta de equagdes paramélricas { ; __=_ .
EXEMPLO 2. Desenhe a imagem da fungfo F dada por F (£) = (1, tz),
Solugao

: _ s x=t
A imagem de F € a curva de equagodes parameétricas {v i3

@ *)

——

A imagem de F coincide com o grafico da pardbola y = 2.

EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos t, sen 1), ¢ € [0, 277]. Desenhe a imagem de/F.

Solugao

A imagem de F é a circunferéncia de centro na origem € raio 1.

/- -\cos £, sen t)
/ l

EXEMPLO 4. Seja F (1) = (¢ ‘cost, e 'sen 1), 1= 0. Desenhe a imagem ¢

Solugao
F(t)=e¢ "(cost.senr)
NF@WI = J(e" cos 1)2 + (e sen ;)2

/
1
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!

NFEMml=e "

- nf2

(7
\d

torno da origem e a distincia & origem

to F (1) gira em
2l © por 5 imagem de F coincide com 0 grafico da

ndo a 4. Observe que a
) (coordenadas polares).

; : aimagem da fungao F dada por F (1) = (2 cos 7, s¢n n.re [0, 27

2

= |. Por

(por qué?)

x=2cost
y =sent

2. Fin=(1+1)

4 F(n=@r)
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5. F@M =0 6. F () = (A Y ' imagem de F (1) = (cos 1, sen /, by, t = 0. onde b = 0 & um real
7. F (1) =(cost,2sent) 8. F (1) = (sent, sen ()
A ~ il fd R,
9. F(n = (sent, sen” 1) 10. F () = (~/2 cost, 2 sen ) 3 F
1. F{) = (e cos s senn =0 12. £ (1) = | 3 I8¢
0s 1, % FA(1) = (sent, 1) jce circular reta. Quando 7 varia em [0, +=[, a projegao de F (1),

o a circunferéncia x = oS £, ¥ = S€ll L. 40 Passo que i Projecio

7.2. FUNCAO DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES EMV ; am movimento uniforme, com equagio z = br.

Um§ fungiio de uma varidvel real a valores em IR ¢ uma fungao F: A — IR3, gng ‘
subcopjunlo de IR. Uma tal fungdio associa, a cada s € A, um tinico vetor F° ne lF’i
ou rajetonia de F ¢ o lugar geométrico, em IR, descrito por F (1), quando ¢ varia em |

1

EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de £ (1) = (2, 1, 7). t = 0. i

Solucao

A imagem de F é a semi-reta de cquagdes paramétricas - SRR - 3 -
xX=t R
YA spiz) ‘ ) B -
T irio considerar fungdes de uma varidvel real a valores em IR,
mplos exibem fungdes de uma varidvel real a valores em IR e em
\‘ "% 5 )
el 2.1, ). t € IR. é uma fungio de uma varidvel real a valores em
‘\: ’d/’
e o
x ( COs 7, sen I, t2. T A ), £ € IR, é uma fungdo de uma varidvel real a

EXEMPLO 2. Descnhe a imagem de F (1) = (cos 1. sen 1, 1).

Solugdo
: 5 2 - o= 3 IR MHFEFO=(1,1.0,1=0

A magem de /¢ uma circunferéncia situada no plano z = 1, com centro no ix0 @ £

raio 1. : ; Lt =0 dF{n=(1,0,0.tIR

: : PO+ senn), (=0 HEF@) = cost,send)r=0

§ It

r i 2) RYF () = (cost,sent, e ) 1=0
- le>0 DFW =120
08¢ 'sent,e 120 m)F(n=(sent,sent, N2 cosn), 0= = 2w
en 1 .«f?. Lo, t=0 0) F(t) = (1 +sent | + sent cost)
: B
e o= L=
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a) Determine o dominio de F.
b) Calcule F [% )

3. Determine o dominio,

’ 7 K.
ayF{n=1|1 \‘ 2.In (5—12), ¢!
Vit

1
!

by F()= ( 2.5 {{"2 -2, arctg ¢ )
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(-G )+ Fn- G+ it Ft) - G, (), éoproduroeccalar
pondoaqmF (Fl,l'z ...,F)eG (G, (m cepl):
o F/\ G : A—> IR dada por
- - —
R R A
OW=FONGO=Rw) RO RO
G G G

r:. setorial de F e G, onde

7.3. OPERACOES COM FUNCOES DE UMA VARIAVEL R

VALORES EM [R”

Seja F : A — IR" uma fungio de uma varidvel real a valores em IR”; entio
tinicas, n fungGes a valores reais F;: A — IR, i =1,2,3, ...

LS A,

F@=(F, . F(1), ..., F, (D).

Tais fungoes sdo denominadas fung¢des componentes de F. Escreveremos F
F,) para indicar a fungdo cujas componentes sio F, F,, ...,

EXEMPLO 1. Se¢ja (1) = (cos 1, sen 1, 1). 1 € IR. As componentes de F sdo
#5, F5 definidas em IR e dadas, respectivamente, por x = cosf, y = sentez

EXEMPLO 2. Seja F (1) = (1, v, sen 31, arctg 1), 1 = 0. As componentes de
¢oes Iy, Fy. F3, Fydadas por F, (1) = 1, Fy (1) = Vi, F3 (1) = sen 3re Fy (1)

t =0,

Sejam F, G : A — IR" duas fun¢oes de uma varidvel real a valores em IR%
<

uma fungio a valores reais ¢ & uma constante. Definimos:
a) afungdo F + G : A — IR" dada por

(F+G)(n=F@)+ G

denomina-se soma de Fe G.
b) a fungio kF : A — IR" dada por

(kF) (1) = kF (1)

€ o produto de I pela constante k.
¢)afungio f- F: A — IR" dada por

f-F(n=fnF@)

€ 0 produto de F pela funcao escalar f.
d) afuncao F - G : A — IR dada por

(F-G)m=F@- -G

n, tais que, qua

—
=[F (0G0~ Fi(0 Gy (0] @+

-
®-F OGO ] +F0GO-F0G O k.

.6.3).

as fungdes F. G ¢ [, dc.ﬁmdas em IR, ¢ dadas por F (1) = (cos 31,
f’ arctignef(n =e > Temos

Fe G é a fungdio A dada por

= F@)-G()=3cos31+1 sen2r+ 2 arctg 1.

a fungdio escalar f ¢ a fungdo com valores em IR? dada por
2! (cos 3t, sen 21, A) = (e ¥ cos 31, e A een2 e 2P

e Fe G ¢ afungio a valores em IR dada por

- -
j k

sen2t % |=
3 arctgt

oy —
t=0) 7 + (3P —cosBrarctg) | + (P cos3r = 3sen2n) k

wvaridvel real a valores em |IR" serd fregiientemente indicada com a
1

ﬁ
as fungdes —I:‘) e Bdadas por ;‘)(t) =@ De GO=@G10

.
b) tF (1)
d) 2F (0 + 3G ).

=3+ P +2u=5+1
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b) 17-2 1 =1t(, 12, 2)= (tz. :3. 20).

|

—
=(r3'2:) i +(6—tz)7 +(? -3

sl
~ o]

F ()

rd

= —
AOF WONG ()=

Gyl

-

ou seja,

— - — —
F(z)/\G(!)=(I3“2r) i +(6-1) i -27

o
o

= 4 2 2
DHD2FN+3G O =201r.2)+33,1)=Q2r+ 9,2t + 3,4+ 3. que F (1) permanece na bola aberta B, (L) quando ¢ percorre 0
& ¢ loC e D[.

<o de uma varidvel com valores em IR” ¢ seja L € IR". Mostre que

Exercicios 7.3

. = 3
1. Sejam F (1) = (r,sent. 2)e G (1) = (3,4 ¢%). Calcule

e d - I 7
ay F (- G () bye ' F (1) F=Le lim WF(@-LNI=0
- - - =3 1=
AFH-2G( & F NG
e . E T2 ' T Ye>0,36>0 talque V€ Dg
2. Calcule r(r)/\ x(t)honde re(n=ti +2j ~:kct(:)w: - j +%k L@{ : — LIl <
A5 = - 3 0<It—1gl<d=UF(n— Ll<e

- -
3. Calcule w ) v (1) onde u (n“w,nu teostf trhk e vin=senri +c¢

- - -

{Ve>0.38>0 tal que V€ Df
4. Sejam F, G, H s fungdes definidas em A C IR ¢ a valores em IR’ Vcnﬁque

0<lt—ryl<d=WF()— LIl - 01<€
- - o = = B b A i — =

a) Fi”\ G=-GMNF b) F .((; + H)': F -G + 1 : {{li)n: NE(H)— LII=0

4 " L o

liz que se F (1) tende a L, para t — 1, entdo a distdncia de F (1) a

ro, para t — ty, € reciprocamente.

Sr6ximo teorema, lembramos que s¢ X = (x}, Xy, -, X,) € IR,
X1l = x; 1, ou seja, 0 comprimentode X émaior ouigual ao médulo

omponenres (veja Exerc. 4 — 6.4).
, F,)) uma fungio de uma varidvel com valores em IR" e

EIR" ‘temos

=(Fi (O =L, Fa(t)— Ly, ... F, () = L)
lta:

'(t)—LII \F,) - LiG=1.2,....n).

-

- - — — — -
¢y FAN(G+ H)= FAG+ FAH

7.4. LIMITE E CONTINUIDADE

Antes de definirmos limites faremos a seguinte observagio: sempre que esti}
dando com fung¢io de uma varidvel real ficard subentendido que o dominio ou
valo ou uma reunido de intervalos.

Defini¢ao 1. Seja /" uma fungdo de uma varidvel real a valores em IR"e seja
ponto do dominio de F ou extremidade de um dos intervalos que compoem
nio de F. Dizemos que F (1) tende a L, L € |R", quando t tende a 1y, €

lim F () = L, se para todo € > 0 dado, existir = () tal que, para todo

t—1,
0<lr—l<d=IF@—-LIl<e

diz que llm F (#) existird se ¢ somente se existirem e forem

onentes F,- dc F. Além disso, se. para i = 1, 2. ..., n, acontecer
F(=L=(LyLy, ..., Ly,.

Observacao

o = (F}. Fz, ..., F,;)) uma fungao de uma variavel com valores em

IF () — LIl < e F(1) € B (L)
L)< IR" Emao

onde B, (L) é a bola aberta de centro L e raio € : B (L) = {Y € IR*"INY — LI<§

A figura seguinte nos dd uma visdo geométrica do significado de lim F@OF
t—=1 -','

F(‘)—Lc: Iim F,()=L,i=12,....n

11

cason = 2:
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Demonstragdo
Vamos provar primeiro a implicagio

11 t =ty

De lim F(r) = Lsegueque lim Il F()—LI=0. Por outro lado, para todo i = 1, 2,

[ B XM 121

VF() = L= F (@) — LI
Pelo tecorema do confronto,

lim (F, (1) —L)=0o0u lim F; (=L

11y 11,

Reciprocamente, de lim F; (1) = L; para (= 1,2, ..., n, segue que
| S A O

cdlim JRM-LP RO~ L+ F @O L) =0

-,

e, portanto, lim W F () — L Il = 0; logo,

t=

lim F(n=L =

=1,

S - - -
Sent 7 L (*+3) j. Calcule lim £ (1),
| Feor /)

EXEMPLO L. Seja F (1) =

Solugao

— Ny - - -
lim F(t)=[lim Se'”] i +[Iim (:2+3)) j= +3j.
10 =0 { =0

- -
e 4 -
EXEMPLO 2. Scja F (1) = (cos ¢, sen 1, 1). Caleule Tim Ea =l
h—0

h
Solucdao
— — )
F@+hmn—-F() =(cos(!+h)-cosr sen (r + h) —sen ¢ l)
h h ' h &
De
. ~ ‘.- + | . 5 —
lim cos (f + /1) — cos ¢t s T2 i sen (1 + h) —senr _ cos !
h—0 h 0 h
segue

- —
im F@a+h—F(@{

= (=sen t, cos {, 1).
h=0 h )

.-.- 4
e a

efinigdo 2. Sejam £ : A — IR" e 1y € A. Definimos:
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O préximo exemplo nos diz que o Jimite de um produto escalar € igual ao produto esca-
dos limites, desde que tais limites existam.,

‘ - - =
KEMPLO 3. Sejam F = (Fy, Fy.....F)e G =(G.Gy. ... Gy) duas fungoes de uma
riavel com valores em IR". Suponha que

- - i — —
lim F@=a e lim G({@O= b
t— 1 =1

-y :
= (a1, @y, ....a) e b = by, by .., b,). Mostre que

- — - -
lim F@-GH=a-b.

t—t,

;‘) (- 8 0 =F (G )+ F(nGy(n+ ...+ F, {0 G, ().

N -
lim F (= a = lm Fi=a,i= | (o A
r—=H — - 1=,
Iim G @@= b= lIm GM=b.i= e sty
r= 1y f -t

i

—
Iim ? -G ®H= lim Fi)G )+ ..+ lim F,@ G, (0
=1 =1, r=2h _,

=(I|bl+(lzb2+...+anb”= a-b.

F é continuaem & lim F (1) = F (tg)-

1=

Zemos que F ¢ continua em B C A se F for continua em todo 1 € B; dizemos, simples-
8. que F ¢ contfnua se for continua em cada ¢ dc seu dominio.
eorema anterior. resulta que F serd continua em ly se € somente se cada componente

- - e -
F (r),onde F (1) = (2-’—1 2, d ]

- o
A F (Honde F (= | ——.

}_8—9 COS — —> —

- ==, 1
r (n.onde r ()= — i+ L j+2k.
=2 \ Gt | S
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— - - 4 ~
2.Sejam F = (Fy. Fy.....F,). G = (G}.G). .... G) duas fungSes de uma varidvel real a valoreg ponstragao
- ’ 2 .
em IR" e fuma fungdio de uma varidvel real a valores reais. Suponha que lim £ (1) = z : F ()~ F (10) ( R - A (to) ARW- R (1) F, () — F, (t1p) (# 1.
- - - - Lotk o = , = reen TP g
lim G (n= b e lim f()=1Londe @ =(apay...a,) b = (b by ....by) e Lreal Proye: F t—1 =1 t—1to 0
t—o1, 1=, A
o — — - . = F (& i D
o lim [F+ GMl=a + b. t’eorema da segdo anterior, lim M exislird se e somente s¢ existirem e
t=ty = o~ B t—1 =1
by ,]Lm, H) F (peilas  finitos os limites  1im MJ: I,2,....0. Logo‘Fseréderivével em ity se
im FOACW=aAB @=3 ot L
1)\ )= ¢ = 2J). il
SR () = (m= nte se cada componente o for. Teremos entao:
3. Determine o conjunto dos pontos de continvidade. Justifique a resposta.
- —

o o s ~ Fy
A FU=ti++1 j+3k. F(n— Fy) _ [ lim AWO-AWw  py M)

i TN 11— t—=ty =1 t— b, [l 1)}

-3 R o =
By F(=T—1 i+ 1+l j+ek.
- - - e e R )
4. Sejam F, G :A—»IR"ef: A — IR continuas em 1y € A. Prove que E+ G.fF.F -G
iy :

- ’ g % ol M.
siio continuas em fp. Sen = 3. F /A G também ¢ continua em f;. F' (1p) = (h (to) B (tg), v Fx U0))- ®

- 5 3 - - 22y
5. Sejam F :A—IR"e G :A— IR". Suponha lim F (1) = 0 equell G (1)1l = M paratodo
{ € A. onde M = 0 ¢ um real fixo. Prove. ' 7%

- — — — — -
a) lim F@-Gn=0 by lim F (N G= 0 dF 0
t =1, (t) b)";( )

- -
6. Seja F :la, bl— IR" continva. Prove gue existe M = O tal que Il ' () Il = Mem |a, b

7-5. DERWADA (’) = ((sen 3'),‘ (e'l' )1. (’):) . (3 cos 31‘ 2’ "13. 1)

Definicdo 1. Sejam F : A — IR" ¢ 1, € A. Definimos a derivada de F em t, por seja,
_)
oL (tp)= lim M fi—f— (1) = (3 cos 31, 2e’ 1),
di =1, t— 1y dr

desde que o limite exista.

0) = (3.0, .

Se I~ admite derivada em 1), entdo diremos que F € derivdavel ou diferencidvel em Iy Di-
zemos que F é derivdvel em B C Dy se o for em cada 1 € B. Dizemos, simplesmente, que
é derivdvel ou diferencidvel se o for em cada ponto de seu dominio.

2 -5 - "
EMPLO 2. Seja P =1 i +acig2t j te ! k. Calcule.
i 5
d*r

> o
)drz

Teorema 1. Sejam F = (F|, F», ..., F,) e ty pertencente ao dominio de F. Entio, F
serd derivivel em 1 se e somente se cada componente de /o for; além disso, se F for
derivavel em 1

' — . X 2 . -~ ay
F' (tg) = (R (t9), K (o) -+~ Fn (10)). e d 02{7 + L orotg2n T+ Ak
dt dt dt
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—)

- - o
d_r=2t1 + 22 j—etl(
dt 1+ 4
2_) 6.
d= r == 161 -2 -t

) =2 § - —— — e 'k
) dr? a+ 422 7

. 2. . dF .
Seja, agora, F: A— IR” e seja 1y € A. Geometricamente, vemos ) (1g) como um “veror
tangente” a trajetéria de F, no ponto F (fy).

)

/[

£ = Fto) € paralelo ao vetor £ (1) = F (1)

=1

F1) — F(t0) tende ao “vetor tangente” ? (p) & trajetoria de Fem F (1y).

Quando 1 — ¢, ”
t==:040

: dE: & 8 e
Definigdio 2. Seja F : A — IR" derivavel em t, com =) (tg) # 0. Dizemos que

dF : o
s (1y) € um veror tangente a trajetéria de F, em F (15). A reta
t

denomina-se reta tangente a trajetéria de F no ponto F (1,).

—

A reta tangente  trajetéria de £ no ponto F (1) €. entdo, por definigio, a reta passando

pelo ponto F (1) e paralela ao vetor tangente % (fp).

EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos 1, sen 1), r € IR. Determine a equagio da reta tangente
trajetéria de F no ponto F (i{)

Solugdo

! - —
; — —
~c)i(F/\G)=d_F/\8+?/\_‘ﬁ_
5 dr dr dt
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\ equacdo da reta tangente em £ [%} é:

X=F(1)+Ai€(1).,\em,
4 dr \ 4

7 43 NG
(v.y) = [:’23,17;]H(_:'2;,\[)_2}A6,R

ca vocé o desenho da trajetéria de F e da reta tangente.

[PLO 4. Seja F (1) = (1, 1, 7%). Determine a equagio da reta tangente no ponto F (1).

ao
(1.1, 1) i = (1. 1, 27); assim, (2—: (1) = (1, 1, 2). A equagio da reta tangente em
(1) é:
X=F()+A iif(l).)\EIF].
di
ja,

xy.ad=, L, D+ A(L1L2.A€EIR

- - -
Teorema 2. Scjam F, G : A— IR". f: A — IR deriviveis em A. Entdo.f - F e

+ G serdo, também, derivdveis em A e

_>
9
L Py L P oo GE
dt dt di

: o d_’ 5 -
: -
| =i F 2 Cy= 2L G4 B 29
3 dr 1 dt

4 — -
Além disso, se n = 3, entdo F /\ G serd. também, derivivel em A e

monstracao

aremos a demonstragio no caso n = 3,

)
) F = (F|. Fy, F3): como £ é uma fungio a valores reais

X®) F (0= (0 Fy 0.1 Fy 0. F 1) F3 1)
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paratodo s € A, g
o lin h
d =¥ d d d ; ’ h=0 =
= nFE@mn]= (— I y— I3 y — o P o
= [f( nj R [f() ()] o LF () B ()] 0 [f(2) k h)_?(,)Aa(t’rh)“'?(’)"8('+M_ F(t)n G}
De h
d : —
7 HOR®I=1" OF 0 +f0)F ) i 5 Gutrh-G®
FO , Gu+m+ F)a p
d . '
o [SYVFy ()] =f" (W) F> (0 + f (1) £ (0 2 da’
—
1 /\ e g (”
‘% [SDF3M]=f"(DF3(0 +f(@) 1230} F (1 dt
resulta: =

%[f(r) ? (1) ] =f’(r)(F1(r). Fz(r).l?g(x))+ f(f)(i-‘,'(z), B (1),

ou seja,
d 2 & - 4F
AT 2
1 t dt F(H-— =0
- - _ dr
by F i O 2w Fye G =(G‘.62,G3). =2
geometricamente no cason = 2.
- -
F N G = FIG] + F:(l.z +I'~JG3.
d = = d w { . d . dR - dG By b
E[F'szd_,[F'("”;T[FZ(’z]*E[E*°3J=T;G'+F 3 17 o= {F@): F
+ df_) G, + F, —ddG? + i/dF—3 G; + Fy ——-dzf‘. . .
“ ' : IF 0 =F @ F o
Como
T dF- IF:
By P B 20, 953 = RS 2
B S5 gt Sk a3 F@-F@=kK
e mA,
~-> —
746 _ o dG + p, 462 r, 4G 4. Fw-Fol=o
dr ' e Yot dt
resulta
- =3 : T > o dF =0
L T S - W ) f O ForFo o 0s
dr t i v o
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:' / e como o produto escalar ¢ comutativo

I 3

I - d;') 2

2F (- — (n=0.

l dt

: Portanto, para todo 1 € A, oL
> dF |
F@-—(@®=

dt :

-

o -
- R e A

SR e, <
e e e e e g  r—— —

constante e igual a k (k = 0), a trajetoria descrig por (Fy (¢), F5 (1) esta contid

—————

A . ; dF ;
feréncia de centro na origem e raio k; Como T (1) € tangente a trajetoria,
t

Exercicios 7.5

5 o
2 F

I. Calcule =— ¢ =—
it di=

pzd 2 2
a)y F (=3, e " In(r"+ 1))

- 1 5 — 5 -
B)IFE =Nt @ +cosr j 3% k-

- - — i
¢) F()y=sen57 i +cosdt j —e¢ 7 &

(o8]

Determine a equagio da reta tangente  trajetdria da fungdo dada, no ponto dado.
< i

ayF () = (cost.sent, e F (T)

PG = neG() ;
1 1 5

A F(n= (—. o t“JeF(Z)
£r

d)F ()= (t.2. 0. e F(I)

. =2 =3 dF
Assim, sendo || F (1) Il constante, os vetores F (t)e = (1) serdo ortogonais
t =

—3 1 b
Interpretagiio geométrica no caso n = 2. Seja F (1) = (Fy (1, F5 () se Vil

,.:. -3
¥ ()1l # 0 paratodo r. Faga T (1) =
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intervalo / & com valores em |R Suponha que F' (1) = 0 para todo tem /.
2 constante k = (ky. kp. ... k) € IR" tal que F (1) = k para todo 7 em /.

[intervalo, derivivel até a 2. ordem em 1. Suponha que exista um real A tal
- -
d* F = = dF
A F (1).Prove que F ORA _:i_ (1) é constante em /.
1

b

IR — IR? seja derivivel até a 2.* ordem e que, para lodol r=

- o
tr (Dll= ~t.

- =
dr B b
—_—— =T em |0, += [.
t dr*
B
s W/ bt 5 - T
entre r ¢ ———. Concluaque - = 0= 7

-y
m IR, com valores em IR”. e derivivel até a 22 ordem. Prove que se 7 (1) /4

N
2

- r -
ante em IR, entio r () A —— () = 0 emIR.

2 : -
R, [ intervalo, derivdvel até a 2.* ordem. Suponha que r (/) forneqa 4 posicao,

- |1H >

m ponto P que se move no espago. Definimos a velmndade v () eaacelera-

g —_
= dr b
oinstanter, por: v ()= —— (e a ()=
2 dt dr
ndo:
— — - -
+12_,14k b)r(l)==cosli+senlj+1k

- -
vo: onde 1y e vg serio dois vetores fixos em IR,

k —) 1 - 5 - - —>
vot + -2- ap 1<, onde my. vo e agp S30 constanies.

-
ove no espago de modo que Il v (1)1l = k para todo r, onde k = 0 ¢ uma constan-

.
@) - a (1) = 0 para todo t. Interprete.
-

) L 4
onde v (1) = Il v (0. Prove que

40 ortogonais.
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10. §

LY

13.

: Suponha “, (0 =cosd : + sen # J

Um Curso de Cdlculo — Vol. 11

e — -
Seja r (()=acoswt i +bsenwt j . ondea, b ¢ w sdo constantes nao-nulas. Mostre que

-
5
d=.r Qi
= W Tt
=
dr~

= = Mo
Sejam F ¢ G definidas e derivdveis no intervalo / ¢ com valores em IR”. Suponha que para

- —
—)

todot € 1, ek = L (1). Prove que existe um vetor ¢ = (€1, €2, .., 6) € IR" tal que
di t

- - -
G(= F (n+ ¢ paratodot €L

— —
_ Determine r = r {) sabendo que

dr - - - =hir =)
a)— =t i +2ker (=i +j
di
i
- - 1 = = — -
h)£=wnti+c052{j+ ka=0er =i — j +2k
dt
—-)
- - - - —
c)d—r—= I, i +e'j+kcr =k
d, 1+ 41

2 - . .
(Regra da cadeia). Scjamt — u (), 1 ELu— F W E IR", u € J, fungdes deriviveis. onde
[ e J sdo intervalos em IR. Suponha que, para todo € 1, u (1) € J. Prove que a fungao H dada
- -
por H (1= F (u(n). 1t €I, éderivivel e que

—

dF
onde —— deve ser calculado em = u (¢)-
o‘u
— —3 = —

u.g((f)—-—senﬂ i +cosl jer ()=pl)up
(6, comf) f(ne p= p(r)deriviveis aé a 2.* ordem num intervalo /.

2 .
Notagdo: p = -dﬁ 4= iq p= f’_ﬂP - Verifique que
dr dt dr=
- .=

d
Joe— ()] = Oug (H).
a o [up ] 0

d —5 .
by — [ug (6)] = — 81y, (O
di
— _—) =,
cr v = pu, + plug.

- i E Lo
d) a =|p—p® lu, +12p0 4+ pBlug.

1S,
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Seja F: [ — IR" derivivel em 1 € I ¢ seja E (A o erro que se comete na aproximagio do
-
acréscimo “F (1 + A1) — F (15)" por “F' (1;) Ar”. Prove que £ (A7) tende a 0 muais rapida-
At -
mente que Az, quando Az tende a zero. isto €, que lim -—% = 0. Prove. ainda, que para
At .

o = Flty + Aty — F(ig)) — Ar =0
todo a €IR",com a # F'(r5). lim WAL ) gl — a #0.
At -0 Ar

Observagio. A funcio linear de IR em IR" dada por Az — F' (1) Ar denomina-se diferencial

: swe SEACAIR et
de Femty: Ftg + An — F1y) = F' (1p) A7 + E(Ar). onde  lim = 0.
ar—o At

Cjs

ks - -
‘Sejam F :[a, b] — IR" uma fungiio, P:a =ty < 1) <ty < ... <1, = be, paracada i,
= 1,2, ..., m, seja ¢; um ponto de [1;

12 41 O vetor

m —>
Z F (C,') A!,‘
t—l

enomina-se soma de Riemann de F relativa a pdmgﬁo P ¢ aos pontos ¢;.

m —
emos que > F (¢;) Ar; tende ao vetor L € IR", quando mdx Ar; — 0, e escreve-
=1

mo— -
lim Z E (C,‘)Af,‘ = L
mix A, =20 i=1

e, para todo € = () dado. existir 8 = ( que s6 depende de €, mas nao da particular escolha

tal que

m —»
Y Fic) Ay — L

i=1

ra toda pamqao P de [a, b] com mix At; < 8.
0O vetor L que quando existe é umco (verifique), denomina-se inregral (de Riemann)

‘F em [a, b] e indica-se por I I" (1) dt. Assim, por definigao,
a

b — . m —>
I F(ryde = lim Y F (¢;) A
a mix A, =50 =|
X 4
Seja F = (F|, F>, ..., F,) definida em [a, &]. Deixamos a cargo do leitor verificar que

3 s o ._) - - -
‘sera integravel em [a, b] s¢ ¢ somente se cada componente de F o for: além disso. s¢

Hor integrivel em [a, b], entido

b —> b b b
F)di = Uuﬁ(r)dz. LFg(t)dr,..., L Fo(1) di )

o
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by
s . = = — E. 4 .
Se F forintegrivel em [a, bl e G uma primitivade F em [a, b) tereme

1

: m m -
kL > F(C,‘)Aliné -§I I F (c; )AL

- - -
F(tydr = G(b)— G (a). N |
a ' k"
De fato: B
il ACx m —>
g (ndr| = lim Y F(cp)Ay
dG 7  dG; méx A, >0 lli =1
—=F o —=F,i=1L2,...m n =
! a < lim S WF (e
entiao mix A1, =2 0 =1

R
=I I E (0)ldr
bh > b b b a
F(r)m:[ F](r)dr.I B(1) (lt,...,I F (1) d,(l()
a a a X
m (B)

o (G| (b) - Gl ({1). GZ (b) . Gz (a), Sy
— - ]
= G (b) - G (a). hE

a

i - b —

ﬂjb F(t)d:“sj I F (0llds,
. a a

I T i

EXEMPLO 1. Calcule : [ti +4j +1t2 k]dr

Solugéo

|

1 —— 1 SNy
+I4drj+.[12
0 0 i N

jl

0 .-l
-y — SR i

e . ?1+:J+k]d'

e " —
jO[xi+4j+12k]d (
1 =l
3 g

EXEMPLO 2. Suponha ? continua em |a, b]. Prove que k )dr

H — a || —
F (t)dt s_[ ”F(:)Nm.
h

a

— - = — — -
+ j +ef ke G= i + j + k. Calcule

e 4 -
' C G d
Solugao (0 dt b) Io F (1) G)dt

E I Y uF i ; i O 5 2 > para todo
Sendo F continua em [a, b]. Il £ Il também serd; logo, J Il F (t)lldr existe. ' IB" continua e seja G (1) = jo F (s} ds, t € la. b). Prove que, par:

a
e 4 b > m — » = i .
F (e ) Ay — = DAL — F (tydtl} =
uigl ((')Al‘ -L F(')d'ﬁ ) i§| F(C,)AI,H N-[z ® ,‘ x -dd—(,'(t)=?(t‘).
’ t

assim, de F . :
na forga, dependendo do tempo #, que atua sobre uma particula entre os instanies
m b — - y
lim b [. (c;) Ay = J. F () dt integravel em (1, 75]. 0 vetor
max &7, = 0 ;= a o
segue =j’ F () ar
L]

- - )
ode F nointervalo de tempo [f), 15). Calcule o impulsode F no intervalo

lim
max A1, =0

' b —
5:' F(c,)Ar”=M F(:)d:u.
o
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-
k.l|=oef2= l.

-—)
S. Suponha que F (1) é a forga resultante que atua, no instante 1, sobre uma particula de massa m

—
que se move no espago. Mostre que o impulso de F no intervalo de tempo [#4, 5] € igual 3
variagao da quantidade de movimento, isto ¢,

n — = -
Fydr=mva—muv|
’l
- -
onde v e v; sdo, respectivamente, as velocidades nos instantes /) € £5. (Sugestdo: pela lei de
— —
Newton F (1) = m a (1).)

7.7. COMPRIMENTO DE CURVA

Seja f um intervalo em IR. Uma curva yem IR", definida em /, é uma fungdo y: /— IR"
Uma curva em IR”, definida em /, nada mais €, entao, do que uma fung¢io de uma varia-
vel real a valores em IR". Segue que tudo o que dissemos anteriormente aplica-se ds curvas.

EXEMPLO L. Seja y (1) = (1, arctg 1), t € IR, uma curva em IR

a) Desenhe a imagem de 7. 5
b) Determine umacurva 8: IR — IR“talque y # SeIm y=Im .

Solugao
X:=F
a) {'\, — arctg ¢ € IR.

A imagem de vy coincide com a gréifico de v = arctg x.

by 8(1) = (', arctg ). 1€ R,

Observagao. Sejam A C IR" e y: I — IR" tais que /m y = A; é comum referir-se a y como
uma parametrizagdo do conjunto A. Assim, toda curva y pode ser olhada como uma
parametrizagio de sua imagem. O exemplo anterior mostra-nos gue um mesmo conjunto
pode admitir parametrizagoes diferentes.
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Nosso objetivo, a seguir, ¢ definir comprimento de curva em IR". Para_motivar tal
je nisﬁo, trabalharemos com uma curva em IR”, S¢ja, entdo, y: [a, b] — IR” uma curva
m IR*. Sendo P:a =151, <1, < ... <, = b uma partigao qualquer de [a, b], indi-
aremos por L (y, P) o comprimento da poligonal de vértices Py = y (1p), Py = v (1)), ...,
b=y (1,):

L(y.P)= ;1 Wy ) — vy - Pl

‘Tomando-se, por exemplo, P a = 1o <[] < t; < 13 <ty <15 = b, L{y, P)serd o
smprimento da poligonal de vértices Py = v (1p). Py = y (1), ... P5 = y (i5).

L L(y.P)Y=lhy() — vl + Ny () — vyl + o+l y(s) — y(tp Il
. Suponhamos ¥ = (¥, o) derivével em [a, bl e sejaPia = fo < 1; < ... <1, = buma
articao qualquer de [a. b]. Temos

Ny — vyl _ph= \p‘fl’l;’i W~ - P + [0 - v20- P

vy (1) =(‘Y| (Ii)"Yz ()

‘f(f.‘--l)=(‘Y‘ (l,'--l).~'Y2 (i)

elo teorema do valor médio, existem 1; e : em | ¢; -, ;[ tais que
NE - NG D= G- 1))
R = V20— )= Y2l (G~ - )

u 'Seja,

NG —MG_ D= A € @)=y (- )= ’Y'z(‘T) At;.
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Substituindo em (@) vem:

=R e
= L= 4 p=cpalt) FS
By ) = ¥ DI = ¥ P + [¥2 )12 Ar. g z=y3(0)

Dai

REECECE

comprimento da curva y dada por

2. o= = i
@ Liy.P)= ,?l VI['Yl(Ii)]Z +[72(ti)]“ Afl 0
: . : o g —— E 3
Supondo ¥ continua em [@, b1, 11 ¥ (Dl = /(31 (1 + (Y2(1))? sers, tambgn |
nua em [a, b] e, portanto, integrdvel neste intervalo: 2 ; 4 ; i )
an b =
: R . . c[ol]
J Iy (Ollde = lim Z V('Yl (i N? + (y2 (c))? At, : : A )
a

mix &, = 0=

Embora () nio seja soma de Riemann da fungao g (1) =l y" (01,1 € [a, b

o —

b
razodvel esperar que, para max Ar; — 0. L (. P) tenda a I Hy" ()l dr (vej
Nada mais natural, entdo. do que a seguinte definigdo. !

; I e a i R
'(i)lldt=Ioz V‘(_“%) F(‘j{:) dr = J’U‘ N1+ 4 ar.

varidvel
Defini¢do. Seja y: [a, b] — IR” uma curva com derivada continua em [ I;;{ 2t = tg u: dt = = sec? u du
mos o comprimenio L (y) da curva y por
t=0u=0
Lo "Iy )l d RO SO
= ()l dt. ==
n= [y 2T

&\a

Observa(;ao A definigio acima estende-se para uma curva y: [a, b] — IR" ‘L jo sec? u du.

II'y" (r) Il integrdvel em [a. b].

bt |-

K —_—
"dt =J04 J1+1g? u %sec.:2 udu=

EXEMPLO 2. Calcule o comprimento da curva y (f) = (cos ¢, sen f, NH1E [0, 2

Solugao udu = Isec sec? wdu =secutgu — jsec wtgutg e du
- T T \._\:’_d Nt
:f &
g

Y ()= (—sent,cosr, Iy (DIl = \\‘.(—sen )2 + (cos 1) + 15 o
?Esecutgu - Isecu(sccz u~— 1) du

O comprimento da curva y ¢
27 2 —_
[y wna=[" V2 di =27 32,

0

‘-7
ks 2 jsec3 udu = secutgu+ J.sec u du
Seja y uma curva em IR? dada por

x=y ()
{":Y?.(” t € |a, b).

i1

A Udu=%sccutgu+ %lnlsccu+lgu|+k.

<

) f 2 2
De L vi(1) e L va (1) segue Il y' ()1l = J(-d—x) + (—dl] e, entd; €5

dt dt \

f b
mento de y é: J v( 5 J (j‘:] dt. Se vy for uma curva em IR? dada por.

™

L(y)= i—[sec wtg u+ In (sec u + 1g w);
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ou seja,

EXEMPLO 4. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R = 0,
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5 . Sejam y: [a, b] — IR" e 8: [c. d] — IR duas curvas com derivadas continuas. Suponha que
~ exista g : [¢. d] — [a, b), com derivada continua ¢ tal que g (1) == 0 em [c, d]. Suponha, ainda.
g(c)=a,g(d) = be. paratodo u € [c, dl, § (1) = y{(g (u). Prove:

Caylmy=1Ims bYL(v) = L(J)

_ Observagio. Se as curvas d e yestiverem relacionadas do modo acima descrito, entao dizemos
3 que a curva & é obtida de y pela mudanga de pardmetro t = g (u} gue conserva a orientagao.

Liy)= —_1;[ 2+ In(t + ~2)].

Solugio 6. Dizemos que uma curva 8 : [e, B] — IR”, com derivada continua, estd parametrizada pelo com-
primento de arco se 11 8 () Il = 1, para todo 5 € [a, B). Verifique que cada uma das curvas
YUL= (Koot K son {) 1 €10.27]. " abaixo estd parametrizada pelo comprimento de arco. Interprete o parimetro s.

2 2 i e o —
Ly = I l( dr) + (d—‘] dr = -[0" 4 (=R sen 0% + (R cos 02 dr.

: a) &(s) = (coss,sens). s =0

o Y\ dr L dr

I b) S(s) = (R cos % R sen %) s = (1, onde R = 0 € um real fixo.

Assim,
i 2 IR‘) 25 1 «71 )5() (3‘ 2.\-]“0‘
= 'R< (sen“ t S< ) dt ) o(s — | s = 0,
(y) J;) y (sen cOs“ 1) 9 5 s
ou seja, ."‘ Seja y:la. b] — IR". com derivada continug, e tal que 1y (1) Il # Oem {a, b). Sejas : [a, b] — IR

Exercicios 7.7

I

. Seja y: [a. Bl — IR? uma curva dada em coordenadas polares por p = p(0). 8 € [a. 8]

r
© dada por s {1) = J. 19" () .

“a) Verifique que a fungdo s = s (1) € inversivel e sejat = 1 (s) sua inversa.
b) Verifique que a curva 8 : [0, L] — IR" (L ¢ o comprimento de 7y} dada por

Six) = y(1(s)

estd parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que 8 é a reparametrizagdo de vy
pelo comprimento de arco.

27
L(y)=R judz SR

Calcule 0 comprimento da curva dada.

ay y(r) ={rcostr.tsent) r € |0, 27

Bryy=(2t— Lt + 1), €I, 2]

¢) y(t) = (cost. sent, e_r). te |0, 7).

Dy =(e "cosr.e Tsent e LiEO 1)

e)y(n =(inn), IEII el.

Hy:I[o, ‘n-]—»lR dadaporx =1 cosry=7 - sent,

B. Reparametrize pelo comprimento de arco a curva y dada.

a) y() =2+ 1,3~ n.:;-.o
b)Y y(t) =(2cost 2sent) 1=
o)y (1) = (wsr scn: . leO

Vv, - ) y (1) = ( ‘. 0,1=0.
BN = (¢ + ¢ M), x € [~ 1,0]. (Observagdo: trata-sc da curva ydadaporx =7, ¥ = D y@ = (e cos s, ¢! sen),

5 s 4 - oo £ . ”a . - . s
e ) comr€[~1.01) Seja y: ] - IR? uma curva derivivel até a 2.7 ordem, com || ¥ () I # 0 no intervalo 1. Scja

g

i . . . ) - ¥ (r)
s = Iy (u)ll du, 1 € I, com t; fixo em /. Sejam, ainda, T (1) = -
- e -3 - Il‘y (l)

t (s)dadapor ¢ (s) = T (1), ondet = 1 (5). Mostre que

: o versorde ¥ (1)

(Observagdo: trata-se da curva dada por x = p (6) cos 6. v = p{8) sen 0, 0 € [a. B]). Supondo
que p = p () tenha derivada continua, verifique que

i -
dp ¥ ar YUY O =y (y'(0) -y L0
Ly = Ip + dn. (1= 3
\p d dt Iy ()l
. Calcule 0 comprimento da curva dada em coordenadas polares (utilize o Exerc. 2). = 5
dir YOIy — ") Y ()
p el 1 T SR L= 1(s)
a)p=0.0€[0.7) bip=1+cost 6E [0. 7]’ ds Wy (ol
c)p=sen, #E {0, m dp=e¢ " 00 27 & s - z
p=e [0, 27] de |l |d d ' \.(Il'y”(l)ll Iy () = (y"(0) -y (t))*
Aproveite a oportunidade ¢ desenhe estas frajetérias (no plano xy, claro!). = \|—(3) ds pe bl iy (I

D¢ exemplos de curvas ye 3tais que Im y = Iin 5. mas que seus comprimentos sejam diferentes-




146

10.
. Sejay:1— IR paramctrizada pelo comprimento de arco (isto &: 1l y' (s) 1l = ] para todo s € ).

- Uma particula move-sc no plano de modo gue no instante / sua posigiio seja y (¢). Suponha que,
—

- Seja y: [a. b — IR* uma curva com derivada continua e com componentes y; e ¥, (y = (71r
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$ v + (@R 8~ £ iR+ ()P An| =
i=l

£y

d i .
Observacao. O nimero & (5) = H d_ (5) [} denomina-se curvanira da curva y no ponto YOt
5 ]

1
1(s5). Sek{(s) # 0,0nimero p(s) = —— é 0 raio de curvatura de vem y(N. 1 = 1{s). A mon: , = oo
k(s) e < 3 i) - ¥a () Ay

i=1

5
vagdo geométrica para tal definigiio ¢ a seguinte: para As suficientemente pequeno o trecho PQ 3
(de comprimento As) da curva y pode ser olhado como um arco de circunferéncia de centro e

— — R — —
raio p(s) (aproximadamente). Sendo A8 (radianos} o anguloentre os vetores 7 (s)e 1 (5 + As) | .'—;17 3.5 “‘g 1<1b - ¢l
, 3 Ja? 2 2| =

segue que A4 serd, entiio, a medida do dngulo POQ.

f) @ 7 (s + Ag) \
Y c
P
b
/
{40
T S d
T (s + Ag)

’ sejm" ("' ¢ C; O8 p(’"los de mlnilll() ¢ de l“éxl"l(). rcspecll\alllelllb. de Y2 em l l,‘ - 1+ “' Iv
A Lt A ‘ Plo‘e quc

i=1

n = ;- e & L
g WAL < 5 (i) A — X vz (¢;) At
Temos: 3 i§l b @ =z ()l & Z Y2 (4 = '
¢) Prove que

As=p(s1 A0 ou 2(5) - o

= —
I _((1G+A)— () N b
tim % i @R v @) A= iy onde
Calcule a curvatura e o raio de curvatura da curva Y{f) = (Rcos t. R sen 1) {R = 0 fixo). max Ar, » 0 =1
n, = Wy e b o
Y oy A = lim Y ya(ci) A = L ¥2 (:)dr].

sestGo:  lim
[Su;,e.\ e max Ar, =0 7=

midx A&, 20 i=|

a) Verifique que. para todo s € 7,k (s) = Il 7 (s) Il. onde & (s) € a curvatura em ¥ (s)
b) Prove quc se & (s) = 0, para todo s, entio ¥ € uma reta,

— — - (1) —
paratodo, Il v (nNI=0(v (= Yieseu T ()= i ,onde vit) =1l v () li. Prove que
vt
—
e 2 )
a) T e -d— sd0 ortogonais,
t
= dv 2 - — d?
by a = Z T+ — n.onde n €oversorde d—cp:p(l)nmiodccur\'alumdc)'en' Y
P i

Y2)-SejaPra=1 <1 << = 1 = b uma parti¢io qualquer de [a, b),

a) Prove que quaisquer que sejam 1;, G EG (= 1.2,..., n)tem-se:
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FuNcOES DE VARIAS VARIAVE
REAIS A VALORES REAIS

A maioria das relagdes que ocorrem na fisica, economia e, de modo geral, na nature
traduzida por fungdes de duas, trés e mais varidveis reais; dai a conveniéncia de umest b) =

detalhado de tais fungoes.

Neste capitulo ¢ nos seguintes daremos énfase ao estudo das fungdes reais de duasy
dveis reais, e o leitor ndo terd dificuldade em generalizar os resultados para funges den 3

de duas vanidveis, }d que nio hd diferengas importantes.

8.1. FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS REAIS A VALORES RE

Uma fungao dejduas varidveis reais a valores reais  uma fungio f: A — IR, onde A€
subconjunto de IR, Uma tal fungdo associa, a cada par (x, v) € A, um tnico nimerof!
IR. O conjunto A é o dominio de fe serd indicado por Df. O conjunto

Imf={fix. WEIRI(x y)E Dy}

¢ a imagem de f. As palavras aplicagdo e transformagdo sio sinénimas de fungao.

1
(x, »)

\ f/ f (x' y)
A

ftransforma o par (x, ¥) no nimero f (x, y)

. SR o] eyt . 49
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especificar o dominio, ficando implicito,

& o os. muitas vezes. de : : - 5
o, deixarcr para o qual faz sentido a regra em ques-

> do umaior" SubCOnjuntO do 1R

- TAved SR, s reals dad: 0 A ) B
; x as varidveis reais a valores reais dada por f (x, ]

= Sej funcio de duas variaveis

.SQJafa G

: todos os pares (X, ¥) de nlimeros reats, com

XFY
o de f € 0 conjunto de
P # v). Esta fungao transforma o par (x, y) no numero real

: ¥) (=2 ‘Rz

E se] a fa fungdo do exemplo anterior. Calcule

A8 byf(a+b.a—b)

@rbta—-b _a
e ———
atb—(a—b) b

Represente graficamente 0 dominio da fun¢ao [ dada por

2

fxy = \-')—~— x + \'I =iy

f€ 0 conjunto de todos os pares (x, y), comy — X = Oel—y=0:Dp= {lx,

=xey=<l1}.
A3 :

y
; =Seja fa funcio dada por

5.2 _
E (x, y) — zonde z = 5x7y — 3x.
B Yez—1(x, y) = 5.(2_\‘ ~ 3x. Na equagiio acima, x e y estao ’szctrld() vi§135 co-
#ependentes e 7 como varidvel dependente. Observe que o dominio de f€o IR".
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sA0 nmeros reais dados, a soma ¢ estendida a todas as

EXEMPLO 5. Represente graficamente o dominio da fungdo w = f(«, v) dada i E
> 2 2 ) dada pg jat |ﬁxoeo< G
WAV w=1lw=0. ) ymen naturais, da inequagdo m + n = = p.
Solugao yz = _,1_ xy + J2 ¢ uma fungdo polinomial.
I 5 ez '
‘ R ol S TOS T= P 2 _ A b+ by £ onde a, b, ¢ sao reais dados, & uma funcio polinomial: tal fungao
pL: 50 Qﬁm-

—» IR dada por

Assim, féa tung,ao dada por [ (u, v) = \,l — u? = v? . Seu dominio € o Coﬂjnnto ? (Fung,ao linear). Toda fungdo f: |

o (u, v),com 1 — 1* = v = 0.

flx.y) =ax + by

2 2 )
l—u2 -v=z0eou tv=I1. -
is dados, denomina-se fungdo linear. Toda funcio linear ¢ uma fungao atim.

L,

O dominio de f ¢ o circulo de raio 1 e centro na origem.
) 9. (Fungdo racional). Toda fungdo f dada por

o
.

i v
jie miyian
:'!!3 4 fix, y) = I_’(‘l

i : : g(x,y)
" : 4 s polmonmus denomina-se fung¢do racional. O dominio de f¢€ o con-
{‘1 - Wl = (x,y)EIqu(\ y) # 0}.
B
H v k x+y z : U . T
I*. g ¢ uma fungao racional. Seu dominio & Dy = {(x. v) € IR Ix # y}.

i ’ 3 . e <

1 i b

ik 9 o :

I ey . . i : s PR

{.' EXEMPLO 6. Represente graficamente o dominio da fungdo z = f(x; ) dad 3 2 = Z;xy ] s fungao racionak; D, = IR".

;il =Ny - x2, E ! et 1 |

i e e ! )

5 Solugao D10. (Fungao homogénea). Uma fungdo [:A—=IRACIR, denomina-se fin-

.} bnea de grau A se

H — -y 2 e : — A _2 — . 2 '_‘ T '.= v},

; Di={(x.y) € IR ly —x" =0}y —x =20ey=x. P i : flx ty) = Ay

>0 ¢ para | lbdo (x, ¥) € A tais que (&, 1y) € A.
+ SX}' + \* ¢é homogénea de grau 2. De fato.

(’x-'y) 3(tX) +5(l\:)(h)+(l\)’ = £ ('h' r\u—\)

¥ y=
L x’—- 3
X fx, 1y) 21
X, 1y) = X ¥k
S § ¥) = £ f(x )
14 fePIC xey
P=(x x)pcmncc a Q = (x. y) nzio pertence a A regidio hachurada £ . 2 ) éhOmOgan de grau — 1.
Dy, pois y > 17 Dy pois y < 1™ o dominio de f e 28

EXEMPLO 7. (Fungdoe /mlmmmul) Uma fun¢do polinomial de duas \dﬂé"e's
lores reais ¢ uma fungido f: IR? — IR dada por

fy= ¥ azxy A txe Y
. »ff(tx, 1y) = —’2 (—\‘\2‘ = \‘2) =t fx y)-

m+n=p
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¢) f(x.y) = 2x + y + 5 nélo é¢ homogénea. (Por qué?) ) 3 URVAS DE NIVEL
ll;"’ .“A. .- : :: 0 " . .
. y) € A, uma fungio real de duas varidveis reais. O conjunto
1. Seja f(x, ¥) = 3x + 2v. Caleule k - T BB RS Al
a)f(l,—1) b) f (@, ) ’7- s
artesianas. o grifico de

5 de um sistema ortogonal de coordenadas ¢ :
mo o lugar geometrico descrito pelo ponto (x, y. f(x. ¥)), quando

5 S+ b= fx, 3 d Flx.y+ k) — f(x, y)3
h : k - odef.
2. Sejaf(x, ) = —2—, ;
X+ 2y : ‘\ .
a) Determine o dominio. ik
b) Calcule f(2u + v, v — ). g
3. Represente graficamente o dominio du fungio 2 = f(x, v) dada por g . g \\
o
A
T T L BN ) e T (x. y, f(x.))
SO o v’lkxl’_yl : /y
N | ! .
ClZ S P Xr AR X =Y d):=ln(?.r2+y2—l) ; ‘ : ///
}_3_;_4,_ 2 oA S e ; T >
ez +4=2"+y" 7220 Dz = el =1yl
g_)4.r2+.\=2+:2=l,::$0 Il)z=L—q. -

. . sen x —sen y
4.Seja f: IR™ — IR uma fungio linear. Sabendo que f (1, 0) = 2 e f(0, ;
¢

as varidveis ndo é tarefa facil.

trica do gréfico de uma fungio de du
ométrica da fungao, langa-se mao de

S y).
N JF
E (\j/eijrmque se a fungdo ¢ homogénea. Em caso afirmativo, determine o grau i
ade.
g 2 "}
'+ 2xy f '
a) fix, y) = ”‘—1_—‘1_ by fix, v) = \(.t" + 4
t
crflx, v) = 5\’3‘\‘ = "~4 + 3 d)fix, y) = _2__ T
S x4y i

sy :
6. .]Sugorllhalquc 72 IR” = IR seja homogénea do grau 2 ¢ f (a, b) = a paratodo (a, b);
. Calcule :

a) f (4\5, 4y b)Y F(0.3) fx ), (

7.Seja f: IR® — IR homogénea e suponha que f (a, b)= 0 para todo (a, b), €O
Mostre que f(x. v) = 0 para todo (x, y) # (0, 0). .

8. Seja g1 [0, 27 — IR uma tungio dada. Prove gue existe uma tnica I'un‘i"';or

h?nmgénea de grau A # 0. tal que. para todo a € [0, 27 [, f(cos a, sen @) = &
¢do: o Exerc. 8 nos diz que uma {ungio homogénea fica completamente dete
se.conheccm os valores que ela assume sobre os pontos de uma circunferén
origem.) :

e pretende ter uma visio ge

a representagiio geométrica € sempre mais facil de ser obtida do

 fungdo e ¢ € Im f. O conjunto de todos os pontos (x. y) de thais
i-se curva de nivel de f correspondente ao nivel z = c. Assim, f ¢

va de nivel. .
conjunto do \R”. Uma curva de ni vel é um subconjunto do dominio

fungio constante f(x, y) = k € um plano paralelo ao plano xy.
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: 2D
EXEMPLO 2. O grifico d;. fung¢ao linear dada por z = 2x + y é um P N gr{aﬁco defixy) =X + 2

origem e normal ao vetor n = (2,1, — 1)

x =10

v = 0 ¢ a pardbola { 5 localizadano plano yz.

P 2tyety-z=06Q LD ()~ 00,0
5 (\c 0) ¢ a circunferéncia

ico de fcom o plano.

Tal plano é determinado pelas retas
| - | rsegdo do grifico de fcom o plano 2

x=0
zZ=y

5. a inte . e
‘. de centro no €ixo Oz e localizada no_plano 7 = ¢. Assim, © grifico de |
B C

AT

0 -
tofho doeixo Oz, a pardbola § v (Por qué

o em z
Observe que { Do )

“~

z
0,0,0)
S_—— )
A /‘* ~3 zZ=y
pac .
ViR T
~ o !
A ~ !
N\ 7 i
5 ) ¥ - ]'.\ 0 P 1 N A
¢ uma reta situada no plano yz, enquanto l i estd situada no plano xz. : ! 34 —y
z=2 G
Voo e

4\
Smie X +pP=c

EXEMPLO 3. O grifico da fungdo afim fdada por z = ax + by + ¢ ¢ um plano

vetor n = (a, b, —1). Tal plano ¢ determinado pelas retas : ' .

[x=0 2 {_\-—0

lz= bydc z=ax +c.

: 3
serve que a curva de nivel f(x, y) = ¢ nada

Gide de rota¢do. Ob
! e ceroas do grifico de fcom o plano z = ¢.

‘projeciio no plano xy.da interse¢ao

s
J

EXEMPLO 4. Desenhe as curvas de nivel de f(x, v) = &4 _\‘2. =+ _1 (a>0eb=0)éuma superficie

0 grifico da fungao dada por z

: b*
e : raboléide eliptico. Se a = b, lcmo\ 0 parabolmd« de rotagao.

entao, ¢ = () A curva de niv el corT uPondcnk az=cé . : Sejafa fungﬁo o
%

2

X ¥V)=¢ ) X =0 : .
BGRHIRE  2 domimo € a imagem.

"'F‘zl(x. ¥) % (0,0)} e Imf= {z € IRIz=>0}.
el correspondente a z = ¢ (¢ = 0) ¢

1 ;I

————s =coux" +y = —.

X<y C

vel siio entdio circunferéncias concéntricas de centro na ongem Quan;lu}c c
%o tende ¢ a zero. Por outro lado, quando ¢ tende a zero, o raio tende a
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ntio uma reta que passa pelo ponte (1, 0) e “furada™ neste ponto.

1 |
| c=2
VG \ I c=1
|
, I ’
x=90 ' e=9 -
¢) O plano x = 0 intercepta o grifico de fsegundo a curva ¢ _ _ 1 Para ¢; h
= \—2 = !
: / I
I=c o / : c=-—1
plano z = ¢ intercepta o grifico de fsegundo a circunferéncia g 1 1
: I . P ‘ : 2
. i funcao e A um subconjunto de Dy Seja (xy, vy) € A. Dizemos que
£ ¢ obtido, entdo, girando em torno do eixo Oz, acurva ¢ 1 Qudisranionilaimo)ds jeniie parslodoi(rg €A
< ) :
y ; ¥) = f(xg, ¥g) (resp. f(x, ¥) = f(xq. vo)).
0) € um ponto de méximo de fem A (vesp. ponto de minimo).
5 5
) = 2x + y e A o conjunto de todos (x, y) tais que £+ )‘2 =l
mente, determine, caso existam, os valores miximo ¢ minimo de
. nivel de f correspondente a z = ¢ ¢ areta

) o} c= Zx + y.

v
EXEMPLO 7. Considere a fungao fdada por z = l -
X — mix
¢ decresce
a) Determine o dominio e a imagem. 3 S
b) Desenhe as curvas de nivel. 4 \
. e
Solugao & \
a) O dominio ¢ o conjunto de todos (x, y), comx # 1. De f(2, y) =y, pard 10 ' ¢ cresce
a imagem de ¢ IR. Assim 3 1 \—C=
¢e=0
Di={(xy)EIR*Ix#1} e Imf=IR S 8
Cmin

b) Para cada ¢ real, a curva de nivel correspondente a z = ¢ é

4 fi}lmo de fem A, areta D para z = ¢4, deve ser tangente 2
P4 mesma forma, para z = ¢, a reta 1) deve ser tangente 2

c=—2— ou y=c(x-1D(x#1).
r—1




. e s Reais 159
158 Um Curso de Cdlculo — Vol. 11 Fungoes de Vdrias Varidveis Reais a Valores Realk i

circunferéncia. Vamos entiio determinar ¢ para que areta (@) seja lange

: A me»ﬁc'
Devemos determinar ¢ de modo que o sistema ; : —
5 f
1:\.1_‘.- a l/.__—‘l.#())
2 (—1=c<=]l,C7 .
x¥itipti=i G Yl
x 2xty=c 26

: : ¢7) O valor maximo
- B, mde féointervalo[—1, ||‘(Po‘rquc-) Doz
ervamos que a IMage i{cn:nles de (0, 0), da pardbola x =y~ (¢ = D). A

“ odos tos, d S
pido em te:Scp::) —1<c<,é constituida de todos 0s pontos () #*

e 5 Srees Esponc )
tenha solu¢@o tnica. Substituindo ¥y = ¢ — 2yvem x™ + v~ = 1 obtemos

2 2 2 2
X+{c—2) =1 ou 5x"—4ex+c"— 1=, >
TesSpo

Para que o sistema tenha solugdo tnica, o discriminante deve ser igual a zerg:

2 2 f 2
16¢” = 20(c"—1)=0 B ) (e
x= —

[ (-

ou seja,
€= ""\5

Assim, 'S5 € o valor midximo de fem A e — +'5 o valor minimo. Vamos, agora, dete 1=l=—c” 2
os pontos de miaximo e de minimo. O ponto de maximo € o ponto em qué a reta 2% g X &

V5 tangencia a circunferéncia. Tal ponto ¢ a solugio do sistema 3

( 2 +y=5
ey = 4 :—0 e>00<e<) 1 1—"_y:
lx=2y=0 X =S ¢
E x=ytc=1)
KV\ , i s
K
' e>0(0<c<1) g s
onde x — 2y = 0 é a reta que passa pela origem ¢ ¢ perpendicular a 2x -+ y = V5.6 N c=0
- F205 oA i s o 250
de mdximo ¢: .~ | Deixamos a seu cargo verificar que | —— 3554
5 S o 5

ponto de minimo.
O proximo exemplo serd utilizado posteriormente.

Y yrrld
EXEMPLO 9. Seja fx, y) = % (x, v) # (0, 0).
> e -

va medida que ¢ vai se aproximando de zero, a pardbola de; fora”. x

a) Desenhe as curvas de nivel de f.
b) Determine a imagem de f.

9 T
e . : ) s = vai “fe-
b<, val “abrindo” cada vez mais, enquanto x = yove

(‘ . g
Solugdo 8'Vez mais. O valor minimo de fé —1 e ¢ atingido em todos os pontos. déte-
s s )-dap&l‘ébolax = —y2. Para ajudd-loa visualizar o grifico, vamos cstfu ar,
2xy~ " ; L - B areta x = 1z » vamos fazer,
@) Sec =0, = =0 x=00uy=0. 338 curvas de nivel, a variagio de f sobre a reta x - 1; 0 que vamos
XAy '

dar a variagio de f(1, y) quando y varia em IR: quando y vana de —1 "O(’j“()
Aassando do valor 1 em (1, — 1) para o valor 0 em (1. 0); quando y varia de

Bsce, passando do valor 0 em (1, 0) para o valor 1 em (1, 1): f( l.yneé C“""
®. — 1] e decrescente em [1, +%|. Observe que f (1, ¥) tende a zero para
g 90, :

Parac = 0,

2 2 4 R
=c S22 ="ty & ox? - 2xy ey = 0.
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dadaporx2+4_vl+zz= l.2=0

2 : o X _v2 < | n) z = arctg (Arq‘ + _\’2)
g I3 wos 2l
y=x,x =0 pz=1— sy N +y =1
= senx,0=sx=my=0 Nix = 0=e=s 1,.0=sv=1
X
‘eurvas de nivel e determine a imagem:
by 2= —2
. ' X2
A N
2= dz= —
A réil : x+y ¥y - l
% proxima figura mostra a mlersegfno do grfico de fcom o plano x = 1. Sugeri ; iy = 2
senhar a intersegdo do grdfico de fcom o plano x = xg, onde xg # 0 € um real ¢ 2 Byz=3 —dxy + \'2
n XV
PN 7

.1'2 + \'2

\J(t“l)- +\

flxy= \f(t + l)—‘—+ vZ

line, caso existam, os valores maximo ¢ minimo de fem
m que estes valores sio atingidos.

( —l) +(_v—lr+. cA =|R2.

xyeA = IR

: beA = ((xy) € IR Ix=0cy =0}

- L4l

A: determine, também. 08

. Del‘l“ para ter uma rdéla do grafico de 7 Desafio: tente desenhar ou fazer uma ma
grifico.

bylmf=[-1,1).

; Pill'ii ﬁpz:llzar, observamos que a denominagdo curva de nivel varia de acordo &€
a fungio frepresenta. Por exemplo: se f¢ uma distribuigio de temperatura plan

al 2
: X 2
—_— A= {(x NE IR (x, ¥) # (0. O}
‘12 + y2 4 {(xy 3l }
' +)'zeA ={(x, ) E IR% iy + 2yv=1}.
Observe que g (y) = f(1 — 2y.y). ¥ € IR, fornece os valores de f sobre a reta

4 temperatura no ponto (x, ¥)) as curvas de nivel denominam-se isorermas (pon fox
ma tempcrafura): se f ¢ a energia potencial de um certo campo de forgas bidimensi€ A EET 2
curvas de nivel denominam-se curvas eqiiiporenciais ec. DA 2 —~ \J y° eA =IR"
S i 2
W) =y e A = [(v, ) € IR 14x° +y" = 1.y =0}

eometricamente, determine, caso existam, os valores miximo ¢ minimo de f
DO 0S PONtos em que estes valores sio atingidos.

Exercicios 8.2
£

1. Desenhe as curvas de nivel e esboce o gréfico.
=0ex ty=2

X+ y + 3 e A o conjunto de todo (x, ¥) tais que x = 0, y =

a)fl,y)=1-— ,r' - _r: B)f(x,y) = x+ 3y
Oz=42+ \' &) flxe vy =1+ ©+ \,3 l"',ch o conjunto de todos (v, ¥) tais que x = 0,y =0.x + 2y = T.2x+y=35
e)z=x+y+1 ﬂg(x-,\’='\l|*x""\2 7 " |

. 5 I € A o conjunto de todos (x, ¥) tais que — 1 = 4= Oel=y=2
Qfx»=x, -l =x=0ecy=0 Mf(xy)=1—x.x=0y=0e e
Nz= "’;ié“t v . 2 4 ¢ Aocrculo (x — '&‘)2 + ( p—il )

z \- N j)z=(.\"“y)-,-¥?'06_\’?5’0 pasn P R Y A% )y =1L




162 Um Curso de Cdlculo — Vol. Il Fungdes de Varias Varidveis Reais a Valores Reais

6. Um ponto P descreve uma curva sobre a superficie 2 = xy de modo que a sua proje¢do O sobre
o plano xy descreve acurvax = S — r,y = t* + 3 e z = 0. Detenmine as alturas mixima ¢
minima (em relagio ao plano xv) quando ¢ percorre o intervalo [0, 4].

5

7. Um ponto P descreve uma curva sobre o gréafico da fungdo f(x, y) = x~ + _\-2 de modo que 3
sua projegdo ( sobre o plano xy descreve aretax + y = 1. Determine o ponto da curva que se
encontra mais préximo do plano xy. (Desenhe a trajetéria descrita por P.)

b |

2

8 Sejafix. ¥) = % Desenhe a imagem da curva y(r) = (x (¢), ¥ (1), z (1)) onde x = R ¢og
x° + y°

f,y=Rsenrez=f(x(1),y(n) (R >0). Comoé o grifico de ?

. N . X
9. Mesmo exercicio que o anterior para a fungio f (x, y) = —5——.

163

: , 202, 2 e
Sy XEMPLO 2. As superficies de nivel de f(x, v, 2) = x° + ¥ + =7 sio superficies esféricas

10. Sejam f(x, y) = ,ryé y (1) = (at, b, f(ar, br)). Desenhe a imagem de y sendo centro na origem
aya=0ch=1. bya=1leb=1.
cda=leb=1(. da=—leb=1.

11. Como € o grafico de f(x, y) = xy?

2 2 . . i
12. Suponha que 7 (x, ¥) = 4x” + 9y~ represente uma distribuigio de temperaturs no plano xv :
T {x, y) € a temperawura. que podemos supor em °C, no ponto (x, y). 1. Represente geometricamente o dominio da funcio dada.

. f - - — |r —
Coafx oy 2) = \"I —x2 -y -7 byfix. v )= 41—z

a) Desenhe a isoterma correspondente A temperatura de 36°C.
b) Determine o ponto de mais baixa temperaturada retax + y = 1.

13. Suponha que T (x, ¥) = 2x + y (°C) represente uma distribuigio de temperatura no plano xy. | e fixy o= .\,fl —x—y—2z,x=0,y=0ez=0
e 2ortas . o L 19 - 2 2 2.
a) Desenhe as isotermas correspondentes as temperaturas: 0°C, 3°C ¢ — 1°C. dw= T TxI =yl =iz Afx v D =In@ + v+ 2

b) Raciocinando geometricamente, determine os pontos de mais alta e mais baixa temperatura

do circulo x™ + y~ = 4. L e _
' 2. Desenhe a superticie de nivel correspondente ac¢ = 1.

14. Duas curvas de nivel podem interceptar-se? Justifigue. D fy. ) = x byf(x. v, 2) =z

2 2 ____2+4‘2+_-2
cHflx. y.zh=a"+¥ dyf(x, vz)=x y z

3. Duas superficies de nivel de uma fungio f podem interceptar-se? Justifique.

8.3. FUNCOES DE TRES VARIAVEIS REAIS A VALORES REAIS.

SUPERFICIES DE NiVEL

Uma fungio de trés varidveis reais a valores reais, definida em A C IR?. ¢ uma fungdo
que associa, a cada terna ordenada (x, ¥, 2) € A, um dnico nimero real w = f(x, y. ). 0
grafico de tal fungio € o conjunto

G =({xyzw€EIR Iw=Ff(xy 2 (x v, 2) EA).

O grifico de f¢ entidio um subconjunto do IR, ndo nos sendo possivel, portanto, representd-
lo gcometricamente. Para se ter uma visiio geométrica de tal fungio. podemos nos valer de
suas superficies de nivel, Seja ¢ € Im f o conjunto de todos os pontos (x, y, 2) € A tais que
flxoy 2) = ¢ denomina-se superficie de nivel correspondente ao nivel w = c.

EXEMPLO 1. Seja f(x. y, z) = v. Para cada real ¢, a supertficie de nivel correspondente @
w=cé¢oplanoy = ¢.
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PLO 1. Se f(x, ¥) = k é uma fun¢io constante, entdo, para todo (xg, vg) em IR2,

lim k=k.
(x. ¥} = (x40, ¥a)

9

0<Il(x,__v)—(xo.yo)ll-':é:ﬂf(x,_\')—kl<e.

LIMITE E CONTINUIDADE

lim Llxiy)i= lim k=k

) (x, ¥} = (Xp. o) (x, ¥) = (x5, ¥)
: ; 2

XEMPLO 2. Se f(x, y) = x, para todo (xg. ¥o) € IR%,

f‘ 3

lim flx.y) = him X = Xp.
(x, )= (g, 30 (x, ¥y} =2 (X5, ¥o)

9.1. LIMITE

Esta se¢iio € quase que uma reproducao dos tépicos abordados no Cap. 3 sobre limite de todo (x, v) em IR% 1 x — xol =N (x » — (g yp) Il ( Verifique.)
fungdes de uma varidvel real, razio pela qual a maioria dos resultados serd enunciada em

forma de exercicios. ntdo, dado € = 0 ¢ tomando-se & = € vem:

O0<ll(xy) = (xpypll<é=lx—xgl<e
Definigdo. Sejam f: A C IR? = IR uma fungio, (xy. ¥p) um ponto de acumulagao de
A e L um nimero real. Definimos,
O0<l(xy) — (xpypll <d=1fx ¥} —xl< e
Para todo € = 0, existe 8 = 0 tal que, para todo
lim f(x, ¥) =Le {(x,y) € Dy,
(X, ¥) =2 (X, %) 0 < "(".‘ .‘,) o (-‘T)- '\70)" <5 s '.['(x' ,") —Il<e

lim X=Xy
(X ¥) = (X )

22
MPLO 3.1 (x, y) = _t_’+_v2_ tem limite em (0, 0)? Justifique.
Xt

Yo

licialmente, vejamos como se comportam os valores f (x, ¥) para (x, y) préximo de (0, 0).
obre o eixo Ox temos: f(x, 0) = 1, x # 0. Sobre 0 eixo Oy, f(0,y) = — 1. ¥y # 0.

1

1

. L
N % T

¥
ol E)r:lt w fx, ¥) = L significa: dado € = 0, existe 8 = 0 tal que f(x, y) permanece em 1
IL — € L + €| quando (x. V). (x, y) # (. ¥p). varia na bola aberta de centro (xq, yg) € raio d. /’ *%‘./,‘—_\ > -
Observagio. De agora em diante, sempre que falarmos que ftem limite em (xgs ¥p), fica \\\ [0 P = :
implicito que (xp, y) € ponto de acumulagio de Dy.
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rvaqﬁo. Sejam 7y, e y, duas curvas nas condigdes do Exemplo 4. Segue do exemplo

erior que se ocorrer

O estudo anterior nos mostra que nao existe nimero L tal 9Xi v
3 S : al que f(x, y) permanega proximo
L para (x, y) proximo de (0, 0); este fato indica-nos que fnao deve ter limite em (0, 0) e .,gﬁ :

tem mesmo, pois, qualquer que seja L, tomando-s¢ € = l tem-se:
7] lim fin@)=L4L ¢ lim f(n@)=1L
1=

=1,

a1 L, # Lo, entio, lim f{x, y) nao existird. Da mésma forma, tal limite nao
i - S (x, ¥ (xg. ¥y)

ir4 se um dos limites em (3) ndo existir.

se L=0,!1f(x, 0) — L= — paratodox # ()

1o | =

scL>0.lf(0.y)—LlB;l’-paratodoyfﬁo. -2 2
2 ‘——_—‘% nio existe (Exemplo 3) utilizando a

Jejamos como provar que lim 5
3 (x.¥)—=1{0.0) x° + ¥

352

Assim, para todo real L. a afirmacao E
rvagiio acima. Sejam v (1) = (1. 0)e ¥, () = (0. N. Sejaf(x, ¥) = iz + ‘2 :

Ve>0.38>0,(0VEDLO<I(ty) —(OON=8=1f(xy)—LI<e
T

¢ falsa.
N . N lim M= lim - =1
Quando tivermos que provar que determinados limites ndo existem, o proximo exemplo Rt R (o1t
poderd nos ajudar,
EXEMPLO 4. Suponha que  lim ) = L. Sej ~ z s
P q . _v)—l»un.,v..) f(x,¥) = L. Seja y uma curva em IR~ contf- ’]i_;:\O flya = l]i_r)no ra =-1.

nua em £, com ¥ (fg) = (xg. ¥g) €, para t # 1, y (1) # (X, o) com ¥ (1) € Dy Prove que
2 il

— ——— nio existe.

lim f(y(1) = L. I 51
(x. )= (0,0) X% + y=

f=1,
Solugdo Dbservamos que continuam vilidas para fungoes de duas varidveis reais a valores reais
seguintes propriedades dos limites cujas demonstragdes sdo exatamente iguais as que
De . !_',n(‘( y F(x, ) = L segue que dado € > 0. existe 5, > 0 tal que emos para fungdes de uma variavel real (reveja o Cap. 3 do Vol. 1).
' 1. (Teorema do confronto.) Se f(x, ¥) = g (X, y) = h(x, y) para 0 << 1 (x, ¥) — (X, ) Y <
@ 0=y — gyl < =If(y)—Lli<e A . 2D

Sendo y continua em 1, para todo 8, = 0 acima, existe 8 > 0 tal que lim fax =L = lm Ay
{x.¥)— (Xgy Yo ) ) (x. ‘\') - (Xg. W) .
[t —tyl<<8=2Ny()— yly ll < §

lim gix.y)}= L.

¢, portanto, tendo em vista y (1) # (xg. ¥g) para 1 # 1,
(x.¥) = (X5 ¥y)

@ 0<<lt =1l <=0 y(0) — (xp yp) Il << 8. ;

2. lim ny)=0eselgx y)1=Mpara0-=<Il{x, y) — (xp ¥ 0,

De (D e (2 segue (x.y)—»(x.,.,v..)f“ 7 A S NCe30=1a0, Jol 50
r > 0eM = 0sio reais fixos, entio

limitada
lim Fh gy =0

(x. ¥) =[xy ¥y)

O<lt—tl<d=If(y@) —Li<e€
ou seja,

lim fl, =0 lim Lf(x, = 0.

(X, ¥) = (x50 0) (x. ¥)— (xp, Ya)

Iim f(y()= L.
(=1
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4. lim flx.y)=L& lim [f(x,»)— L]= 7
(x, ¥) = {Xq. ¥o ) (x. ¥) = (xq, ¥p) . 0: lim f(y ()= lim TO—Q =0
: t— 0 t—=0 0 + ¢~
o lim flx,y)=Le lim flxo+h yo+k)=1p}
(X ¥) = (X ¥0) (h. k) = (0.0) ; 12 I
lim f(‘)’2 (I)) = lim b W = ;
6. Se lim fy)y=L, e lim g(x, ¥) = L,, entio 750 (0 17+ ¢ 2
(x, ¥) > (x4, W) (X, ¥) = (X0, ¥p) z & s : .
a) lim (fx D +gx.V]=L, + L. .T ndo existe.
(x.¥) =% 50) 2] : 2 (0, 0) x2 432
b) lim kf(x. y) = kL;. (k constante) 3 ngo € limitada!
{x.y) = (%5, ¥n) +y
<) lim flx vy gl y) = L\L,.
() =X, ) S0 exista.
5 [ v
X, ¥ & H §
d) lim AL, = . desde que L, # 0. LB 2.4 12 ) y l'm,“( ” =
(= ixe ) gy L & Y SRR S AR MR B s
i x? lim L
7. (Conservagio do sinal.) Se L lill‘l\ ‘ J0y) = L. L > 0, entio existird 95 Pav 32 e P O i
Xov) = (. vy) ‘N -
S e : . SRR Y x+y
que. para todo (x, y) € l)j. R Y) H lim LA 4

O<lx.y) — gyl <<d =2f(xy=0.

EXEMPLO 5. Calcule, caso exista, lim .

ﬁ.
{x.y)=»(0,0) X~ + ¥y

Solugéio
x> x2
5 > =X = 5
s o o & B L
2
fim x=0¢|-—5——=| < I, paratodo (x, y) # (0, 0). Assim,
(x. yr—=10,0) S, g7 o,
limitada
. ¥ . x2
lim —_ = lim =0
(. ¥)=(0.0) x° + y* (x, ¥} = (0. ) xe + y¢
v = s . x2
EXEMPLO 6. Calcule, caso exista, lim —.
{x.v)—= (0,0} X° + ¥y
Solugao
‘_‘
Seja f(x, ¥) -—J—;—-,— e tomemos ¥, (1) = (0. e y, (1) = (1. 1.
2+ 12 2

",
510,00 x* +y* (X, ¥)=(0,0) X — ¥

-~

A o . Ay-
T ) lim -
5 0,0) y = x° RS
-5" =15 (veja Exemplo 9 — Seg. 8.2
) = =————"(veja Exem — Sec. 8.2).

FER ] plo eg. 8.2)

20 2 7o .
areta y(r) = (at, bt), com a” + b° = 0: mostre que, quaisquer que scjam a e b,
lim f(yu)) = 0.
] 10
pMisualizar este resultado através das curvas de nivel de f.

i 'li!)nofw (1)) onde 5 (1) = (1. 1),

e caleular o limite, tente prever o resultado olhando para as curvas de nivel de f.)

P 2
§0,0) % 4 4 existe? Por qué?

Y2 Curvas satisfazendo as condigdes do Exemplo 4. A afirmagio:

f(n @)= tim f(y, () =L= lim fix, y)=L"
X t—1, (2. ¥) = (x5, ¥a) &

P Verdad ira?Jusliﬁquc.

’lim Slx + /,_\ + k)~ f(x,y) — 2xh
&) ©.0) lich, k)i

A -
0 eXista, lim S (h, k) ¥ . «
- _:, Bt~ 0.00 1 ol onde ¢ dada por f(x. ¥) =

g2

9 S )
.onde fi(x, y) = x" + y.

2 e

x2 +y
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6. Suponha que lim
(% ¥) = (x5, ¥,) > a
Prove que

lim gy = lim g(u).

(x. ¥} =2 (x5, ¥,) u—a

Prove. ainda, que o resultado acima continua vélido Se supusermos g dcﬁnidaema’ 3

tinua em a.

sen{x? + _\")

7. Calcule lim = -
(X, y)—=(0.0) Xt
J : l I'
8. Sejafx, vy = ](,; 5, i o e B se x2 +y2 <)
2 2
0 se x° +y° =1
% : (x, )
Calcule Jim ,]' -
{ V2 v2 } x¢ +y° —1|
{x,. v) =/
: | Bl
20 2y

flxy)=ae lim g(u)=L,comg nio-defing d"ema'
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:o = (1, O)e v, (0 = (0, 1) vem,

s AtE
lim f(y(1)= lim — =1
=0 =01
i3
lim f(y2() = lim ——=—1
10 t=0 1

f(x y) ndo existe, e, portanto, f nao ¢ continua em (0, 0).

ma nos diz que se g () e f(x, y) for'cm continuas e se Im f C D, entdo
ta i (x, ¥) = g (f (x. ¥)) também o sera.

9.2. CONTINUIDADE

ffor continua em (xg, vp) € g continua em f(x;. yg). €ntdo a composta
B/ (x, y)) serd continua em (xg. ¥)-

1
' 1. Sejam f: A C IR — IR e g : B C IR — IR duas fungdes tais que |
|

[

Dy, com (g, ¥o) ponto de acumulacio de D, Definimos:
't 0 Yo/ [ ¢ 'f

[feontinua em (xp. yp) <> lim
(X3} = (xgy 3)

Defini¢ao. Seja fuma funciio de duas varidveis reais a valores reais e seja (Xg. g

. f( X, y) = f(.l'(). _Vo)

)€ continua em f (x,. yp). dado € > 0, existe 8, > 0 tal que
B g, yo) | < 8, = 1 g 1) — g (flxg. y) | < €.

d em (xy, ¥p). para o §; > 0 acima, existe 8 = 0 tal que

Se ffor continua em todos os pontos de um subconjunto A de I)/; diremos que fé ¢l

BGEY) = (xo. o) Il < 8= 1£(x, y) = f(xg. yp} | < &.

em A. Diremos, simplesmente, que ¢ continua se o for em todos os pontos de seu dof ke ta,

EXEMPLO 1. A fungdo constante f (x, v) = & é continua, pois,

lim Fxy) =k = f(xg yp)
(X N) = (x4, Yo}

para todo {.x;, ) em IR, (veja Exemplo 1 — Se¢. 9.1.)
EXEMPLO 2. A fungdo f(x. ¥) = x é continua, pois.

lim fley)= lim x = xy = f (%, Yo}

(x, ¥) =2 {x5. ) {(x. ¥) = (x5, ¥g)

para todo (¥, ¥,) em IR, (Veja Exemplo 2 — Seg. 9.1.)

f ) )
X& — y=

EXEMPLO 3. A fungiio f (x, y) = J, S se (x,3)#(0.0) ¢ contiiliy | 

s [0 Cose (xy)=(0,0)
Justifigue. * -

; .Il(x. Y=gyl s=é=1g(f(x.y) — g (fxg. yo) | < &

=8 (f(x, ) ¢ continua em (x, yy). =

*ncia deste teorema, segue que se g (x) for continua, entiio a fungio A dada
£) tambeém ser4 continua. De fato, sendo [ (x, y) = x teremos i (x, v) = g
HL.C feontinuas.

b g iz 2 -
Bt (x, y) = % é continua em IR, pois g (x) = x~ é continua em IR.

y . : 2
S ndo f(x, y) continua, as compostas sen f(x, v), cos f{x, ¥), [ f(x. y) ] etc.

.‘ . o) . - o )
892, Sejami f: A C IR? IR uma fungiio e y : / — IR uma curva tais que
PAtatodo 1 € 7. Se ¥ for continua em 1y € 7 e fcontinua em y (1), entio a
8D = F(y.(1)) sera continua em 1y
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_.'.‘_.:-3—‘-,— se (x.y) #(0,0)
- ks
0 se (x,y)=(0,0)

Demonstragdao

Fica a cargo do leitor. ;
¢

Sejam f(x. ¥) € g (x, ¥) continuas em (xg, ¥o) € seja k uma constante. Segue dag e

A2 : : = p . ] Z 4 y2
des dos limites que f + g, k fe - g sdo, também. continuas em (x;, Yo)- Alémfg . [sen (; +;\ ) s () 2 (0.0)
E i i 0 X + ye
g (xg. ¥o) # 0, entdo / serd, também. continua em (xg, Yg). se (x, y) = (0. 0)
' 8
EXEMPLO 4. Seja [ i )
N e =1/t se r<1 onde r=I(x, )
X 0 ™ se r=1
) I — se(x, »)# (0,0
fx 0= ] g JE »#(0,0)
0 se (x, v) = (0, 0). J‘3,2 '
2 +y? se L5 ) s Bty ¢ continua em (0, 0)? Justifique.

Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f. se (x, y) =1(0,0)

jue se f for continua em (xg. ) € se f(xg, yp) = 0, entdo existird r = O tal que f(x, ¥) =

i, ) = (goyo) Il < 7.

am subconjunto do IR? que goza da propriedade: quaisquer que sejam (xg. vp) € (x|, yp)em

b mma curva continua 7y : [a, b] — A tal que y (a) = (xg. yg) € ¥ (b) = (x). v;). Prove que
mtinua em A'e se £ (xg. Yo) = m < f{x), ¥;), entdo existird (X. y) €Al quef (¥, ¥) =

Solugao .

Nos pontos (x, ¥) # (0. 0) podemos aplicar a propriedade relativa a quocientes
i ; 2 s B 3
¢des continuas, pois. Cext+ _\'2 sio continuas e x= + v° ndo se anula nestes pontg

estudar fcom relagio a continuidade no ponto (0, 0) precisamos primeiro Ver o qu
com o limite de [ neste ponto. :

N ! "... . Apligue o teorema do valor intermedidrio a fungio continua g (1) = f(y(1)). 1 € [a, b].)
. x- - ; . : A )
lim [(x. ¥) = lim ST lim : X 2 g2 AC IR%> IR, A aberto, uma fungiio continua ¢ seja ¢ um nimero real dado. Prove que
(x. v) = (0. 0) (X, y)=(0.0) x=+y (x,y)-2(0.0) W0 ((x. ) EA 1f (x, y) < ¢} € aberto.
y 5 ) 5 P qg a segiiéncia de pontos ((x,, v,)), ~ o converge a (X, ¥) se, dado € = 0, existe um
X z i ¢ Jig; jue
| Observe que  lim  x = 0e|—5——|= I para todo (x, ¥) # (0,0 k| B
\ (x.¥)—>(0.0) XS ctay : 2 n>ng=(x, y,) — (X, y) I < e
3 . - —— L.
lim fxy)=0=f(0,0). 3 "l“ef(X. Y)seja continua em (X, ¥), que ((x,, ¥,)),, . convirja para (X, ¥) ¢ que (x,,
Crepyias i 0): : i if Para todo 1 = 0. Prove que a seqiiéncia dada por a,, = f(x,,. ¥,,) converge paraf (¥, ¥).
2 Mﬂnuanbreu‘ing loA = { ) 2 <= o<vs< B = 3
. g . 2 : ulo xxWEIR la=x=p a =y= B]. Provequefé
Conclusdo: f ¢ continua em IR, : pheste retdngulo. (f limitada em A significa que existe M > 0 tal que | £ (x. v) 1 = Mem A.)

f‘;];t;nhn, por absurdo, que f nio seja limitada em A, Entdo, existird (xg. ¥y )emA tal
15 7] 1. Tomando-se o ponto médio de cada lado, divida o retingulo A em 4 retén-

..l ?Jc‘gdele& batizado A, f ndo serd limitada, logo existird (X5, ¥2) € A, tal que

Sejam agora, f: A C IR* = IR, ghaBE IR? — IR trés fungdes tais q“es(esg__
y)) € A, para todo (x, y) € B. Sem nenhuma dificuldade, dcm~onstra-se qlleﬂg !
continuas em (xp, vo) € fcontinua em (g (xg. ¥o), 2 (xg, ¥o)). entac a composta ¥
y)) serd, também, continua em (xq, ¥gp)- Este resultado, bem como 0s tforﬂlc .”
casos particulares de um teorema mais geral sobre continuidade de fungOes COTE
ndo enunciaremos aqui.

vifl:i:l'slrms). Seja fecomo no Exercicio 7. Prove que fassume em A valor méxi

€ja Apéndice A2.4 — Volume 1.)

P
i

Exercicios 9.2 —— - —
|. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. )
; 22 ) _ ,,_": _ a2
a)f(x. ¥) = 3y" — Sxy + 6 byf(x. y) = 6~ 2 \
: < sy
- X = _"———_ﬂ'—"'
Afxyy=In ——~ d)f(x. yv) = o 3

53 y \V ] —x
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DERIVADAS PARCIAIS

10.1. DERIVADAS PARCIAIS

Seja z = f(x. y) uma fungdo real de duas varidveis reais e seja (xq, yo) EDf ,‘1.

podemos considerar a fungdo g de uma varidvel dada por

kY (\) S— _I'(.\'. _\'()).

A derivada desta fungiio no ponto x = xg (caso exista) denomina-se derivada pare

em relagdo a x, no ponto (xg. ¥) € indica-se com uma das notacdes:

af iz
— (X0, Yo) ou —

ax dgx (¥ =

1 af l ~ s .
Assim, ;—j (xg. vo) = &' (xg). De acordo com a defini¢do de derivada te
ax

g(x) — g(xo)

X — X0

af : L .
e (.\'”. _\'()) el (,.\'“] =
ax x

ou seja,

af - f(x yo) — fxp. Yo)
‘—‘I (xg. yp) = lim JE% yo) — /170
ax X=X, X Xg
ou, ainda,
af : X0 + Ax. yo) — f(xp. Yo)
,_j (xg. ¥p) = lim f (xo Yo) = f (X0 Yol
Ix Ar 50 Ax

mos:

175

Derivadas Parciais

s
g — xiste:
sunto de Dy formado por todos os pontos (x, ¥) tais que s (x,y)e

e definida em A, que acada (x, ¥) €

= af
2 nma pova fungao. indicada por »7—:
) ‘?f (x, y), onde

ax

flrt e y) = fxY)
S0 .&r

ordem de f, em relagaoc a x, ou. sim-

L2 x N = l"
ax

na-se fungdo deriv ada parcial de 1
,v 4 parcial de f em relagdo a x.

4 2, o a v, no ponto (X, y,) que
14 ogo deﬁne se derivada parcial de f. em relagd / 1

(Xo. Vo) 0u - m,

) f(xg. ¥) — f(x0. Y0) |
I
¥—rYo Y= 30 J

f( Xg, Yo t+ .l\) fi.\'(;._iil|

T Ay

af .
—— = i
ay o) .\,\'I-l 1-1) 0

! 2 (x ¥o) fixa-se y = ypemz = f(x, y) e calcula-se a derivada de g (X) =
- = Xp: 2 (xo. ¥o) = &' (x). Da mesma forma, 9 (x, v} ¢ a derivada, em
T 0 20 Ay

af
f (x, ¥), mantendo-se y constante. Por outro lado, s {x, v) ¢ a derivada, em

oy
2 f (x, y), mantendo-se x constante.
i Seja f(x,y) = 2xy — 4y. Calcule:
.. b) —i (x. y)
j rf\
)
2L iy
ady
flar y como constante e derivar em relagiio a x:
J 7
'C_"L x, = (— (2xy — 4y) =2
dx ax
a
— @) =2y ¢ — (=40 =0.
oax ax
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Por limite:

o . (x + Ax, v) ~ Sxidy
“f (x, vy = lim fx fr Xh 5 '}“ X, ¥)
X Av -0 Ax
) 2(x + Ax)y —4\ 2xy y
b ) LX) T
Av— 0 A.\'
= 2y,

b) Devemos olhar x como constante ¢ derivar em relagio a y:

ar 5 (?
S (¥ = — (2vy — 4y) = 2x — 4.
ay dy
iaf :
¢) Conforme a. para todo (x, y) em IR, = (x, ¥) = 2y. Daf
ax
5 f
2 =2
X

af

Assim, — (1. 1) =2
ax of
d) Conforme b, para todo (x, v) em IR, {x. ¥) = 2x — 4. Logo
rl\
7
L
ay

: 3 i 2 2 =
EXEMPLO 2. Considere a fungdo z = f(x, v) dada por z = arc tg (x° + y7). Cal "v

az 14
a) — b) —
JgXx ay
; ]
Sl a2
) ——p X 1 & =0
dx|y=1 Av|y=0
Solugao
ad ( 2 ’)
. : — (x< + y*
gz e 2 2 ax )
a) — = — (arc g (x° + y7)) = — 55
X ax I (xadp2)s
ou seja,
a7 2%
R EETr B

[—
o

az o 3 3 2 2
by — = — ( arctg (x= + y°) J e — (x4 + ¥
ay  dy L4 (x4 4+ y*)* oy
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ps 20 proximo exemplo, observamos que uma fungdo z = f(x. y) se diz
implicitamente pela equacio g (x, v, 1) = 0 sc par.n todo(x, ) E D, g (x,

x2i=y2 s +\

il

); porexcmplo afum,ao 2=l
facio X’ & 5 + z-

~ 1. é dada mlphut.n

=1, puns para todo (\ ¥) no seu dominio, x° + y°

S
I—x"—\ +\"l,e,— \‘I—.l i U
")

0 tambeém, dadaﬂmphulamcnu pcla o.quao,aot 2 s

: )2 = |. As fungdes z =

1 (verifique).
3 : S 2 2 a2 e
}3. Sendo z = f(x, y) dada implicitamente pm'_x + ¥+ z° = 1,z > 0, calcule:
. 7
3 b) —

(/\

k2 — 32 22 + % < 1. Assim,

az 1 o LA
—=a(l-x2- ye) 2 (-2x)
ax 2
az X )
. 2 == - A3, Sk ) < 1
1 i ax \,"l = ".2 - y2

tmbém, ter chegado ao resultado acima trabalhando diretamente com a equa-
=

d
— @+ +H=Z )
ax ax

e d 1 A az Z 12
‘yz)"thl::]=(—|:']-—_ "2:_(9 e — (1) = 0, resulta:
dx dz ax ax  dx
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ou seja,

< X X o) 2
B e 25 et |
X < y1—x= Y-
':’ s REDA ? ) ‘; 5 <
b) == (x° + y= +2°) = —(1), ou seja,
A% ay
3 5, 92
¥ 2zie—=i()
ay
oz ¥ ¥, 2 e du:
e, portanto, — = —— = ———————_y~ + y" < |,
ay z Sl S ;
2 < \ ] X v

= 7f ¥
CUIDADOS COM NOTACOES. A notagao i {x, ¥), como vimos, indica a der

ox

f(x, ¥y em relagio a x. onde v € olhado como constante, ou seja, como independe

d -
Por outro lado. a notagio — [ f{x, v)] indica a derivada de f (x, y). onde y deve se#

(quando nada for dito em Lonlr.‘mn) como fungdo de x. As notagoes foram criadas’

{"
rem usadas corretamente. Portanto, ndo confunda — com

dx dx
N o )
EXEMPLO 4. — (x~ + y7) = 2x, enquanto

ox

d d dy
T +\) 2x + - n)—"x*%-—

X ax dx

pois,

4 (\':} d '\'2] —‘!—\ = 2y d—\

dx (I\ dx LD 0

EXEMPLO 5. Suponha que z = f(x, v) seja dada implicitamente pela equagdo

az . 4
Suponha que fadmita derivada parcial em relagdo a x, expresse 5= en termos @

agX

Solugdao

Para todo (x, y) € D,

Temos:

— (@)= — (xy2) = V| 2+ xy - ]
(28 ax

& Dycom xy ¢ ~ 2

.- a IR — IR uma fun¢do de uma v
: ﬁ;f’; B+ y%). Verifique que
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2 2 . _f_f-_
(xl_-..\.-{-;)_-?_er?
Ix 7 X

¥ '?__. N i ‘:
2 | v ol B A o pbF vt
€ ( YT oy, ax dx

VD
9z 22X -
ax Xy e 22

2 #0

aridvel e derivavel. C onsidere a fun-

98 1. 1y=2& (1, 1.
ax ay

-

g, y) =& onde v = x°

[

4y

e du N
= ' (1) —, ou seja,
=4 ) Fye

~d—(,x y) = . ¢’ (P ¥ 2.
ax

-éi (.X, y) = (b' (xz + \2) -TL (_\'2 = \?)‘ ou Sqiﬂ.
ay ' ’ ay

I8 (x.y=d¢' (x _\‘2) 2y.
ay

Je
'7—g(|.|)=2d>'(2)= _—5(1.1).

Se no exemplo antcrmr a fun¢@o ¢ fosse, por exemp\o a funcio seno. terfa-

m(xz+y2)e assim, —(\ y) = sen’ (\ +\') ~—(l ¥ )—1\‘-0‘(‘

,
V) = sen’ (x* +_\r ) —;— (xz + y 2y =2y cos x + ¥).
ay
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W)
| o

se (x, y) # (0, 0) Deterns
: ne

x? —y
EXEMPLO 7. Seja f (x, y) = [\ +y
10 se (x, ¥v)=(0,0)

?
a) —ri b) (_‘,:
ax dy
Solugdo

a) Nos pontos (x, ¥} # (0, 0) podemos aplicar a regra do quociente

af 32 (a2 + y2) — (23 — y2) 2x
e VS ) 3.9 :
ax (x= + y4)©
ou seja.
ﬂ CE = ¢4+ 3:“\- + 2xy2
dx (x5 Liy)s
Em (0, 0)
af
— (0, 0) é aderivada, em x = 0, de g (x) = f(x, 0).
ax
_ jxsex#0
fx 0)= {() se x =0
assim, g (x} = f(x, 0) = x, para todo x: segue que
af

(0,0)= g " (0) = 1.

ax
5 = af o
Poderfamos, também, ter calculado 7— (0, 0) por limite:
X

fix, ) — f(0,0) o ok

9 0.0)= lim LB - i S

ax r—=0 x—0
: df o = = 2
Assim., —=—¢ta fungao de IR” em IR dada por
ax

se (x, ¥) # (0, 0)
se (x, y)=1(0,0)

af

ax

J_r" + 3,1’3_\'2 + 2.\'.\‘2
{x. y) t (x2 + y2)2
|

b) Para (x, y) # (0,0)

af 2x2y(1 + x)
— (= -- ———".
(7". 34 (‘,2 -+ -‘.4 )2
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-'.(0 0) é (caso exista) a derivada, em y - 0, de i (y) = f(0, ¥k

. _[—1 sey#0
fO,y)= 0 sey=0

af 3 ;
m Y = $ ao existe seja, —— (0, 0) ndo existe.
tinuaem y = 0, logo, A" (0) n@o existe, ou s¢) iy

o<t4 definida em todo (x, ¥) # (0, 0) (mas nao em (0, 0)) e € dada por

7 2x? \(1+l)
(r(x Y) S s
ay (x2 +y2)?

Se_;af IR% - IR tal que (?j— (x, y) = 0 para todo (x, \)uan Prove que

de x, isto €; que existe ¢ : IR > IR tal que f(x, ¥) = ¢ (), para todo (x, ¥) €

falquer, a funczo h (x) = f (x, y) é constante em IR. pois, para todo x, A’ (x) =
Segue que, para todo x,

h(x) = h(0)

f@ y) =10, ).

do de modo arbitririo, resulta que f (x, y) = f (0, ¥) se verifica para todo (x,
sando-se & (v) = £ (0, y) teremos

B f.»=de»
‘.; IR%,
g ‘"P’ﬂa{‘ao geométrica). Suponhamos que z = f(x, ¥) Admnc derivadas
r € Df O grifico da fungdo g (x) = f(x, ¥), no plano x’ y, z' (veja figu-

530 d ;f
#0do plano y = y, com o grifico de f; ox Yo Yp) €, entdo, o coeficienic
(

{7

~tangente T a esta interseccio no ponto (xy, vq, f (X, ¥g)):

A 7 f
Jx (X0, ¥o) = tg . Interprete vocé !--f- (xgs Yo)-
dy

“Zuinte mostra-nos que a existéncia de derivada parcial num ponto nao
“iade da funcao neste ponto.
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el real. Uma boa generalizagio devera implicar a continuidade da fungao e a
nciabilidade da composta g (1) = f (¥ (1)) quando f e y o forem, porque é iss0 que

tece no caso de fungdes de uma varidvel. Veremos no proximo capitulo qual € & boa

ralizacio do conceito de diferenciabilidade para fungdces de virias varidveis reais.

f(xo,¥,) .:4 ios 10.1

Determine as derivadas parciais

L afy =S+’ +4 b}z = cos xy

X, ¥
=t o
y 5 ey S e
-~ E o) z=—— d) flx.¥)=e Xy
- S AERNT
- v |
el 9z=x i+ 4y Pamy?
x
| g) f(x ¥ = (dxv - 3.\‘3)3 + 5.\'2.\' hyz = arc g =
¥
EXEMPLO 10. Mostre que a fungio gy =i T (O S
| YTV == G
con (x> hiv")

f(,\‘, ),') — -\‘2-:’.') \’2 se (__('1 ,V) % (0' 0)
0 S y) = (0, 0)

& . xy? . az az
2:"Considere a funglio = ———. Verifiqueque x — +y — =2z
! B eos B el ax ay

admite derivadas parciais em (0, 0), mas nio ¢ continua neste ponto.
Solugao Seja ¢ : IR — IR uma fungio de uma varidvel real. diferencidvel e tal que ¢’ (1) = 4. Seja
gl =d (iJ Calcule
g ¥

9 (0,00= Jim L&V /O _,

X =0 X

3 T ', ag ag
o R iy 8 g
af 0,0) = lim SO, y) — (0,0 _ 0. a) e (I. b) = (.1
ay v =0 v :

v g X % 2 s
4. Sejag(x,yv)=d¢ [—) a fungio do exercicio anterior. Verifique que

lSSlm,fadmi!L‘ deri vadas PalCiais cm (O- 0). val"OS mostrar, a Seguir. que flla() é C()Illl'nua ) .
J y
N

em (0, 0). A composta de f com a reta y dada por y (1) = (1, 1) é

Aag g
| £0 X = (v +ty—(xy)=0
g =Ffn= —2— SC [ 7 ax ay
0 ser=0 ~ paratodoix, v) € IR%, com y# 0.
Coplo yé cqnu‘nua em /= 0eacomposta g (r) = f(¢, £) ndo é continua em 1 = (), resulta qué
fndo € continua em (0, 0). (Por qué?)
O exemplo anterior mostra-nos ainda que a mera existéncia das derivadas parciais def

3. Considere a fungiio dada por z = x sen i. Verifique que
¥

num ponto (Xg. yp) ndo implica a derivabilidade em ¢, da composta g (1) = f (y (1)), onde ¥ * Az "z
€ uma curva suposta diferencidvel em 1y e ¥ (1)) = (x;. ¥g). No cxc}nplo anterior, f admif® - Hoe = 7 e
Qerlw'adas_paer|§|s em gO, 0), ¥ (1) = (1, 1) é diferencidvel em 1 = 0, mas a composta g (1) = X . i /
f (‘rl')(:;)) :gfi’ié":i‘;l;erre‘l.wl'ével emt = (. o ‘ ; 6. A funcio p = p (V, T) ¢ dada implicitamente pela equagio pV = nRT, onde 1 e R sdo constan-
s u?na S gé :;::I‘i‘lz’a:;e;;'gi ?:; :cielz‘flt:?ﬁ}a de derivadas parciais num ponto (xg, y b i i 22 o 22
iferenciabilidade dado para fungoes de um® av. aT
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7. Sejaz = e” & (x — v), onde ¢ é uma fungdo diferencidvel de uma varidve]

a2 az

dx dy

8. Seja & : IR— IR uma fungio diferencidvel de uma varidvel real e sejaf(x, y)= (“2 -3

Mostre que
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N
= ‘ - =] 0§ iy > .
' R uma fangio diferencidvel e seja g (x, ») = f(») + f [TJ Verifique que

ax Cody

,},,2 _ iy + & (y). Determine uma fungio & de modo que

if .
af af i;t_":-‘-,--"])'—{”"" >
X == +y — =2f ay y=
ox dy k.
. T ta . funcdo f (x, ¥) tal que
9. Sejamz = ¢* EaEY= pcos e v = psen 0. Vernifique que gama fung :
s ) _ 2 — 6y
o 2 Z |
e T (2x cos 8+ 2y sen 8).
r'lp
Dxy — 6x + ;
Conclua que
az az az
— = — cos 0 + — sen @ 4+ 4t
dp dx ady fis — se v, y)F (0, ()
. : : e 3 0}' —e —isendOf(l y)is= J_-‘, + y° :
10. Suponha que a fungdo ¢ = z (x. y}admita derivadas parciais em todos os pontos de seag : ; ax dy h) se (x, y) = (0, 0)
3 : 9z  Jz )
que scja dada implicitamente pela equaciio xvz + 27 = x. Expresse — e —x ¢im tenmng 1 )
ax dy - — | 3 X
% eX"*‘_V'"'I se x°- + y- <1
11. Scja z = f(x + ar) onde f¢ uma fungiio diferencidvel de uma varidvel redleallm \ o AR R
Verifique que - 0 e s
te o gréifico de f.
L o '?—: ﬂe ﬂ
ot ax - : ax  Jdy ; 3
] 2 ’ o o e 1 . > ) > ottt AP
12. Sejaz =f(x v°).onde f(«)é uma fungio diferencidvel de uma varidvel real. Vel R” - IR Ff0) =1+ f(0.y)=1+yef(xy)=0sex#0ey7 0.
1 ] , ) S 3 , a por: f(x, 0) AL

\5} \‘(?7_'-0 o gréifico de f.
T oax T ay a
’ ‘ : = o 0)52L 0, 0».
. , 2] =14 ax ay
13. Considere a fungiio dada por w = xy + 7, onde z = z (x, ¥). Admita que b=t " Ba em ((), 0)? Justifique.
iy ; ; of
W () Tota o’ .
I parax = ley = 1. Calcule e=1 .'-)e’“s"e' ox (1,02
Ax|y=1
« : of o
_ y 2 odl io de —
14. Scjaf(x. v} = ¢ 2 ¢(2v — x). onde ¢» é uma fungio diferencidvel deumavﬂnﬁd § ox

que

5

xzepts ar
15. Scjafix. yr= J. e 1" dr. Calcule — (v, y)e
0 ax Ay

L A af af
[6. Scjafix y) j Le. " dr. Calcule f (x,y}e / (x. v).

X ax ay

=,
r’f (x, ¥).

b= o 4 J’ ¢ Sc_la (1) = (& £, (). t € IR, uma curva cuja imagem estd contida

.

e z (1),

5 08 grificoside fe .

B 0C A reta tangente a y no ponto (1,

4114 do item ¢; mostre que 7 estd u)nuda no plano de equagio

4 _

7
2=f(1,1) (l,l)(.\'—l)*(’—jil.l)(_\' 1).

ax ay
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24. Sei SO RO ‘
24. Sejaf(x, v) = x° + y“ e seja y (1) = (x (). y (1), 2 () uma curva diferencidvel cuja imagey, |

25.

h

[
>

30,

- Sejafix, ¥) = {12 4 ¥

. Considere a funcio z = f(x, v) e seia (v "
siderc a fungdo z = f(x, y) e seja (xp, ) € Dy Como vocé definiria plane tangente 20

. S S i/
- Dé exemplo de uma fungio f: IR” — IR 1al que —f seja continua em IRz, mas que fndo seja

29. Dizemos gue (X, ¥} € um ponto critico ou estaciondrio de = = Flx v se if_‘ (g ) = 0e T
d : A F

Um Curso de Calculo —
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admite derivadas parciais em (xg, Yol entio uma condigdo

(xq, Yo) € um ponto interior de Dge se f
54 i 5 al ou de minimo local € que (xg. ¥g)

necessdria para que (xg. ¥p) seja um ponto de méiximo loc;

estd contida no gréifico de /. Suponha, ainda. ¥ (0) = (1, 1, 2). Seja T areta tangente a yop, |
m
‘ seja ponto critico de f, isto €, que

¥ (0). Mostre que 7 estd contida no plano

) af af .
—fO. D=L De-D+ L ne-1 af - f =
B ) R Yy — 1) % (xpY) =0 e ™ (xp- ¥ = 0.

Interprete geometricamente, ; : . af of _ 5
31. Sejaf: IR™— IR e suponha que —7_ (x.¥y=0¢ ;— (x. ¥} = 0, para todo (x, ) € IR". Prove
ax 3 4

S N R e . . e 3 % P
uponha que z = f(x. y) admita derivadas parciais em (Xp. ¥). Considere as curvas cujas i que £ constante.

gens estdo contidas no grifico de f:
- 5 af af
32. Dé exemplo de uma fungdof: A C IR“ — IR tal que 0— {(x, ) =0e o (x, y) = 0. para todo
X ay

P B o) x=¢
Y)eRpye ff e Y21 {y =1 (x, ¥) € A. mas que f ndo seja constanie em A,

2= fxg. 1) .= : : 2

) . 2= '33. Suponha que. quaisquer que sejam (X. ¥) ¢ (s, 7) em IR%.1f(x, ) = f(5. 01 =1 {x. ) = (s, DI,

Sejam T e T as retas tangentes a ¥1 € ¥3. 105 pontos ¥, (3g) € ¥ (xg). respectivamente. Mos. Prove que f € constante.

tre que a equagio do plano determinado pelas retas Tielé ; %
2 ; _

. Sejaf:AC IR? — IR, A aberto, ¢ suponha que ; (x, ¥) cxiste para todo (x, ¥) € A. Scjam
(xg. ¥p) € (xy + B yp) dois pontos de A. Prove quc se 0 segmento de extremidades (xg. Yo) ¢ (xg +

> —fix N af
2= flag, vy = o (xg. ¥p) (¥ — x) + d— o ¥p) (3 = 3p).
i h, yp) estiver contido cm A, entio existird ¥ entre xq € X + A tal que

d _
T e (x. ¥) #(0,0) % filxg + hy vo) — flgoyor = —f (X, yp) h.
0 : eseja y(r) = (r.+. 2(N) 1 € IR uma curva cuja : ax
i 4 seda ) =(0.Q) Sejaf:AC IR2 = IR. A aberto. e suponha que fadmite derivadas parciais em A. Seja (xg. yp) €
imagem estd no grifico de f. Seja 7 reta tangente a y no ponto y (0). Mostre que T niio estd . Sejaf: — IR, . e suponha que / P 1 L3, Y

contida no plano dz a d e P
panciiegiagto f forem continuas em (xg, ¥o). entao f também serd.

af
A. Prove que se — e —
ax  dy

. af af
2= f0,0)= = (0.0 (x— M+ = (0.0) (v — O .
= I ) (v = 0). (Sugestao. f(x, ¥) — f(xy, ¥} = (X ¥) = f (X0, ¥) + £ (xp. ¥) — f(xq, ¥o); aplique 0

TVMa (e (1)) tY (I

E?:Lci ;i:; )(: :(:, I|;on]lo {xg, yo)? Adm;]tindo que fadmita derivadas parciais em (x;, yg). escreva
a 3 plano que voceé acha que seja um “forte” candi aple ange Z
fico de fno ponto (v, vo. f {xg. ¥y)). SRRl et st

’{" 2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNCOES DE TRES OU MAIS
VARIAVEIS REAIS

o 2,

z) e (xg. ¥or 20) € Dy Mantendo-se yg ¢ 2 constantes, podemos con-
) A derivada desta fungio, em x = X, (caso exista),
zg) e indica-se por

Sejam w = (f(x.
derar para funcio g (x) = f(x, yg.
nomina-se derivada parcial de f em relagdo a x no ponto (xg. Yo

continua em nenhum ponto de IR%. 2

= (X0, ¥or 20) OU —]x = x, -
IXly=y,

odX

af
= (xp, ¥g) = 0. Determine (¢ ISt iticos a
C4aso existam) os pontos criticos da fungio dada.

av . - 2
) & < . o il df
Afxv)=x2 432 B F( = 3 De modo anilogo, define-se as derivadas parciais EL (xg. Yo» Z0) € o (Xg. Yo Zp)- Tem-se:
2 2 : flxy)=2x+y ¥ z
5 e R 2 ; g
) =0 =2y + 3y + y — ¥ dyflx y) = dons S 3y : & of _ yie lim  f(xp + Ax, ¥o. 20) — f(xg, vo. 20) /
o 4) = 3x2 2 ' o ps 0 Y0 %0) T Ax 0 3
e)fix 3) = 3x" + 8" — 14x — 16w T e T e 3 dx ' ‘ 4 :lr B o
el PRI e Dy S : S N lim [ (xg. yo + Ax, 29) = f(X0. ¥o, Z0)
) (g Vo) c Py Dizemos que (x;), vy} ¢ ) RS - X Yo 30) T Ay .
tvamente, ponto de mfm‘mdflm-al ) <e0 ;?1‘::;;&: %Tﬁuﬁf:q"géf cfz::""({ " u; delf(res’;p:a E » n ) ay
any AT % x T & ro (X, ¥p) tal que. o3 5 i s + A7) — f(X0. ¥0. 2
todo(x. y) €E BN Dy f(x. ¥4 = f{xq. yg) (respectivamente, fx. ¥) = f(xp. f‘).a-)? Proge que se .‘;_f. (X Yo 20) = A{lﬂo f{xo0. ¥o. 20 %) f(xp. 0. %0) :
4 cd z
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Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma funcig de mas ]
aveis reais. :

o ad -
e AL

EXEMPLO. Calcule as derivadas parciais da fungiio s = f(x, ¥ 2, w) bdada
ax ay gz

o XTI 22D
3= =¢d @ +y +)

'IRuma funqﬁo diferencidvel tal que ¢’ (3) = 4. Sejag (x. v, 2

Solugao
dg

L ‘ : 2 a1 o= LD
W) . £ R4 (xyzw) = yzwe™™W (e sk ik i 1) T =
Ix i AYC yz »niew 0 Olna ascomoco“s 3

s oy O .

AT e,\)..h T (“_)__:w) = .\‘:n'("'\""

(9'\’ ﬂy

as VoW d Ao

- — ".(_ ™ — (.\,).:“_) X_\‘N'{"l"' W

oz a2z

das e g L

LSS L (xyzw) = .\'_\':,e‘“‘“

aw aw

Exercicios 10.2 ——

I. Calcule as derivadas parciais,

. i 2 y
a)f(x,p)=xe " ?F b) w = X~ arc sen =
xyZ 2, 2
cpw = — Af{xy ) =sen(x” +y + zz)
x+y+z
A X 2 3 ~ 2
e)s=f(xy z,whdadapors = xwin(x™ + y° + z° + w°)
. X )
2. Sejafix, v, z) = ———— - Verifique que
0 S £ TG Y
af af af
sty e e
ax oy lebd
X 42
3. Sejas = f(x. vy, z.w)dadapors = ¢¥ ". Verifique que
as das das as
X=e+ y— 47— + w—= 0.
ax dy az aw

=

Sejaf: IR — IR contfnua com f(3) = 4. Seja

x+yt+2*
gxyz)= J.() [y dr.

Calcule:
7 T ag .
d) o ) By 2L o) il
dax ‘.’." 7 5
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idvel emixgp se € somente se existir um real a tal que
im fxo +h)y— f(xg) —ah _ 0
0 lhli

condigoes de definir diferenciabilidades para fungoes de duas vari-

11

‘.“
O

tam f: A — IR, A aberto de IR% ¢ (xg. Yo) € A. Dizemos que, fé dife-
JII uc
, ] )'0) se e somente s¢ exnslmm reais a e b tais q

FUNCOES DIFERENCIAvE}

+f (xp + h, yo + k) — f(xg. yo) — ah — bk _ 0

(A, k)N

E i
M k) - (0,0)

sorema nos diz que diferenciabilidade implica continuidade.

11.1. FunCAo DIFERENCIAVEL: DEFINICAO

2 ‘" - g
O objetivo desta segao ¢ estender para tung,me de duas varidveis reais o col AL 'Se ffor diferencidvel em (xg, ¥p), entdo fserd continua em (xg, ¥o)-
diferenciabilidade dado para fungdes de uma varidvel real. y L. ]

Vimos que, por defini¢ao, uma fungio f (x) é diferencicdvel ou derivivel em % -
| £ + D= £ ;
h ; 2
e for finito. Esta forma ndo ¢ adequada para generalizagio, pois se f for uma fung ! el e (X Yo existem reais a ¢ b tais que
varidveis reais i serd um par ordenado e, entio, a razio incremental néio terd sentid e z
tarefa a seguir ¢ a de tentar obter uma forma equivalente A definigio de diferencial
que seja passivel de generalizagio.
Supondo £ (x) diferencidvel em xg, existe um real @, a = f’ (xp). tal que

mente se o limite. quando / tende a zero, da razio incrementa

i E (h k)
I -
(h, k) = (0, 0) II(h 191l

x funcao dada por
G+ h, yo + k) = f(xq. yo) + ah + bk + E (h, k).

Tt f(xg+h)— fxp) -
h—0 h

Temos:
: o + i . (xo + h)— f(xo)—ah _ .;
lim J(xo ¥ 1) = fx0) =a< lim Ll ¥ W= TR0 S : lim (ah+ bk)=0
h—=0 h h—0 h (h, k) => (0, 0)
Como
g : E(h k)
; 5 (K 2 £, Im -’ Emk=  lim WO ———=
']il . (';h‘)- =0 ¢ lim (‘;I(z D=9 (verifique) “{h.k) > (0, 0) at) (h.k)Y— (0,0) ICh, k)N
h— 1 h—0 i
resulta
lim f(xo + Ay + k)= fxp.Y0)
. f(xg +h)— f(xp) . f(xg + h)— M J (k) — (0, 0)
lim = =a < lim ————
0 h h—0 |h| e‘n(xO,y()) ju]



Fungdes Diferencidveis 193
192  Um Curso de Célculo — Vo, il

. of e - -)
. = Xy Yeste modo, se f(x, ¥
Vamos mostrar, agora, que se f for diferencidvel em (X0: Y0). entio g eb= —=(Xo. Yo)- I

parciais em (xg, yp) ¢ admigy ;

sariamente @ = = (xg, yo)

8 At e . is
: ? B A A (xp. vp) serilo os dnicos rea
L(h A‘)'—r—y (X0, yo) h + ¥ .. : (xp Vo) €Nta0a = 3'(.\0..\0)‘-" S
Z At ax 0. Yo) h ‘(.)\—.'(l()._\'”)k el em (X0 e

l,mue acima & zero.

sera a finica transformacio linear que goza da propriedade .ma 2 0 seguinte importante
| ’] i —

T (xg + by + k) — £ (xp, Yo)— g (x0, yo) h —~ ¢Zf_ (xg
I B o d O
im —_—

(k) =3 (0, 0) |I(h,kT|

—

' : l Y ’ A" ¢im-se.
i abe seja ( O )‘)) = A C

X, ¥ dct n da no -lh(,n.o A Gz “ ‘ ¢ SC X (= [

-af » )) i

Iy g
a) f admite derivadas parciais em (xp. o)

g E(h k) _
5L, ) < 1
‘ gvel em (X0, Y0) b) - “In:\m T

Teorema 2. Scjaf:A C IR° > IR. A aberto, ¢ sej

ja (xg, yp) € A, Se £ for difg
ciavel em (xy, vg). entao fadmitiri derivadas parci

- df 3 l{m. \'0)”
ais neste ponto. Y = (0. Yo) — = (x0. Yo) ht st /
& P % A:f (XO £ Yo + k) f {Xp. Yo S (7) J
Demonstragao
Sendo f (x, y) diferencidvel em (X, ¥g). existem reais a ¢ b tais que : 3 A el em (xp, Vo)
Ao e 4 ' ldric.acima que para provar que uma fungio f¢é diferencidvel em (xg, o
0 COro
® lim E (A, (k)
i

varquefadmue derivadas parciais em (x, ¥o) ¢ que
(h k) 0,0) ll(/z A)II

S = X il g { i {)f' {xp. Yo) K
= S (xo.+ A4, yo + k) — [ (x0. Yo) o (-\u~ Yo)h N 0 o
Q (i o ,' (h, ) f (.\'() /I- _\'[) -4 ‘) f( "U‘ .\‘n) alz bk Scuue d > (D que

5 (k. kol
(0. 0}
EGO) _ . flxo+ ko) — f(xg, o) — dl B . -}, entdio f ndo serd diferencidvel
o i : ’ i s deri iais ndo existir em (Xp. ¥p). entio, 5
(h k)00 Nk OV 2o Il das derivadas parcis
) ; . S s imite acima ndo for
i Bas as derivadas parciais existirem em (xg, yp). mas se o limite a §
80 serd diferencidvel em (xg. yo)-
) (xR oyp)— £ (xp. vo) — ah .
lim <%0 Yo) = f (xp. yo -0

forcominud em (xg, Yo). entdo f nio serd diferencidvel em (xg, ¥p)-
h=0 h

J éd, Ué"clal(’l e ) S I() LI ve I Ud(' [.X € )3 Dl'
l : f l“BC[ Lf ]d]r(.r(,n (1 (l([]‘ \)
| " ¥ l f m fu l‘a‘) lf(}l“(‘(“(l f re le cle C ‘

S nie ueféu 1 ' f: jt: l nt l YONLO

10

. f{xo + A yp) = f (x¢. ¥p)
im ——~ 2707 J 70.J0) _

= i (X(), )'U)‘
h—0 h s

Prove que f (x, y) = x’y ¢ uma fungiio diferencidvel.
De modo andlogo, obtém-se b = > (Xp. o). m
2

r NEPT N
e arque fé dlferenudwl em todo (x. y) € IR’ {Dy = IR%). fadmite deriva
MO(X y) € IR%e

Observagio. Provamos acima que se

af

af s B =" ,y;,\')=.\'2.
lim flxg + A, Hyo + k) = f(xo. yo) — ah — bk I E("’}) cxye (2‘,( -

(hok)— (0, 0) W(h, kN
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Por outro lado, para todo (x, y) em IR?,

Fy-
£ F af _i(o 0) k
Emi) = fx+hy+d-fnn-Lxpr- ! L0+ k)= £(0,0) = == (0,00 =20 (B
L k) = fx+hy+k)— f(x,y) Ew (x, y)h x(x.y)k. ;)==f(0+h o ay
= (x+m?(y+k) - x3y-29h— x2%k= ‘ "

2xhk + hz'\- - hzk‘

. e que
e h- Segu q
B2 + k2
lhl _
Como, para (h, k) # (0, 0), = |, resulta -
'I 2 452 -
2 (h K h K2 Z Bk — = G (h. k).
z 2 2 a2y nt e
lirr Eh k) _ 2xhk + h? \+1,2k (h.k}“ \/;2*" (h2 + k2) \h
(h k)= m) 0y (A, A)ll (h, k) — (0. 0) -h +i2
0 e e
k. ' ————— ndo existe, resulta que
B i 2’{;’ %’ hy —= : =+ hk —-==‘——h =) ; (" L —)() 242 11
{h k) ->(0,0) o ‘4_\/"—/\'”. . \'h:+L' \,’lhz'{-kz
imitada -~ . __
2 lim ﬂ k). nao existe:
Portanto, f ¢ diferencidvel em todo (x. v) de IR”, ou seja, fé uma fungiio dif (h. ky— (0,0 1 (A k) I
EXEMPLO 2. ’ A“ o (0. 0).
yped 3
: —=— se(x,y)#(0,0) o
Fle.y)=qx2+y4 ] L
e (. y)= s .
0 se (x. »)=1(0.0) ‘ fim £ y)= lim ’(4 & = 0= £(0.0)
- (x, ¥} —(0.0) AN e B
¢ diferencidvel em (0, 0)? Justifique. ¥ -

limitada
Solugao

-eontl‘nua em (0, 0). Assim, [ € continua em (0, 0), admite derivadas parciais
9 niio € diferencidvel em (0, 0).

fnao é continua ecm (0, 0); logo, f ndo é diferencidavel em (0, 0). Pamanao-con it B : —
fem (0, 0), veja Exercicio 2. Seg. 9.1. Observe que f admite derivadas parciais e em

IXE ; P !S fungdes dadas sdo diferencidveis.

EXEMPLO 3. 4

X ) V) '-\')’ By f(x,y=x+y
fix \.)_.l_,—; se (x, y) #(0,0)

1
S8 pre L’ -—.xzyz d) flx, y) = ~
10 se(x,y)=(0,0) 5

¢ diferencidvel em (0, 0)? Justifique.

'--x"‘y f)f(.\’.,\')=.\‘:+_\-2
licidvel em (0, 0)? Justifique.
o X2~ 2 |
Solugao e y?- se (x, y) # (0,0) e £(0,0) = 0.
2
o _ B
Fi 0= i L OO FUOOY oo X N
Jr x—0 x—0 L0 - t)
‘ X
g—m. 0) = lim fO.N-f0.0) _,

5 sc(x, ) #(0.0) e f(0,0) = 0.
y
y—=0 y— 0
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11.2. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA DIFERENG :
Nosso opjc':ti\'o. nesta segdo, € demonstrar que a continuidade em4 .’ k) — f (x0. Yo) = i (Y, vo + k) h 4 fi. (xo. ¥) k.
vadas parciais de wma fungao f garante a diferenciabilidade dest, a fic ; _A abery, o + A, YO + k) X0, Yo e > ]
tos de A. Este resultado ¢ bastante importante, pois, em muitas ocasides g;’n"mem g 7
el S fap

continuidade das derivadas parciais do que a diferenciabilidade diretamemem' i (xp. Yo) I + .(;L (xg. Yo ) k obte-
J o

4 s da igualdade acima
fa bososmemhm.sdalgua ade ac .

1 Teorema. Sejam f.: A C IR> —s ‘ 3 Y= X kY

d d o 'R. A aberto, (v, o) € A. Seas defivag . ~ K- f( ) i (x0, Yo) h — g (X0, o) k=
o o pxIctire > ~ ~ i ac ; X + - X 1 VO =Sy ”‘ ” _' s 5

g ¢ Y existirem em A ¢ forem continuas no ponto (x;. Yol entlio fserg difers A +h. Yo ) ! ox 8"

vel neste ponto.

¥ ; e ool sy
% (x. 0.+ k) — % (x0, Yo )jl h+ [i: (xp. ¥)— =7 (x0. Yo J] k.

il

Demonstragio
£ = ‘i I

Como A ¢ aberto, existe uma bola aberta B de centro (g, ¥g), contidaem A, §
tais que (xy + A, y, + k) € B. Temos

' o A
& +h,yo+ k) — f (x0, Y0) — % (X0, Y0) h =5~ (o, ,\'().)_’i

— ()l '

<=

4

limitada
lor - F 2
&= (X0 k) — - (x0. y0)| (5= +
K — - (%0, Yo Wreryes |

- ; 1

(1)
. L

Jh? + k2

(xp,¥) — % (xg.¥0)

(1V)

adade de % € g— em (xg, o), as expressoes (I1T) e (IV) tendem a zero, quando

) '_. €, portanto,

-f(“'ﬂ +h, yo + k)= f (x9, ¥0) — L (xp. yo) h = G (xp. yo) k
23 ().l' ()_\'

g (A, )

S xo +h yo + k)= f(xg, ¥9) = Slxg +h yo+k)— f(xp, %0 T )
: ‘ i) 4

+ J (xg. yo + k) - S (xo. yo). 5
(I} 3

= (),

: ) cidvel em (xy, y)). =
Fazendo G (x) = f(x, v, + k), pelo TVM existe X. entre X € xp + h tal gue .

¥ 3 g fungdo: Dizemos que [ é de classe C ' no aberto A se i e i forem
D=Gxg+h —G(xg) =G (D) h = a—(,'e. yo + k) I i v oy
23 e

Ma anterior o seguinte

Do mesmo modo. existe ¥ entre Yo €y + ktal que 3

i
A

ACIR? - IR, A aberto. Se ffor de classe C' em A, entiio f serd

(I = % (xqg. ;) k.
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EXEMPLO 1. f(x. y) = sen (.rz +- _vz) é diferencidvel em IR?, pois,

%—2tct)s(\-+\ ye %—7\00\“--{»),-)

1
sdo continuas em |R”,

Observagao. O teorema anterior conta-nos que se f admite derivadas pareiajs :
estas s30 continuas no ponmto (xg. ¥g), entdo f serd diferencidvel em (x;; o). A' u
entretanto, ndo é verdadeira: existem fungdes que sdo diferencidveis num ponto R
derivadas parciais sejam continuas neste ponto. O exemplo seguinte exibe-nos umg

2 padvaan b eapn
EXEMPLO 2. Seja f (x. y) [ (xSichyssenesr el y) = (00
]\0 se (x, y)=(0,0}
r)f o
a) Determine — ¢ —.
cle C ) ¢ ()\
b) Mostre que %— - i ndo sao continuas em (0, 0).
dv v
¢) Prove que fé diferencidvel em (0., O).
d) Prove que f'¢ uma fungio diferencidvel.
Solugdo
x? sen l
(x,0)— (0,0 ; 2 :
o2 0= i LRY=LOO gy X Guseia
o 10 x—0 x—0 X
0 sessw
1
()/ (0,0)= lim x sen — =0
x—=0! ‘_,\'.’
limitada
. n ZA A
De modo andlogo. > (0,0) = 0. Assim,
2x I i
af |?\ sen — l = ——5 Y oS ——3 se(.r.y)’i*(
T( ¥ = i n e ke o XETEPE =0,
[72% 0 se (X, y"’
{ B!
e
o ( | 2x 1 5 (03
2V SEN — — e COS — se (X, WTEY
i)?/. xoyy=1" b y2 o x2+4y2 M y2 .
g 0 se (xl J")"

{ pdo existe.
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(Verifique.) Logo, % ndo ¢ continua em (0, 0).
(22

4 . ;
: i ; —=- nao € aem (0, 0).
o, verifica-se que o nio é continua em (0, 0)

—

+k) (0, ())_..“y_ (0, A g;((),())k (h? + k%)sen Ry, )

TR G
= \,‘hz + k2 sen -’-'—2—'-?
0

: Jyf—lzésen - ,- = (), resulta que f € diferencidvel em (0, 0).
‘. ) N ) h?' + L“

limitada

. svel em todo (x, ¥) # (0, 0), pois, 4 e i’- sdio continuas em todo (x. ¥) #

x

: 2
, uma fungio diferenciavel em todo (x, ¥) € Dp(Dy = IR“).

se(x. v)F(0,0)

Verifique que f (x, ) = { x> + y* ¢ uma fungio diferen-
0 se(x,v)=(0,0
2x> + 2
@‘ 5—;4"—7- se(x,y)F(0.0)
ax (\', \') o (\f" +y )
0 se (x, v)=1(0,0)
— x4y
J J—— se(x. v)F(0,0)
E—(x, y)= (‘-y\l)l (x.3) #(
lO se (x,y)=(0,0).
3 %" ¢ %;-' s3o continuas em IR%; g e % sio continuas em todo (x, v) #

entes de continuas.
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Em (0, 0).

¥
=5 3 iy se(x, y)#=(0,0)
J + 4x° \2 g=1x°ty
lim —(x,¥)= lim o T T i : y e ) =(0,0)
.y —(0.0) (x, ¥)—> (0,0} ((v—-‘ )-. 0 ; v Se{x, y) S
f e DO () #(0,0)
i 5 4 2 - )2
= lim | , + 4x— 35 ) = (0. 0)
(x. vl )ln())l , < 22 " o v se(x,y) (0,
Iumtada ......
ou s¢ja.
¥ I
lim — (x,¥v)=0=—=—(0, 0);
(. v}—=(0. 8\ ax
logo, ¢ continua em (0, 0}, De modo andlogo, prova-se que — ¢ continua em|

ox

&

f(xo - h, Yo 1 k) = f(Xu. Yo )= dt (X(). _\'U)h ot ()’ 1'.1[,. Yo )/\'
: ax_ o 20

segue que f¢ diferencidvel em IR%.

Da continuidade dL

As (h. k)|

Observacao. Para todo (x, y) # (0, 0), temos: bo+ hey =y + k, resulta

4 ’ : :
g 2. 2 . A = -
Osxisat hyt=at s Gty s 0% oy =L S ) f(xp. o) — 4 (xp. ¥o) (x = ¥p) 7 (X0, Yo ¥ = Yo)
= ) x N =0
| | 10X, ¥) — (xp. ¥o)| .
Qi=ixe = xe £ ye 9 ¢
| Sise. s 22y S &) O B0 que se comete na aproximagio de f (x, y) por
e = xcye < (x° + y4) =0« ] ' :
(x? + ,“)2:

0= .\~: = _(2 : .\'2 )') “f(xO )0) + y (‘() )()) (x = 0) = 7 % (I'(,. .\'U) ()' - .\'(]).

:d

Exercicios 11,2 —

1. Verifigue que a fungio dada é diferencidvel. Fawnw=Tkw+ E(xy

a)flx.y)= e* ™ ¥ b) f(x. y) = Pl _\'5
~ 2
) f(x, y) = x°y d)f(x. v)=1In(l + P ¥) \
: W i E(x.y)
e) fix. v} = xcos (x° + ) A Fx v) = arctg xy im =0

G = (xg, 30 10, y) — (xg. Yo |

2. Determine o conjunto dos pontos em que a fungio dada é diferencidvel. Jqsllr OS na Seg,
k. 11.1 (veja, também, o Exercicio 15 desta secdo), resulta que T (x,

J W m que aproxima f(x, y) com erro E (x, y) que tende a zero mais ra-
_— y)#

a)fix y) = { x2 +y? o ;

[” 8 G S (003 » (X0, yo)ll, quando (x, y) tende a (Xg» Yo)- ( Dizer que E (x, ¥) tende a

grenie que Il (x, y) — (xq, ¥) II. quando (x, ¥) tende a (xq. ¥g). significa que
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s
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o 3\
lim E (x.y) =0. |
(x.3¥) = (xa.ve)  1x, ¥) = (xq, yo)ll )

" jaf(xy)
B (. 2,11, 2)-

Definigao. Seja f diferencidvel no ponto (xg ¥p). O plano

el _ A 7 4 , a & S
1 z—f(xp ¥ Xn. ¥o) (X — X, = , ; R: . = N — + = (1,2)( 2)
® 1o yo) 1oy X o yo) tx = xg) + P (xg, ¥o) ¢ = Yo) B~ 2 —f(1,2) ox L A ? N

denomina-se plano tangente ao grifico de fno ponto (xg, yg, £ ( X o)) %

=

e - A =)

()bscryc que s0 det.n.nnms';?lanu tangente em (xp, vy, f (X, ¥0)) se f for diferend =63y — N ox L

(Xg. ¥¢)- Se f nio for diferencidvel em (xg. ¥g), mas admitir derivadas parciais ng

entdo o plano () existird, mas ndo serd plano tangente. Veremos mais adiante (l.

for diferencidvel em (xy, yy). o plano (1) conterd todas as retas langentes ao gréfie

ponto (xg. vg. f(xg. ¥o)). %
Em notagiao de produto escalar, o plano (1) se escreve:

g Gd -3
R (1,2)=73.
™

1o plano tangente ¢

[% (.l'(). _\‘(}). % (X, _\'[)]. = IJ 3 “.1'. Y. Z2)=~ (.l'(). AS f(x()' }'Ujj] =0‘:‘ s S=11(x— IJ + 3 (.\' - 2)

Segue que o plano tangente em (xg. Yo f (xg. ¥g)) € perpendicular 3 diregiio do vetd

@ [i (x0, Yo), -(l (x0. yo), — ]]'
N

of ¥
= ] Z.2),=(.2.—-1A€lR.
o B =(,2.f(1,2) + A ((.h( )=

17 3 y,
IR

A reta que passa pelo ponto (X, vg, f (X, ¥p)) e € paralela ao vetor ) denomings
normal ao grifico de f no ponto (xg, ¥, f (Xg. Yo)). A equagdo de tal reta é: 13

.y 2=01,2,5+A(13 —-1AE |R._]5

¥

/

|
_ = i
‘..l, ¥ J) = (.X’(]. -\.()"/. (.\'()4 '\'“)) A i ,)i‘ (,\'(), Yo ). ‘%‘ (X(). '\'o). —) I), Ae'n'

xy<
. Sejaf(x,v) = < 42 + y2
: 0 se (x, ¥) = (0,0)

se(x, y)#(0,0)

3
z i

plano tangente ] : :1- co de f ndo admite plano tangente em (0, 0. £ (0, 0)).

-4
‘

O tangente no ponto dado. Temos:

% 0.0)=0¢ (—3:— (0, 0) = 0. (Verifique.)

reta normal

Fungées Diferencidveis
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= %.xzy — x. Determine as equagdes do plano tangente € dareta

’71" adefinicio, para que fadmita plano tangente no ponto (0, 0, f (0. 0)), fdeve
¢ = €m (0, 0). Se provarmos que f € ndo diferencidvel em (0, 0), seguira que f




B

ey s e e oo T
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fO+h0+k)— f(0.0) gl (0,0) A g‘ (0.0)k

X

Ik, K|

hi?
(h? + k2)\Jh? + k2

SejaG (h k) = . Temos:

lim G(0.1)=0

- 10

C
2 . |
him G(t,t)=—
1—-0° 2~/2

Assim,

ox P

.= hk2 A3
(h% + K2y .

F0+n0+0-70.00- % ©0.00n- Lio,00k &
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)

1.2)e(—1, 1. 1) e quese)a tangente ac

B’ | -

A
y —2v)em |2, —. f (2.
= arc g (X Sl [ 3 Y\

(5 (53]

pontos (1,

¥

i

ra

) grifico

s 0 plano que passa pelos 3
Xy.

' .oplan(}quc seja paralelo ao plan

: é a equagio do plano tangente &

s 9
0z = 2x + yetangentc ao graficode f(x, ¥} = X" T

o erafico de f(x. ) no ponto (1.1, 3). Calcule

E. X a0

: 1, 1.
L 3z = 6 €acquagio do plano tar

ngente ao grifico de f(x, ¥) no ponto (1,

et

d (1. e %(I, 1).

y rmine a equagio da reta normal no ponto (1, 1, 1).
' [N

1 onde ¢ (u) ¢ uma fungio derivavel de uma varidvel.
/

lim

(k) =(0,0) HENSY

ndo existe, logo, f nio ¢ diferencidvel em (0, 0): portanto, f ndo admite plano tang

ponto (0, 0, £(0, 0)). Observe que o plano

5 Jf ]
= 70,0==Z0.0x-0+ =0,0Hr-0
f0.0) a.‘( ) (x ) ay( ) (v )

ou seja,

z=0

niio contém a reta tangente 4 curva y (1) = (¢, 1, £ (1. £)) no ponto y (0) =0 0.FG

fato, a reta tangente a y no ponto (0. 0. £(0. 0)) = (0, 0. 0) &
(-X-' ¥ b (0. (), 0) il A lr ], l ’!)'} AE IR
\ -

que, evidentemente, nio esti contida no plano z = 0.

Exercicios 1.3

i 0 - = dadi
I. Determine as equagdes do plano tangente e da reta normal ao gréfico da fungdo .

dado.

a) fix y) = 2\2.\' em (1, 1,£(1, 1),
by fix ¥) ¢+ .\", em (0, 1,£(0, ).

A F (e v = 3%y = xyem (1, = 1,£(1, —1).

d)feey) = x5 " em (2.2, £(2. 2)).

afuncaof(x, y) = x & (% !

0s planos tangentes a0 gréfico de f passam pela origem.
3
22 — . Mostre que 0s planos tangen

; a fungao f (x, y) = -:-:—+\
ela origem.
Hine o plano que seja paralelo ao plano 2

tes ao grafico de f pas-

- 2¢ + 3y e tangente ao grifico de f(x, ¥y =

A : )
: At f - -~ = -l e N (Y . e II rl
nine s planos que sejam tangentes ao grifico de f(x, ¥) = ¥~ + y- e que contenham ?

besio dos planos x + v +z=3ez=0. :

™ 1 Sriatv
¥plano tangenite aos graficos def(x, y) =2 +x” +y7eg 2
= 1, sendo (a; b, f (a. b)) 0 ponto em que B tangencia 0 grafico de f.

(x.y)= - - v~ Mostre que

re a fungio f(x, v) = 1 — » -y Seja a0 plano tangente a0 grifico de fno ponto {a,
i? — b, coma>0,b>0ca” + b* < 1. Seja V o volume do tetraedro determinado
o . »

:pelos planos coordenados.

Bsse Vem fungio de a e b.

g av G v =

Jnede bipara que se tenha —- (@.b) =0 ¢ = (@ b)=0.

6 05 planos tangentes ao grifico de f(x, ¥) = 2 + x* + y* e que contenham o ¢ixo Ox.

lh‘““‘}’of xXy) = xg (x2 - yz). onde g (u) ¢ uma fungdo derivavel de uma varidvel.
0 plano tangente ao grifico de fno ponto (@, a, f(a, a)) passa pela origem.

2 2 o

X ¥ 2o
= z(x, y) ¢ diferencidvel e dada implicitamente pela equagao = f + Tin 1
¢
e 208 Ll + 25 - ¢ aciio do plano tangente no ponto (X, ¥p- o)k 2 # 0.
& a‘f ) 5 = | ¢aequag p! y )

B ¥) diferericisvel em (xq, yo). Seja S a fungdo afim dada por Sy =akx—xy +
2+ ¢. Suporiha que



Eryo =

—————
s

—  ——

e g —
e

SR
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faN=Sx»+Exy j (g + 1Yo k) — f(x ¥o) € a variagdo em f, quando se passa de (xg. ¥o)
k) Temos:

com

lim _—_[-‘_(}_'—L = - f (xp, Y0) = i (xp. yo)h + i (X, V\‘(;)k
’ ’ o h

(¥ = (00 10 ¥) = (xg, yoll

.::xo’*'h-y() + k) -

& . cdo tanto methor quanto menores forem os médulos de /i ¢ k.

: 2 i (xp. ¥o)k como a diferencial de f

irinos-emos a —— (Xg, Vo) T —
by, referir-nos-¢ 5 0

nelun anesy = L i ¥ ,
Conclua que & = r7_1 (Xps Yo). b = = (X0, Y0) € ¢ = £ (xo, yo).
17

(.

Lativa aosacréscimos h e k.
hos, agora, a fungao diferencidvel z =
3 4l

3 - £(x, v). Em notagdo cldssica, a diferen-
& Bl y), relativa aos acréscimos dy e dy € indicada por dz (ou por df):
] X )

11.4. DIFERENCIAL

Seja f(x, y) diferencidvel em (xp, ¥p) € consideremos a ransformacio lineg R P
magdo € sindnimo de fungio) L : IR” - IR dada p

< ¢ da por ". dz = i (x,y) dx + = (x,y)dy.

: ox oy

i referir-nos-emos a (2) simplesmente como a diferencial de z = f(x, ¥).

Az serd usado para representar a variagao em f: quando se passa de (x. y)a (v +

® Lh k)= (?“('l'!).'\'())h-fi(\n_\-0)[(_
v (2\‘ S

Segue, do que vimos anteriormente, que L (h, k) é a tinica transformagéo linear d
IR que aproxima o acréscimo h )
Az=f(x +dx, y+dy) — f(x ¥
f(xg + A ¥g + k) = f(xg. ¥o)
comerro E'(A. k) que wende a zero mais rapidamente que Il (A, k) Il, quando (&, k) tende fg= &
3 il

Isto €, ‘
o tanto melhor quanto menores forem os médulos de dy e dy.

Vs
X IITE
i3 \
£

¢ Seja z = x2y.

S (xg + hoyy + k)= f(xp.yp)= i (xp. yo)h + L (x0, yo)k +E (h K
o oy {

diferencial. o
diferencial, calcule um valor aproximado para a varia¢iio Az em z, quando
ley=2parax=102ey=20l.

o cometido na aproximagio acima.

Lh k)

Com

. 2
=x%,assim, dz = 2xy dx + x~ dy.

ylg

50
Pois bem, a transformagio linear L. dada por (7), denomina-se diferencidvel de.fem
; £Az = 2xy dv i+ 2 dy.
) =2, dx= 0.022 edy = (),Ql resulta Az = 0,09.
grifico de T'é o plano langente ao gréfico de fno ponto (xg, vo¥ f (xo Yo))- Fazendos ) O+ dyy= x7y = (1.02)° (1,01) — 2 = 0,091204 (valor exato).
hey=y,+ k vem: L =900 na avaliac@o acima € 0,001204,

S : af I 18
Seja T (x, y) = f(xp yo) + = (xg, o) (x — xp) + 9‘— (xg. ¥o) (v — Yo)- SADEHE
2% '

x

Ederencia).

3

Tixg+h yot+k)— f(xg, )= i (xq, yo)h + i (xg, )'Ov)k'
ol dy

LS.
L(h4) b) z = xarc1g (x + 2y)
: iaca i pOM : dHu=e" "
Segue que L (h, k) é a variagao que sofre 7, quando se passa do ponto (xg, Yol 20 P= 5
¢ bR ) ) x = arc sen uv

h, Yo+ k).




—
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A oiaie ¥ —y2 - -

2.Sejaz=xae : : Vi D=@2)=2i+2].

a} Calcule um valor aproximado para a variagdo Az em z. quando se* k
L “ pa_ss py

parax = 1.0l ey = 1,002, @ de ¥

h) Caleule um valor aproximado para z, correspondente a x = |0} €5.= 1,000 y
3. Sejac va o+ 3y
a) Calcule a diferencial de z no ponto (1, 8). v/, 1
b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y=179 1r- 1
¢) Calcule um valor aproximado para a variagio Az em z, quando se i)assa ’de'x 2 i
parax = (0.9 cy = 8.01. . = l 5

4. Caleule um valor aproximado para a variagdo AA na drea de um retingulo Quarid]
. - 'l
variamdex=2mey=3mparax =20l mey =297 m. ] 2

Temos:

N

. Uma caixa de forma cilindrica € feita com um material de espessura 0,03 m. As ¥
nas sdo: altura 2 m e raio da base | m. A caixa é sem tampa, Calcule um valor af
para o volume do material utilizado na caixa.

- s, agora, que f (x, ) seja diferencidvel em (xg. ¥o)-

P

)

/2 ' s ey = x0)+ 2= (x05 30) O = ¥0) T E(x, )
6. A energia consumida num resistor elétrico ¢ dada por P = —— watts. Se V.= 100 vd e f(xg,,\‘o)‘*'é;(—‘t)--‘()”“ Xo) ()\ 0:70

10 ohms. calcule um valor aproximado para a variacdo AP em P, quandd V decrese
e R avmenta de 0,01 ohm.
".(h.,\') —= 0.

7. A alwra de um cone € & = 20 ¢m e o raio da base » = 12 em. Calcule um valor apie im =
x, ¥) = (X0, yo) (X, ¥) — (xg.yo)

para a variagao AV no volume quando /2 aumenta 2 mm e r decresce 1 mm,

' 203
. Calcule aproximadamente (101

=]

9. Um dos catetos de um tridingulo retingulo ¢ ¥ = 3 cm e o outro, y = 4 cm. Calcule}
aproximado para a variagiio Az na hipotenusa z, quando x aumenta 0,01 cme y decresee

fa a igualdade

10. Defina diferencial de uma tungio de trés varidveis. 5. y0) (x — x0) + i (xp.Y0) (¥ —¥y0)= Vf (x0. ¥0)- [(x, ¥) — (x0. Yo)
{ »
11. Calcule a diferencial. i (;>
L ' x4y 3
a)w = xyz Dyx= ety ! Ow= —— dys=(l

2

12. Caleule aproximadamente (0.01)% + (3,02)> + (3,9)%

;‘;"{x, )’);f(xo. yo) + Vf(xg, yo) - [(x, ¥) — (X0, yo)] + ECX. ¥)

11.5. O VETOR GRADIENTE o Exy) g

. ) o ) ) o (x. )=, ¥o) 1, ¥) — (X0, Yo
Seja z = f(x, v) uma fun¢io que admite derivadas parciais em (xg, Yok O vetor g i ' '

209

|

7% en
VoG ye) = & (Xo. Yo)s & (Xgs v;,)} : g L% ¥) e X = (x, vg) teremos:
o 7% L 4 .
denomina-se gradiente de f em (xp, yg). Outra notagio usada para o gradiente de f1 "I- )= f(Xp)+ Vf (Xo) (X~ Xo) + E(X)
é: grad f(xg, yp). Geometricamente, interpretaremos Vf (xg, yg) como um yetor@ee 4
ponto (xg, vy, ;

EXEMPLO. Seja f(x, y) = x> + v>. Calcule Vf (1. 1) e represente-o geometicaiy A lim EX) _g
; » X=X, |:X_XU,'

Solugao -3 by -
(o o ] : g S f(x) for funcio de varidvel real e diferencidvel em xg, entao
Vi) = x0 L (x, )| = @x.29). Assim, :

L dx v

Fx) = flxg) +f (xp) (x — x) + E(x)
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=
4 contida na curva de nivel y — X7 = 0.

ue aimagem de 7y est

= imagem de Y. 5
‘t;:lne ;s:ara todo £, ¥’ (- VS(y ) =0

: : 2
vz) 2 Xz 4 4_\'2 + 97~

com

: E(x)

lim — (_ =0,
T3 | X X
! de uma curvay () diferencidvel, cuja imagen esteja contida na superficie de
mplo A€ )

r Ao
; 3,2 +9:°= L. -
o + 4 g v (’) 0. l“‘crpm(e geomctnt‘umcme.

-i,, que vy ((3) ]

Sendo f(x. y) diferencidvel em (x, i :

do f(x. ¥) di Xo» Vo). nada mais natural entdo, d
et s ot el : , » 0 que ded
da dc_(em (i Yo) por: £ (xg, vg) = V £ (x,,. Yo) - Assim, a derivada e %
0 gradiente de f em (xy, y,) . e

Mais adiante, destac: as princinai :
adiante, destacaremos as principais propriedades do vetor £radiente 3 y = (x (1), y (1), ¥ (1)) uma curva

2 :
+ 4,\‘2 + 9z e sejay (t )
superficie de nivel X~ + 4y +9:° = l.etal

. \p: 5
B a fungao f(x . ) = X '
el qualquer, com imagem contida na

- (0. Y0 20

Exercicios 11.5 ———— — %

15 Culcu)le Viix, v) sendo f(x, y) =

a) x°y l 22 - g2 . G _
3 ) e y R i ) N (ln) = 0. . ’ SN
o _que. Zgga)&'o%o plano tangente i superficie de mvclﬁdada.lm ponto (xp» Yo 20+
oy = : x iy cvel x2 + 4y + 97° = |4 to
7 ) Ctg — ; ! ) e Sl ol x© + 4y + 97 14, no pon
) ATl : : mine a equagio do plano tangente asuperficie de nive :

L 1) —_——————

2 Dcf'urla’gim_diienlc de uma fungio de trés varidveis. Calcule Vfixyz) \iendof(x,'-‘
oo 3t ' R y
Q) xS kg b) x* -+-.\'2 + 22 3

SN o R B F

) (x ¥ 1) d}zurc(gi
v

3 \' 319 Fly v) = 2 2

3.5¢)af(x. y) = &7 — v, Represente geometricamente V f(xg. ¥), sendo (g, Yo} = -'

a}{l, 1) bi—1i,1)
c}i=1=1) d)(l, ~1)

4. Sejafx, ¥) = arcte X I R S '
Jaf(x, ¥} = arctg = Represente geometricamente V ¢ (xg. ¥o) sendo (xg, ¥g) m

A Lo v 2 )
circunferéneia v~ + y© = |,
5. Seis S e 2 : :
5. .Ljd._f (x. ) = x° 4 Yoesejay (1) = (x (¢), v (r)) uma curva diferencidvel cuja imé
contida na curva de nivel f(x, y) = 1, isto é, para todo £ no dominio de v, fx ), y )
exemplo de uma tal curva), Seja v (1y) = (xp. ). Prove que ' (fg) - V£ (ignyp) = 01
geometrnicamente, 1

(Sugestdo. Para todo ¢ no dominio de ¥ (X ()7 + (v (1)) = 1; derive em relacdo af e i

A 9 2 » o
6.Sejaf(x, v, z)=x" 4y~ + ¢ s«:jzlj"l (1) = (x (), y (1), z (1)) uma curva diferencial @
*std contida na superficie de nivel v2 5 2 4 .2 Sei 7p)- Prove g
;.\l..i contida na superticie de nivel x ¥+ 7 = 1 Sejay (1p) = (xg. Yor 20k n
S (X ¥y 290 = 0. Interprete geometricamente.
7. Caleule f7 (x, y) sendo £ (x, y) =
a) xy h2tT¥
. . v ¥
cpxig T dy arc sen xy
8. Seju f(x. ¥) = xv e sejay (1) = (x (1), ¥ (1)), 1 € I, uma curva diferencidvel COJAME

contida na curva de nivel £ (x, ¥) = 2. Mostre que para todo rem L y' (1) Vit
exemplo de uma curva cuja tmagem esteja contida na curva de nivel xy = 2

9. Sejamf(x. y) =y ~ x~e ¥ (1) = (sen 1, sen” 5).
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EX)

e se X# Xy
X = Xoll

12

<p(X)=[
0 se X=Xp

pis F0. Observe que ¢ (X) é continuaem X;,. =

REGRA DA CADEIA ' .ma acima nada muda se supusermos f uma fungio de n varidveis.

i SEVAC a2 g uma
b ciar ¢ demonstrar a regra da cadeia para derivagio da composta de uma
pi veis com uma curva, vejamos o seguinte exemplo.

B Sejam f(x. y) = xy e ¥ () = (', ©). Considere a composta F (1) = f (¥ (1).

v = 1). b | e !
12.1. REGRA DA CADEIA E k(1) e verifique que F' (1) = V.f(y (1) - ¥ (1)

L

. . " _ 2 5
Sejam f(x, y) uma fun¢iio definida num aberto do IR, v (1) uma curva definidy
tervalo /. tais que y (1) € Dy paratodo 1 € 1. Nosso objetivo a seguir é provar que,

forem diferencidveis, entio a composta F (1) = f(y(f) ser4. também, diferencidvel
regra da cadeia 3

" 2‘)) = [(F, %) = £°. Observe que F fornece os valores que f (x, ¥) assume nos
w:- =, tz)'

E( of _'?_-,;) = (y, X); segue que Vf(t", %) = (*, ). Por outro lado, ' (1) =
{ ax’ dy

F =V y@) -y @ ;
onde V£(y (1)) - y" (1) € 0 produto escalar dos vetores V£ (y (D) e vy (1), % n
Vamos precisar do seguinte lema.

VE(Y®) ' (0= (A, 0)- B 20 =3 + 2

[ Lema.Sef:AC IR IR, A aberto, for diferencidvel em X, € A, entdo existird
O A

4 ~r
! 7 N -y (=51 =F"'(.
’ fungdo ¢ (X) definida em A tal que AU )

i Do e i A Dar:
l SX) = f(Xy = ViXp) X =Xp)+ eI X - Xpll Sejam f: A C IR - IR, A aberto, e v: 11— IR", tais que y(r) € A para

itervalo /. Nestas condigdes, se y for diferencidvel em 1y e fem X = y{(l@.
hposta F' (f) = f(y(r) serd diferencidvel em f; ¢ vale a regra da cadeia

com lim ¢(X)=0= ¢ (Xp).

| X F'(tg) = Vf(y(te) - v' (1p)-
D('mzm.s'lragﬁo
Sendo fdiferencidvel em X, tem-se R .
4 o Para todo X & A,
SX) ~ f(Xp) = VfiXg) - (X - Xp) + EX)  fX) BY (Xp) = VIXg - (X — Xp) + QO NX — Xl
com :

lim —2X)

= 0.
Xak,: X =Xn

lim ¢ (X) = 0= ¢ (Xp).

X - X,
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Substituindo em @) X por y (1) e X, por ¥ (1) € dividindo k iF
por¢ — . : 22T
. : fo. 1 # ndido que if e :9){ devem ser calculados em (x (1), ¥ (1)) quando dt ba
L) = () = Vi) Y= yto) | oy 0= > )
P A— T ' =7 3
= £l % 1~¢3 » ja, 0COITErao, ainda, problemas do seguinte lipo: sao dadas as fungdes di-
0 SnCl

dz :
- gt de- ‘ular —. Evidentemente, 0 que
£ % = x (N ey=y(epede-se calcular = Evidente ¢, 09

Observe que
ada da composta z = f (x (D). ¥ (1)). Assim:

Wy@) =y _ 1t — sl || () — y(to)
I — 1y t— 1y =1 BF dz [’r‘( af []\ : af (/_:
o, = Y, p— el .~ o
& de. dt ax dt dy drt
limetada
0 7
&
. ; It =gl (!) (fo) 3
lim @) ~———'=0 ¢ lim 22 1 Dy ] _
o1 l.“ fnvA 11, = ] 'y' ('0) 3 _‘1:— ) {7-:_ d_‘ d_: ‘—[IL
dt ax dt dy dt
resulta
’ a da mesma forma no caso em que f¢ uma fungdo de trés ou mais variavers
- (| v(r) — y(zg)
lim @ (y(0) ly —yap)| _ j ., .
= 1=ty 2. Sejam = = Py, x= el ey= 2+ 1. Calcule o
g . : 2
Logo, -
F'() = lim 2O Flo) fim L0 — fly(o) | V£ (i) - ¥'%

(Bt =1y 1231y t— 1y
Z
Z=xpx=el ev=2+1=z7= 2,2 2+ 1)

A duuonslrd(,an do teorema acima ¢ exatamente a mesma, se substltulrmos,

varidveis por fde n varidveis. 3
Segue desse dltimo teorema que se f for diferencidvel em A C IR? ¢y diferent dz _ 412 (21 + 1) + e
1, entdo a composta F (1) = f(y (£)) serd diferencidvel e, para todo r emi/, { dt
F'=V ey -y o.
Fazendo y (1) = (x (1), ¥ (1)) e lembrando que ' L 2(-lrl [41" ko2e 1]
2 dt
/ 56 )5 ' T gz
Vily) = i(.x(n, _v(r)).i(xm. vyt ley (0= (—"dt : da cadeia)
X ay dr ‘
resulta: dz _ dz dx it dz dy
di dx di dy dt
; af :
2 iy=2L ey 2+ 2L Geta, »(r))—' s, o _adx_, 2 b,
dt ax dr dy T e ey < TR
Escreveremos com freqiiéncia
dz 2 2

4xyte'!” + 2x7

dF _ af dx ; af dy
dt ax dt  Jdy dr
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ou seja, " @ expressao anterior, obtemos:

dz 2 - 2i2 2 2o

— = e (2 + 1) 12 + 20T = 2,5 14,2 4

- el ) ¢ e 2e<1" [44 L2t+l]. ,‘_Ij _:2_,”_“4_3 f“‘-”‘
dl’ S Ju av

D] p— )
EXEMPLO 3. Seja F (1) flet” \Lnt] onde f(x, \;Lumatunwodada.d,f 7 ) = j(r 2+ 7) onde £ (x, y) ¢ uma funcio dada, definida e dife-
jag

: 2 iai 2 srmos das derivadas parciais de f
a) Expresse F’ (1) em termos das derivadas parciais de f, o do |R”. Expresse g” (x) em termos d as |

af
b} Calcule £’ (0) supondo -_‘—/— (1.0) = 5.
gy

3
Solugdao -+ 2
: . : af dx | of dy
¥ E POnn o X » = e _
@) F (1) = f(x, ¥) onde x el* ey =sent O 7 (. v) = = (x, (l\'
ir 7 f 1.
— = ij (x, ¥) el d’ (x, ¥) i\—
dt ax Sl ay odt
A - d s
Dai g, (x) = ff 3 . 2) + 3x° _i (x, \ + 2).
7 af 2 2 af 2 (?.\' ay
F'@= —— (e senp) 2"+ —= (&' senr)lost,
X 3% ; ,
{ i §, Suponha f (x, y) diferencidvel ¢ que, para todo x,
by F'(0) = —f (1, 0)- iIL (L O)- 15 logo FORxE 13— D=4,
d ady

F'(0) =5. ..,.‘21(3,(4.1,3,\-_1):—'?—-’(3;4l,3.r—l).
.OX

; ay
EXEMPLO 4. ; = £, 2 3y 4 1), onde f(u. v) é uma fungio de classe Clem ".:'

. dz : o :
a) Expresse = em termos das derivadas parciais de f.

ax 540 com as varidveis, vamos primeiro substituir x por r. Assim, para to-

e 1z | 2f
b) Verifique que = =2 2] (1. 4) 4 —rii (1, 4).
ax|y . au oy

f@t+ 1,3 —1)=4.

Solugao : :
‘ felaciio a 7 os dois membros obtemos:

Sendo f (1, v) de classe C' em IR“ [ (u, v) serd diferencidvel em IR u& *zev.-
também sdo diferencidveis. Podemos €nlao, aplicar a regra da cadeia. F d [fGr+1,3t—1)]1=0
; i t

az=fuvu=x"ev=3x+1,

dz af du af dv
— u, v) — u, v :

/:7—(’“)/+'("’_ )
ax il ax ayv ax . e
3= )= —'i(sm 1.3:--1)‘!—‘ + ff—’m+1 3t—1) =

3 ax di ay dt

ou seja.
=3—2—(3I} L3t=1D+t3 U (@t+2 301
ay

dz o af :
X

2x = 5 3x+ 1)+ 3 ZL % 3+ 1)
dx du v
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teremos, para todo 7,
af
L 3x+ 1,3x — 1),

ay

LBy +1,3x— 1) =

af af
Si=——i{(3r: 4 131 +3 —
7 =i1)+-3 N Qr+ 1,3t~ py =0 ax
ou seja, : f(e—" u*), onde f (x, y) é uma fungdo diferencidvel dada. Expresse du
' = by L -
of BlE 1 3= = =2L R pocciais de
ax T A==t G 1,5 -
Segue que, para todo x, x=¢ 'ey=u
st i o s . 3 f dy
2L Gox taw—ays = 22 ap I d2 _ B oy
Ax v » 35 = 1), du ax ©odu oy dit
Observagio. Sejam f (x, y), g (x) e It (x) funcdes dif idvei |
A0. Scjam f(x, v), g (x) e i (x) fungoes renciaveis e sej
Assim. ) fungoes diferencidveis e seja y{(x) = (g
. 9 f 7
) - . e ﬂ (x, v) + 2u '—f (X, 3
S X)L h(x) = f(y (). dis Jx : ay
Pela regra da cadeia -
ey=u".

4 ire Sl - . Sejam A e B abertos do IRz.f(.'.'. y) diferencidvel em A, g (u, v)e h(u, v)
dx [f g () (e | = ;‘ LAy @) ] = Vi(y@)- v ,qlnBtais que, para todo (1, v) em B, (g (1. v), h{u, v)) € A.Seja

Ol scja, CF (u, v) = f(g (u, v), h(u, v), (u, v) € B.

s mudanga de varidveisx = g (u, v)ey = hi(u, v) transforma a fungio de duas

=1 (x, y) na fungdo de duas varidveis

4 e af 3 f '
T Lflgxh Ay ] = (’/? (g (x), hix)) g (x)+ i (¢ (), KOV :

ay
z=F@uv)=f(guv)h{uv).)

Vamos, agora, resolver o exemplo anterior trabalhando diretamente com a €quag

fGr+1,3x—1)=4 :

i j dx | af ay dz  Af ax _ af ay ) af af

Derivando em relagio a x os dois membros. obtemos: e w \ %" ax au 9y o J onde ax  ay devem
a a. k : A

d i

-1_1 [fBx+ 1L3x—D]=0. k-
‘ . - - o - - ~ -

S :5_-‘+ af .. dy ” gz _ df ox  af i'_‘_\
Como (veja observacio acima) v 2% v ay v

e 3 . :
T L3 b3 =) | = f”_i Gx+ 1,3 = 1) (3 + 1) 4 af (3¢ + 1.0 = 11
X v 0 2 o

' ; IF :
% ¥) onde x = g (u, v)ey = h(u v). Paracalcular — vamos aplicar a regra da

[ ; ;
= —/ Gr+ L3w-1+32L Gr + 1, 30 - Ju
o dy F R Y COmo constante; tudo se passa como se x e y dependessem apenas de u:
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I F 7 1x y
O (,—f(x.,\'): (‘/ .._\)—-
au ax Ju ay du af
aF == (r,0) = L()\H’—f(\ \)‘*‘QL'IU—(Y y)
onde x = g (1, v) ey = h (4, v). &r 2 2y

; ¢ A ay
dx:. Ay dx _dy q aF 2 A e 8% oy OF iy 9
Cuidado. Escrevemos —— ¢ — ¢ nio ~— OT se t : = (n )= —— (%))~ s
o du (Iu zlu por se tratarem de derivagp, a6 a. a6 ay a0
aF
b) Para calcular g vamos aplicar a regra da cadeia, olhando u comg eq v af
av d
6F - <t e [
passa como se x ¢ v dependessem apenas de v —(r,0) = —rsenf Ix @ yydireos 6 ay (% )
dF af )X df
—= "’ (x, y) I— + —)i(.'..\') .
av adx dv ay dv
l ¢9F( @) = —sen —f (x, \)*msf)—f(\ ¥).
ondex = g(u, vieyv=hu v). r o6 ay

EXEMPLOO9. - = ‘;'(,,3 Eoe uv), onde f(x, y) € uma fun¢ao diferencidvel dada. B § @ por sen 6, @) por cos 8 ¢ somando membro a membro obtemos a relagio

dz az : L 2
— e — em termos das derivadas parciais de f.
du dv : o o
L= ~] - l}f 3 - l.’_f
1. Suponha z = f(x, ) declasse C', f(1,2) = =2, —— (1,2) = 3e = (
Solugdo 4 ax Yy

X 2 L 5 .

ifa que a imagem da curva y (7) = (1%, 3t — 1, 2 (1), 1 € IR, esteja contida no
3 3 4 3
z=f(x.yondex =u" + viey=uw

':}:' - '_{f i 24 (x, v) (b, i W+ v+ if_'(,;z lagao da reta tangente a y no ponto y (1).
du dx . dy u dx ay
dz o f 7x r?} ay af ﬁf - ) . . e
ol (. » 7— + - (x, y) ?— =2y .(9‘ (x.y) tu o () W<z = f(x, y). Como a imagem de vy estd contida no grafico de f, para todo
av ax oV ay av X ) 3
' () € Gy, logo, z (1) = f(r, 31 - 1.
onde x = u® + Ve ¥y = uv. ; ¢
) - z
EXEMPLO 10. £ (r, 6) = f(x, y) onde x = rcos fe y = rsen 6, sendo f (5 Y} 0§
diferencidvel dada. Verifique que (=& @,y ),z )
z (]
7 s 0 oF aF >
2 (x, y) = con g, A% (r. 6) + sen 8 — (r, 0). \ Gr
dy ¥ afl ar
P ,
Solugao Z J",’, 2
(x (1), y (1))
aF f ax af i x
Tr(r. 0) i Z (‘l._\J r:;,- + r)\" ( ..\) (9’_ :(,)=,'(x (’)’y(r))l
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b) A equagio da reta tangente no ponto y (1) é: que, para todo A, o ponto

(x, ¥, :) P ,),(1) + A‘)" ([)‘ 3 E= IR (xo % M.l (t())‘ _"(’ + /\\' (t())-f(x()\ \0) + Az (f(l))

Temos: :
Yy = (12,200 = (1, 2,£(1.2) = (1,2, =2); ; BB e ey By Gy =
: B + . o0 &~ X0+ G0 oo
Y (1) = [ 21, 3, & W: doem@x = X + A ey =yp + Ay’ (1) obteremos ¢
\ dr ) entiio, que fazendo em ()X = X0 Y= v 4 Ay’ (fo) temos:
A io) Defa(,o, parax = X0 v Ax (’0) €y Yo 8 0
rA3- = L2 25 )& A el " af vt + 2L (g v A 1)
2= [P = ek [yEE o O = » S — (xg ¥ ),
dt Ix di ay (7, 31 [) ,z =.f('x0’ )’0) + I (.1(]. Yo! Ax (10) y O 0 (
. 1z 7 f y 7 :
Assim, = = 2t i “2‘ Ir—1+3 ﬂ (lz. 3¢ — 1) e, portanto, $ = 8.8
dr X ay dt =1 z )
b ; af y A o
e 2L (xg. ¥o) X' (1) + == (xg. ¥o) ¥ (fo) {5
Y (1) = (2,3, 18). -\.-f(a‘o’m) g [ ax 00 dy d
A equagio da reta tangente ¢, entdo, )
(x,yw2)= €2 _2) + A(2,3,18), A€ IR. 2 ¢ z :f(‘\-l)‘ ‘\.0) + A7 (f()).

g
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O proximo exemplo mostra-nos que se y for uma curva qualquer, dife

cuja imagem estd contida no grifico da fungao f (x, y). diferencidvel em (xg,
reta tangente y no ponto vy (fn) = (xg. ¥y f (X, ¥o)) estd contida no plano tangenk

incdes sio supostas de classe C' ou diferencidveis, quando necessirio}
.\'“‘f (.\'['. .\'().] ). 3

. &z ; sos descritos no Exemplo 2.
EXEMPLO 12. Seja f (x, y} diferencidvel em (x;, yy), ¥ (f) uma curva diferenciay biae pelo dois processos descritos no Exemp
cuja imagem estd contida no grifico de £. Seja y (1)) = (xg, ¥o.f (Xg» Yo))- Enta0 & ’ 5
gente a y no ponto a y (fy) estd contida no plano tangente ao grifico de f no ponia: Senxy, x =3fey=1r.
b + 3y2.x =senfrey = cosl.

dn (1 + 2% + yz).x = sen 3rey = cos 3r.

D = £ 31,27 - 1),

Solugdao

Seja y (1) = (x (1), y (1). z (1)); como a imagem de y estd contida no gréfico def

@ = F i (). y () i i Bresse g’ (1) em termos das derivadas parciais de f.
@) =fx().y ). 2 N
¢ : i !

- lid &' (0) admitindo 2. 0.~ = A

Sendo f diferencidvel em (xg, vp). x (1) e v (1) diferencidveis em £y, podemos &P%3 ax :
a-cadeid par P : Vdz < .

da cadeia para obter : (ry): 2 ‘; €M termos das derivadas parciais de f, sendo z = f(x. yv) e
o

RE ey = 3.

o af ; af X
@ () = T (.\'0. _\'(') X (’(]) i (.\4(). .\'0) ¥ “0)'
ax ay A 31 e yi= cos 21

. A a af af
2.49Ue, paca todo 1, f(+°, 2r) = ¢* — 3t. Mostre que 3 (1,2 =- o (1, 2).
E agx .

A equagao da reta tangente em y (1) é:

(x. 0 2) = (g, Yoo f (X Yo)) + A (x" () ¥ (1), 2" (I A € R. .
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=

o

S

. Suponha que, para todo x, f (3x, .\3) = arctg x.

6.

. Admita que, para todo (x, y).

. Sejaz = ftu — v, v — u). Verifique que
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Expresse ii em lermos das derivadas parciais de f-
’ 1

J(xyl.ond“—' ey="r. "

= 3. Verifique que

af af
Calcule —— admitindo ~— =2
a) Calcule — (3, 1) admitindo 3,1)=2, f(x, v)sen 3r.ondex = 2tey=

A ax i ay . ::‘ por g = f(x )
£) Determine a equagio do plano tangente ao grafico de /no ponto (3.1 f. r‘ 3 5 . Y -
i =ik, ) = KX
Admita que, para todo (x, y), - ’ g o= 3f (% y) cos 3t +sendr| 2 = (x. ») Ay 1
4y I (x.y) —x i3 ( =2 :
S : X, y)=2 =
ax z dy & 2!‘0 y 3.
3 : ! —pout V) Verifique que
Calcule g’ (1). sendo g (1) = f(2 cos ¢. sen 1). llf(“
S a3 9z a2 :,_,r
. Admita que. para todo (x, v). u—=+tu—=z2 2u” 7
u av L2
& af = _ve v = x + 2y. Mostre que
4y _f y}=x—kn=0 = (xz + \'z)f(u, v),onde s =2y —yev =23 ]
ax Ay » s
o [ M |
] = +:57) R
- . x= 5 2.!](1( v) + (‘ I_ Ju av ]
Prove que f ¢ constante sobre a elipse +y" = 1. ax
& = (), para todo x = I)g, Mostre que

™ SN s fix, g (X)) =
7 unci T ST ; 5 4 funcao diferencidvel tal que f
{Sugestdo. Observe que a fungio g do exercicio anterior fornece os valores de fsobre (.t) R LN

) 2 . ) = : af
. Aimagemdacurva y(0) = (26,17, 2 (1)) estd contida no gréfico de z = f(x, v). Sabe-se a1 (x. g(xh
af af 4 ! , gn=—E—
3. == (2. )= le — (2. ]) = — 1. Determine a equagio da reta tangente a yno pol af (x. 2(x)
ox ay » gL
: av

.8

o

af
A= . com il (.’(. g (l)) # (.
S ay

at af
x (x.vi—y —(xy=0.
ax ay ; af(=1.
g (x y)sao funQées diferencidveis tais que g (. (1) = (. para todo . Suponha f (1)
4 2 Y i 19
2 , 5 . o 0 Y = (1, f)), no
Mostre que g (1) —f| f — J t = (), é constante. ; 3+ {0 n 2e (() 1) =4, Determine a equagao da reta tangente a ¥ (1) J
\ [ £ 15 a
% 0y (0).
iz z : ot : s
. Sejaz = fiu+ 2v.u" — v). Expresse e em termos das derivadas parciaise z)eg {x. ¥) siio fungdes diferencidveis tais que, para todo (x, ) no dominio de g-flx .

M ay 'f af a

o 2 - = .
)=08uponhag(l 1y =3, af (1. 1. 3\_7_—-(1.[.3)"3:‘ —~(|.|.3) 1
. ,

”\ ol

S Bimine 2 equaciio do plano tangente o grifico de g no ponto (1. 1. 3).
—ij T : = Q. H
, =f(3:2 3 ¢'); suponha —i ©,0.1) =4
. S S aF aF i :
. Constdere a fungio F(x, y) = f [ -‘- -" J . Mostre que x —n— + ¥ -d—‘- 2 BRI .. ... o corivadas parciais def.
o ' le ' (0).
. Prove que a fungio i = f(x + at, y + br). a ¢ b constantes, € solugio dd Cq“@o’ E 3 3 o
parciais : . 2 y) —xf(t +y,2y, 2x - y). Expresse ”_(" e '—"’- em termos das derivadas parcials
ﬂ 0 o 3 r?l ax  dy

at ax ay
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>
23. Suponha que, para todo (x, y), f(x, v, 2 + \'2) =0.

CJ £

Most f Aec aue verifl 2QUAGA0 X Yot
HMostre que " a familia de funcdes que verifiquem a equag Ix ay

24, Seja Fx vy ) = Xy af . a
Seja F(x, y, z) = f{ —_ = .a de grau A, Prove que —— ¢ homogé-
¥ : ax

. < | Mostre >
= ) ostre que 9 diferencidvel no aberto A e homogene

] (x, ) para todo = 0. ¢ para todo {x,

JdF a ) pr E - oto 6. que if' (tx, ty) =1 w2
COE O ,_’_’i_o B lRusto €, que — - (56 T ax
ax ay Z az i . |
: . EA.
g (tx. 1) . je fiex, ty) = £ f(x 3))
25, Seja F (. 1) . IF % ;D srive em relagdo a.x 0s dois membros de f(x, 1y) ]
. com oy {4, v} # 0, para todo (4 v}, Supe A IR2. diferencidvel em (0.0) e tal que fzx, 1¥) = rfix H[mrmxlor&',":.‘
s s 3 )aﬁlnﬂlg‘;:::"e quefc.\lnhl‘ isto €, que existem reais ¢ € b tais que fix, ¥) - by.
LXLL (v, 2) = 0, onde z = ¢ (4, ¥). Mostre que x ﬂ -y ﬁ =0 y)e
ax T 9y B :
26. Seja f(x, y) diferencidvel e | é ) x s
5 ¢ 1omogenea de grau A no aberto A. Prove: g+
af -
a) a —~(at, bt) + b —j— {at, bt | .
2 )= O ~
= n At ! fla. b) paratodor > 0¢ para todo (a, by& B L=

(at, br) & A.

. gue que £ cx, 1y) = ¢ f(x. y) para todo t & todo (X, y).

b) (Relacio de E ~ ; ;
} (Relagao de Euler). Conclu : o Exercicio. 32 e responda: f & diferencidvel em (0, 0)? Por qué?

ade a) que

oL 2/ y) diferencidvel em IR? ¢ tal que para todo (x, ¥} em IR’
— 4y = =,f
22 dy 4 af af
(Sugestio para «): Derive - 4 . ; {(x, y) + —(x y) = 0.
gesiao para a): Derive em relagao a 1 os dois membros de f (at, bt) = £ f{a b))} B : ax ay
27. Sejaf(x, y) defini ) ‘
da e dif el nabola ake . : : L b e S AL G08
Eiller ferencidvel na bola aberta A Suponha que fverificaemAa BRI . funcso ¢ (i, v) dada por g (i v) = % ), I SR l
3 '.'_ 2 7 R PR T Pt T '.Zi\"l
-5 _=0emiRz. Conclua que g (1, v) = @ (v) para alguma fungdo ¢. definida e diferencidve
o if ‘ "
T=@N+y —(xy)=Afry 4 IR,
ax 4 ¥) Afx, ). - D
. < S ermi ilia de s des da equagao (1.
Prove que f¢ homogénea de grau A 3 uma familia de solugdes da equagio (0
. » s
( : : 2= & arctg (sen (x —y) +In[1 + (x = ¥)7]
Sugesta o .~ i b | (ar, bi) 3 X y) =
I\ gestdo. Mostre que g (¢) = —,—_,\ é cnnxtan(c.) % 3 o ‘.)2 5

l@? {Nio precisa fazer contas!)

2 =% - & 1
28. Seja ¢ (1) uma fungio diferencidvel qualquer. A fungio £ (x, y) = 2 é (_{J fid
y

. af 21
¢io de Euler v oA, 3 af
X T ody

ERIVACAO DE FUNCOES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE.
EOREMA DAS FUNCOES IMPLICITAS

2f? Por qué?

.
§ 08, a fungio y = g (x) é definida implicitamente pelaequagao f(x, y) = 0 se,

i3

X X ]
arc ig — +sen | cos
29 f(xy)= ———— Y ¥

-{. .\"‘ + _\"1

— 7 J
of ,, G
ax ay

—— verifica a equagdo x

flrg(x) =0
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Admitindo que fe g sejam diferencidveis, vamos deduzir uma férmulamo ; £ A fungdo diferencidvel v = y (x) ¢ definida implicitamente pela equagao
o 5 3 Ak

a : 3
em todo x € D2 para 0s quais ;{— (x, g (x)) # 0. Entio, derivando em rel _‘.‘ ¥+ xy+x =3
membros da equagio anterior, obtemos.

> g ‘ sm termos de x e de v.
” 2 » L

— [ flx, g(x)]=0
dx

ou
r?f af -
o e (A)) % (X g(x)g (x)= 2 By tad e 3=0
R
¢, portanto, Lol
af af .
; ag dy _}x ) y+3xe
giy=— 8 ¥ =g ), oy T
9 (x, ¥) dx f Gy A
ay Iy
af
desde que — (x, g (x)) # 0.
ay
dy B y+ 3x2
; T
T g s + o
Da mesma forma, x = h (v) é definida implicitamente pela equagaof(x. )— ‘3 it 3 ‘

todo y € Dy, © dominio de y = y (x), com 3 (y (1))> + x # 0.
Sth(y).y =0 :

Supondo fe i diferencidveis e derivando os dois membros da equagdo acima em1¢
¥, obtemos:

il\ +xy+x]= —-(‘J
d dx dx
1—" [fCh(y), )]=0
@ X 2 dy dy 2
3y = +y+x— +3x"=0
ou dx dx
o o :
9. (X v) o : i Xy D o 0
Jx dy ay dy
: 2
e, portanto, e "2' 3x )
dx 3y +x
7f
[‘ dx r./ - (xy) Sllponha que a fungio diferencidvel z = g (x, ) %e;a dada implicitamente
’ S %—— ~. X =h(y) .f(x.y, Z) = 0, onde € diferencidvel num aberto de IR”. Verifique que
dy _f7A_ (x, ¥)
] adx (1‘ y‘ Z)
em todo y € D, com %j: (h (v, # 0. X, v, 7)
Jgx 42754
=
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af
em todo (x, y) € D, com ] x5 gxy)#0.
a4z ’
. ; —f (x, ¥, 2
(If (1’ e I/_:_’_ — _-,7_)»
L) R ay Gy
ay af : az
: - (X, % 2
iz a3 3 " N
. A fungiio diferencidvel z = z (x, y) é dada implicitamente pela equacdo
em todo (x, y) € D, com i;L (x. v, g (x, ¥)) # 0. : ! ozt e+ + 2 =5.
. 3z J
Solugdo ) em termos dex yez.
a) Para todo (x. ¥) € D, ;
@ _ flx,vgxyn=0.

Derivando em relagio a x os dois membros da equagio, obtemos:

—— xyz + 3+ 4+ S =0

aJ Z - \ s
I[I (B & .\.‘l.’(A\" \)I =( : f(x..\.‘ :)
' o exemplo anterior
ou ;
. af
3 f 3 P P Z a2 : —= 6y 2) Ty
(_—j xy2 r (x) + —f xy2)—0)+ 2 (x 5.2 o 9z _ _ dx T 3"1 :
ax ax ay ax az ax Ix af xy + 322
; == (X, ¥ 2) -
az
7 &
como — (x) = | e — (y) = 0, resulta
X ax
) F a 3 3 @
: L, (x, y. 2} f— [xyz + e+ y+zi]=— ()
4T _ _ 9x dx dx
P r’, ’ -
X / (X T)
az
b) Derivando os dois membros de (1) em relagio a y, obtemos 2 : dz iz
© X . A yz+xy — + 32 + 37 ’— =0,
- ax ax
e ' —_——
— [f(x. y. g(x. ] =0
ay
ou 0 I a2 . Y2k 3x?
& '3 y ax xy + 3727
2f B ot odf a L af o o A S
= 2 5 () A x5 2) Fy )t 32 ay i 48 fungdes diferencidveis y = y (¥) ¢ 2 = z (x). definidas no intervalo aberto

Seltamente pelo sistema
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® F(x,9,2)=0 oF oF OF
Glx,»2)=0 7 d o
; 9% oG oG
onde F e G sido supostas diferencidveis num aberto de IR>. Expresse iil . d ‘3? dz dy x
. e R 6 —— = —r— |
das derivadas parciais de F e de G. . o JF|: - dx oF  oF
F » ok
Solugao E ¥ % :
: & oG 9G G &
Dli;‘rlquc y=y{x)ez = z(x)estio definidas implicitamente P01‘®Signiﬁca e f&_ P2
xem/,
@ Fuy(.sm=0 ¢ Glxy@z)=0, 5 aF JF
: ' 3 ey 92
ou seja, significa que a imagem da curva y (x) = (x, v (x), z (x)) est4 Contldana b e 1. com # 0em (x, ¥ (x), 2 (x)).
das superficies F(x, v, 2) = 0e G{x, v, 2) = 0. 2 4G 4G
- e
A J(F, G) & us indicze leterminante 'acobﬂmn de FeGem
O simbolo G *~ ¢ usado para indicar o determinante |
F (x.y,2)=0 '
aF il
(7 fl' (_,) o I?_\‘ (J:
d (¥ 2) G dG
ay  dz
; 1y 1z : ’ K
Para obter ;‘\- e ; , vamos derivar em relagio a x os dois membros de 2. Temd
x  dx :
OB d ;. OF 0y OF B o JE 05 |22 2
'i/!,\‘ dy 9y dx 9z dx J(F,G) dx dz d(F, Gy |9 x|
e AU -
0G dx | 9G dy | 9G dz _, ) G G| I(»x) |96 4G
Ldx dx  dy dv  dz dx ax oz | | dy ox|
OHiscin. pragoes, % e % se escrevem:
[OF dy | 9F dz _ _OF ' d (F.G) a (F, G)
dy dv  dz dx ax ﬂ B 3 (x.2) . dz _ _ 8y x)
9G dy  iG d: __9G dx d(F.G) = dx '7;‘(F-_,G)-‘
= e g e d(v. z
dy dx az dx ax 3 (»2) -

Pela regra de Cramer,

sejamy = y(x)e z = z (x) diferencidveis em IR e dadas implicitamente pelo
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2x+y—z=
0,

sl i
e

2
-~
>
~
|=
P o X
o]
3
2w
-

a) Calcule dy ¢ d‘-‘,
dx  dx

§0dos planos 2x +y —z=3ex+y+z=1.

b) Determine um par de fungdesy = y (x) ¢ 2 = z (x) que scjam dadas impliej

sistema (1).
Solugao -
x¢ + y-+ze =1
a) Para obtermos —d-\ e (-t vamos derivar os dois membros de () em relagiio a x sk
dx dx

vando que y e z sdo fungoes de x: i e
J‘y-— e — emtermosde x, ye z.
: dx

d 1 o 1y 1z
— [2x+y—2z]= = [3], ou seja. 2 + s 5 ,: "
dx dx dx dx E % e z em fungdo de x.
1 d . 1y iz o y D
;— x+y+z]= ;— [1], ou seja. 1 + (1—‘ + (1— = 0. agem da curva y (x) = (x, v (x). 2 (x)).
dx X dx dx
Assim,
£ 2 d ; dy dz
) a 3 wz +2°]= — [1], ouseja, 2x + 2y =~ + 27 — = {);
dy: dz.. =9 - dx d T odx dx
dx dx a
d dy
dy dz Byl == (1), ou seja, | + — = (.
e = g s L dx dx
Resolvendo o sistema obtemos:
ﬂ - — i e .di = l‘ e liont ¢
dx 2 dx 2 :
. : iz .
(Sugerimos ao leitor calcular ]' e (! utilizando o exemplo anterior.)
dx  dx
5,5 Sistema obtemos
y—z=3—2x
b) (D) é equivalente a s &y he g
7= —_ = —1 LS S
dx dx 2z
Resolvendo o sistema nas incognitas y ¢ 2 obtemos:
+ 2 - 2 3
° = .2
Yeoizei=lr—cye
3 1 =
\—2—51'0:—-||Ex y=1—x
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s b TR fixe ‘. consideremos
o e _ ' TR < yp < ¥a, com (xg. ¥y) € (xg, ¥2) em B. Fixado xo, co
Substituindo y = 1 — x na 1.* equagio e observando que z > () obtemos;: » = i  tais que y; = Yo =2 et v

Assim,y = | —yez= y2Xx = 2x2, com0 < x < 1, =

z=F (5, ).y € by, 2]

)
y
3 y) = 0 paratodo y € [y} y). segue que (@) é estritamente crescente em [y;,
:‘I (0 - ! e
fem vista que F (xg, yo) = 0, resulta:
i\"inl{l.‘__”;t‘lll de yestd contida na intersec¢ao do plano x + vy = 1 com a superficie esféric ; Fxg.y) <0 e Flxpy)> 0.

V< + :; = 1. !
Até agora, o problema referente a uma fungio v = g (x) dada implicitamen _, ¢
equagio £ (x, v) = 0 era colocado da seguinte forma: suponha y = g (x) difi

N A dy . dys
definida implicitamente pela equagio F (x, v) = 0; calcule b . Evidentemente, — Yo Yo Vi
dx ax > >
significado se realmente F (x, v) = 0 definir implicitamente alguma fungdo y =ge .,; G
15 7 0¥z
9 ) - § X L. X N dy _'} % S
exemplo, x™ -+ ¥~ = —3 nio define implicitamente fungio alguma; logo; I = : i

F (xs. ¥ )1
o Xy
terd, neste caso, nenhum significado.
O teorema que vamos enunciar a seguir fornece-nos uma condigo suficiente

equacio F(x, y) = 0 defina implicitamente uma fungdo diferencidvel y =g (6h4 ‘ ¥1. 5[z observe que Yo = g (xg) € o tnico mi{ncm em J tal que F (xy, yo) = 9'
rém, vamos ver alguns exemplos. : vista (2) e pela continuidade de F. existe um intervalo aberto I, com x, €/ al
5 0o x € [, (x, y;) e (x, y,) pertencem a B, com F (x. y1) < 0 e F (x. y5) = 0.
EXEMPLO 7. Seja - (x, y) de classe ¢ num aberto A de IR ¢ seja (xg, Yol € As ol ; :

ar : : o
Yo) = 0. Suponha que —— (xp, ¥y) = 0. Prove que existem intervalos abertos lel, 2 (x)
ay = B
I e yq € . tais que, para cada x € /. existe um tnico g (x) € J. com F (%8 () =3 A i
Yof-t¢ ' )
$ 7 3
Solugao i s e
e we] -
| x5S
= - : 1 Xy
oF . A : S o = 1 aF . . =0, pel : $
—— € continua, pois, por hipétese, £ ¢ de classe C'. Como — (X, yo) =4 —1—

ay ay 2 B -
: 3 : : 5 » nod 5 SUp R
da conservagao do sinal existe uma bola aberta B de centro (xg, ¥g). que P s

tida em A, pois A ¢ aberto. tal que

I
r,—‘ (x, ¥) > O0em B.

5 2= F(x, y) (x fixo)
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¢ estritamente crescente em [y, ¥;); tendo em vista que F (x, Y<0ep
teorema do valor intermedidrio ¢ pelo fato de 3) ser estritamente crescemcem 2
Um unico g (x) € Jy|, v, tal que F (x, g (x)) = 0 (veja figura s¢guinte) Iyl’ 2

¥ .}'0’
. i ,
Xam ,\'()\)" t ("\' — Y)°

3 (-
by 1) — (%o- Yo) e (x, ¥) = (xp. Yol
g ¥y = Yo

-

— (A\‘ R \'0).

X = X0 PR ;oY) ———
—_— (.l .\()’ T @ (.l ,\] "(".' "s) (xp, ¥o )”

e X — (koo vl

X e ) e (X V) # (X, vy)
x. ¥) B A el St se (.x, 0. Mo
o) II(x, ¥) = (xg. Yo i

o (6 ¥) =
X, £ (x}) (F(x,g(x))=0) i 0 se (x, ¥) = (xg. ¥o)
A fungiio g : / - J estd definida implicitamente pela equagdo F (x, y) =0, s
Observacio. Para todos ¥y e ¥y, com y) << ¥ <<y, < Y2 < ¥5, procedendo coma
encontraremos um intervalo aberto £, C 1, com x,, € 1, 1al que B0 ) FZ2Y0 se (v, v) # (xp. Yo)
: T (x, v — (xg, yo)ll
YEH D g E Ll : i = @y (xy) =
: 0 se (v, y) = (xg. Yo)-

logo. ¢ € continua em Xo- Deixamos a seu cargo verificar que g é continua em fo o

EXEMPLO 8. S}onmIm F(x, y) d!'t'crcnci;ivcl em (1, ¥p). Prove que existem fungoe 9. Prove que a fungio g do Exemplo 7 € diferencidvel em x € que
¥) e @ (x, y), defimdas ¢m D, 1ais que L

p
{71 (xp. £ (xg))
' ) SR 2 B
s ("O) . dF

. aF 7 F p

@ Fx y) = Fxg.yg) + — (g, 3p) (x — xg) + 2= (%0, Y0) ¥ = Yp) B

dx ay 5 .

— (xp, & (xp))
r?_\'

T n ) —xy) + @y — ¥

com
: 2
lim @ (6 y) = 0= ¢ (x5 ¥)) ¢ lim @ (v, y) = 0= @a K
(X, ¥ = (xy, Yo ) (. ¥} = (20, %) 3

oy = ¢ (x) €yy = g (xg) em @ do Ex. 8 e lembrando que F (x, g (x)) = Oe F (x,

Solugd. SouIA, apos dividir por x — xg (x # x):

Solugdo :

:g'(__{!"“_g’(.\’(_)_)
X — X9

Pelo lema da Se¢. 12.1, 7 3§ (xg. & (xp) + 9F (X 2 (X)) + ¢ (x, g (x)) +
'- ay

AF g(x) — £(xo)

+ ¢ (x, g (X)) :
e X0

: . % iF .
F (x, 8 S F (.\‘0. _\'U] L = (.\"). -“U) (x .\'U) + '(— (.l”. _\'0) (," - }0) *
adx ay

T oln )y — (x, Yo ll

1 g
.

s
i

d aF
' : de 1 m xp € — (Xp. Yo) # 0, resulta;
onde lim @ (% ¥) = 0= o (xq, yp). 5 "cr continua em x; e 2y F0: Y0 s

1, y) =2 {0y
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3 g dF
; o n  Q -1 a0 i 5 Oe X,y
g" (xy) lim £(&)— g(x) gx X0: 8 (X)) Jote que. pelo fato de F ser de classe C e g continua, as fungoes —= (x.y
& (X == X
on xmxy = o ; e dg  ag
o o, g (x o : - v)) serdio continua B logo, € o
Ay 0)) (X y. 8 (x, y)) ¢ = (x, y, g (x, y)) serdo continuas em 08« 7 T

3-*
; : & -1
i 8 _ontinuas em B. isto €, g € de classe C emB.

Teorema das fungdes implicitas (Caso F (x. y) = 0). Seja F (x, 3) SO0t

X P ‘

‘ I » -:‘; ~ et

aberto A de IR” ¢ seja (xp. ¥p) € A, com F (xg. yg) = 0. Nesta condigdes, se -af. . das funcoes implicitas (Caso F (x. y..2) ¢ G v.2)= 0. Sg:_mm

7l pa edll ¢ : z)de classe C! no aberto A de IR” e seja (xg. ¥g- 2p) € A. com F {xg,

0, f:num existirao intervalos abertos fe J, com x, € /e Yo € J, tais que y ; G (552 : By

existe um unico g (x} € J.com F (x, g (v)) = 0. A fungiog: [ — J ¢ difere e G (3 Yor zo) = 0. Nestas condigoes. se

o um intervalo aberto /. com X,

&2 406 ¢ de classe C' em 1, tais que.

1

o 2 () = 0: além disso, yg = y (gl € 3 =

# 0 em (xg. Yo Sph

a "\ 2)

€ [, e um par de fungdes ¥ = y(x)e 2 =
paratodo x € I, F(x, ¥y (x), 2 (x) = Oe
z (xp). Tem-se, ainda:

1)]
— {x, g2 (x))
X

F G
(x. g (X))

av . -

—_—— a(F, G a(F, )

: dy d(x,2) dz a (v, x)
Demonstrag by o DGR O]
CIONSIragao Ry J(EG) © dx a(F. G)
3 (» 2) @ (¥, z)

Veja Exemplos 7.8e¢9. =

e os determinantes jacobianos devem ser calculados em (x, y (x), 2 (x))-

S S aF ) . IF 3
Observagio. Se a hipitese — (xq. ¥yy) # 0 for substituida por — (xg, yo) # 0, en
ay ax
tirdo intervalos abertos 7 ¢ J, com xy € 1 e yy € J, tais que, para cada y & J, exis :
unico i (y) € 1, com £ (i (v), v) = 0. A fungio h : / — I sera diferencidvel e ; gao
He G sio classe C' em A, e

F
i_-{— (h (v), ¥}
|

1y A Rt
) R — aF dF
- 1F | — (xg. Yo, 20) —— (x0. Yo, 20)
_;_ Gl 3 (Xp. Yos 20 9z 0+ Yo
X e # 0
= - B - G o dG. = - s
Teorema das funcées implicitas (Caso F (x, v, 2) = 0). Seja F (x, y, z) declass Iy (x0. ¥0. 20) Iz (x0. ¥o. 20)

(). Nestas condigoes .

7 . d(F. G .
i da conseryacio do sinal {5 0) permanece diferente de zero numa bola

v

1 i
’ no aberto A de IR” e seja (x;. vy, 29) € A, com F (xp, ¥ Z)

aF (X Yo ) # 0L entdo existirdo uma bola aberta B de centro (X Yo) € UM

NESH

| iy
oz

a (F., G)
d (v 2)

aberto J, com z, € J, tais que, para cada (x, y) € B, existe um tnico g% “reale (5 ¥0» Z). Podemos, entdo, supor que # 0 em A. Segue de @

‘ F v g(xv) = 0. A fungio 2 = g (x, ¥). (x, ¥) € B, ¢ diferencidvele e = :
: IF
0 Zo) # O ou -((9_ (.l'(). Yoo f.()) #F 0. Supunhmno.s (—7— (Xo. Yo Z0) # 0. Pelo

: Z 7z

{x. 5 g{x; ) ! ior, 4 equagio

' dF - Jf (x. ¥, 4 (x'

dg T e X dg ) ay _________,....--

m Ay ¥a e o L S (*y - — ‘

o '. (X, ¥ g (x, v) el 5 (x, y, 8 » Fxy2)=0
oz az

: amente’ uma funcdo z = g (x, ¥), (x. ¥) € B, sendo g de classe ¢ na bola
v mu ~ > s 2 Z
p o (x,, Yo) € zp = g (xg. yy). Consideremos, agora, a funcio

Denmonstragio

S . . (o5’
Deixamos a cargo do Icitor adaptar a demonstragio do teorema anterior @ €8 Hxv)=Gx gy xy€EB.
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dH

Temos: H (x, v) é de classe cLH (xg. yp) = 0e — (xp.
ady

.\'0) () (yeﬁﬁqu »

equagio

H(x, y) =0, ou seja, G (x, v, g (x. V) =0 |

(.r) dec]asa ..:_
etar a demonggraea

define implicitamente uma fungio y =

Yy (x), x € /, sendo ¥
aberto /e y, = y (xp) (xg € 1). Deix

amos para o leitor comp]

No Vol. 3, voltaremos aos teoremas da fungio implicita e da fungiio i
Exercicios 12.2 ——————
=

=ty 3 = 3 . =
1. A cquagio y" + xy + * = 4 define implicitamente alguma fungio diferencigyel

2

Em caso 5

3 ) dy
afirmativo, expresse — em termos de ve y,
dx

(Sugesido. Observe que (0, 44 ) satisfar d equagdo e utilize o teorema das fungdes jj
(caso Fix, v) = 0))

X

2. Mostre que cada uma das equagoes seguintes define implicitamente pelo menos un

-
Cemtermosdexe y.

2 .. d
diferencidve] y = V(x). Expresse —
dx

> Az |

b

4

3 B R
arxy + seny =y h).\-'3 + x x'=3 K

3. Mostre que cada uma das equagdes a seguir define implicitamente pelo menos un

i - . 72 dz
diferencidvel z = : (v, y). Expresse — ¢ — em termos de L yez g
ax  dy

m

3

5 E Eoas
b)yx' + v’ + ;

ay e T4 xyz = 1 =xty+rz

4. Suponha que v = y (x) seja diferencidvel ¢ dada implicitamente pela equagdo x = £
dy i1 P
dvel. Expresse == em termos dé s, y e dast

)
VoL oonde Fu, v)é suposta diferenci
dx

ok 5
parciais de £, :

3. Suponhaque v - & () seja diferencidvel no intervalo aberto / e dada implicitamente
af; i

2 : A
asse C*. Suponha, ainda, — (4 W) % 9

cao f(x, y) = 0, onde f(x, ¥) € suposta de cl e
Iy

ar
a} Prove que —— [\'”,

: . de M
Yy = 0€ uma condicao necessdria para que x, seja ponto e
ax .

3
local de g. g
) Prove que 2" é continua em /.
¢} Prove que

>

AT
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af Y =0
ax (g ¥ = €
2 -f =
N2 P Pf(a
() LS (Y
"‘;2"' ",;_‘, ax ady axdy 9y —— < O em (x ¥,

af

ay

&

‘ i i 1 (.dl dae g.
S 3 d maximo I
(o Slﬁc‘fme pdla que Xo S(:Ja p( nto de H weal d

(
X
[

] = (), onde
/

— i ici snte - aciof
id oty ) € dada implicitamente peLl equagao, 7
§ diferem’:lavcl z=z(x,y)¢€ dada imp =

‘ i ) # -rifique que
suposta diferencidvel e —— (1, v) # 0. Veriftque g

av

oz, 2) =0 ¥
diferenciavel z = z (x, y) é dada implicitamente pela equagio f ..,\' “

: sta dif — (u. v) ¥ 0. Verifique que
fixo), onde f (u, v) € suposta diferenciivel e 7

az
+y—= /\:.
: ay

az
X o=
ax

: : seitame clo
. i idveis y = ¥ » = 7 (x) sejam dadas implicitamente pe
ha gue as fungdes diferencidveis v = y(x) e 2 = z(x) s¢)

ST CID,
yi4z2=1

dy

S
ermi d:m par de fungdes y = v (x) e z = z (x) dadas implicitamente por (D).

emtermosdex, ye z.

(U

X = X(ww)ey = y(u v) sejam dadas implicitamente pelo sisterna

(x # 0).
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: : ; . a
Calcule o determinante jacobiano _(ﬂ’_‘;)

Sejamu =x + yey =
a(x, y)
. Caleule:
d{F, G) 2 2 2
a) ————sendo F(x, 3, 2) =x" +3y° + :2 eGx,y2)=x+y+>
d(x, y) X 3
a{u, v) >
by —— sendou = xyzev = 4 ¥
a(y, 2
(?(.\'. .\') . > 2 >
c)y - sendox=r+3s+t°ey=r"=s"=3r.
da(r, s)
dix. y) 2 2 S R
dy ——sendox =r+3s+1rey=r —s — 3.
als, t)
Seja g (w, v) = fx v),ondex = x(u, viey = y (u v) sdo dadas implicitamente pelg
{ > 9
{u=x=+y-
iv = xy
: af af
Suponhax — — y — = (.
ax ay
ay y ox
a) Mostre que — = — = —,
ou X du
. g
b) Calcule —.
I
¢) Mostre que fé constante sobre as hipérboles xy = ¢,
. Sejam x = x (1, v) e y = y (1, v) dadas implicitamente pelo sistema
Ju =x? +?
® |
lv=2x
. f).\' 17_\'
a) Expresse — e — emtermos de xe y.
du ou

b) Determine um par de fungoes x = x (u, v) € ¥ = y (u, v) definidas implic

. Sejam x = x(y, zhy = ¥ (x z)e z = z{x, v) defimdas implicitamente pela equagdo 2

0. Supon_hu Xy = x (g _\'0?. Yo = ¥ {xg, 2gh 2g = 2 (xg, yg) € que no ponto (X ¥or
dus parciais de F sejam diferentes de zero. Mostre que

ax

ay

ay

az
¢ e =-1
X=X, axlE =%

Y= ¥, oz
2 B b Bt

.'-'.-: x(u.
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v) ey = ¥ (i, v) definidas implicitamente pelo sistema

> 3
S Sl i Ty el i 2
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Vilty(g) - ¥ (1) =0

1 3 ; A yo) € perpendicular a 'y, em y (1) = (xp, ¥o).

GRADIENTE E DERIVADS
DIRECIONAL

'gnﬁo, que-V f(xq, Yg) € un vetor normal a curva de nivel f(x, v) = ¢, em (xq.

13.1. GRADIENTE DE UMA FUNCAO DE Duas VARIAVEIS:? ando por (xg. yo) € perpendicular a V f(xg. ¥o) denomina-se reta tangente.
INTERPRET.—-\CAO GEOMETRICA 7 rva de nivel f(x, y) = c. A equagio de tal reta é:

V£ (xg. ¥o) * [(x, ¥} = (x5, yo)] = 0.

1‘ A curva'y (1) passa pelo ponto (1, 2) e é tal que f(y (1)) = 6 para todo 1 no

interpretd-lo geometricamente. Antes vamos recordar a regra da cadeia: se f(x y)t

g R : . :

.ondef(x, y) =x7y" — xy (observe que a imagem de 7y estd contida na curva
»

[ — ) . g e -
renciavel no aberto A C IR”, y (r) diferencidvel no intervalo aberto 7, onde ¥ {2}
todo 1 € /. entdo. i (1) = f (v (n) serd diferencidvel ¢ '

¥) = 6). Suponha Ylg) = (1,2) e ¥ (15) # 0. Determine a equagio da reta tan-
, i . ; peo
W6 = ‘7 [Fly =V iy ¥ o
dt

Seja f(x, y) de classe C' num aberto A C© IR% ¢ seja (xg. ¥p) um ponto da curvag
F(x, ¥) = ¢; suponhamos V f (xq. ¥o) # (0. 0). Vamos mostrar a seguir que V.f :
perpendicular em (x. ¥o) a toda curva vy, diferencidvel, passando por (xg, Yol € CUSS
esteja contida na curva de nivel f(x, v) = ¢ (nas condi¢bes acima, pelo teorema &3
implicitas, uma tal curva existe). Seja, entdo, y (¢), r € /. uma tal curva, com Y\t
¥p): como estamos admitindo que a imagem de 7y estd contida na curva de nivelf
teremos ;

® flyy=c

para todo r no dominio de y. Derivando os dois membros de (1) em relaga0 aks

Vir(,2) = (@Lu. 2): Q:(l, 2) | = (22, 11).

ox (/.\' J

,‘ Yem 7(’(3) = (1, 2) coincide com a reta tangente a curva de nivel f(x, v) = 6
1k & €quacio da reta tangente a yem (1. 2) &

Va2 [(, »—(L2)]=0

i[;'(-y(”)]: d((~) Rx-D+HE-2)=0
dr dr
ou

Vily) - ¥ @=01+€l y=—2x+4,
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2y )

Vejamos como fica, em notagiio vetorial, a equagiio desta reta. O Vel . / N B
) — X CENT _ XY, ) s S
ZY = Assim, f(x, ) =S [ 0, ’—J. tomando-se ¢ (1
\ Fa

dicular a ¥V £(1, 2) = (22, 11); logo, (— 11, 22) é paralelo a Y (fy); as
tangente acima pode. também. ser dada na forma

1-'(‘“. 5
slm’a C(

=2+ A(—-11,22), A€ IR ' Flx )= @ (2y —x).onde ¢: IR —» IR ¢ uma fungio derivivel. Verifique
' ’ ~ ) i : @ (2y — x) € solugdo de (2. Assim,

o . # . IR — IR diferencidvel. f(x, ¥) =
EXEMPLO 2. Considere a equagiio a derivadas parciais ¢
3= X

.wd‘ o) 2 -
QRy=—x)° tet ™ *

E 2 etc. sdo solugdes de 2.
n (2y -—x)?e ’ Qy—-x)*+1

[}
.|Q.
Ty

A
=
W

¢ onsideremos a mudanga de varidvel

=y x=2v—u
{" <y ou Jl"

It
o

@

I
b e

~ 0t a~ )=y =l
a) Com argumentos geomélricos, obtenha solugio de @. e

g
b) Suponha f: IR — IR diferencidvel: prove que se fsatisfaz @. entiio existe o — x = ¢ o correspondente ponto (i, v} percorrera

o s : ks rcorre a reta 2y
diferencidvel tal que f(x, v) = ¢ (2y — x). o (x, ¥) pe £

Uu=c.

Solugdao
v
a) Sendo f(x, v) solugdo de (@), para todo (x, v) € IR, y1 1
d 2y—x=c¢
¢ 3 f 7 i \__,./”‘-—F (u' V)
2 i (x, y) i x,y)=0 (x,y)
ax ay / '
/ x IC u

ou

2, ND-Vixy=0. | ‘
B =f(xy),comx=2v—uey=v. Vimos, gcomclnczu_ncnlc. que fdeve er

Como paratodo (x, v), V (x, ¥) é perpendicular ao vetor (2, 1) e como V£ ¥) €p 1 ]:‘ retas 2y Tx=-c é de se esperar, entao, qu_c g‘ :e_!a c:un;etlamc sobre as

lar, em (x. ¥), a curva de nivel de fque passa por este ponto, é razodvel espcrarqﬂg' ; OU S¢ja, que ¢ ndo dependa de v. Vamos, agora, resolver a paric b).

de nivel de fsejam retas paralelas ao vetor (2, 1); assim f deve ser constante solxl!

paralela ao vetor (2, 1),

2 ﬂ X, y) +

7 . Y
r_'f (x, v) = 0em IR".
agx o

-‘.
(x,») ]
V) = f(x, v) comx = 2v — u ey = v (veja observagio anterior).

(0, m)
F;
/ """" F af Ix 4 ay
] ZE (u, v) = 91 (x.y) I— t —f (X y) ==
L - av dx av dy av
/ 2
; ; : ; 5 f
Sendo f(x, v) constante sobre a reta r i]-& (u, vy = 2 ﬂ {x; )k ii (x. y).
av ax 5 ay
0

S y) = f(0, m), onde
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3

8

= 0. Assim.

ode-

Assim, para todo («, v) em IR, Y F (xg. Yo) € normal ao grdfico de g no porio (X, Yo)

oF OF v y) # O
e e (xn. Vo) E 0 e — (X Yo) .
a este resultado, no caso e {xg: Yo a0 0

o *» chegado
2 wn=0 m, (1
av P
0 que mostra que g nio depende de v, isto é, dF )
(Xxg. Yo
ay P
g (u, v) = @ (u), : : aF
- o P . {x0. Yo)
. 1 i P - a . e ., I 4 .‘I..‘:,
para alguma fungio ¢ : IR — IR diferencidvel. Portanto, f(x, v) =2y~ x) 4 : aF :
IR ¢ uma fungio diferencidvel. ' T %) onde ¢ etor V F (xg. vt = — (Xo. ¥o) 7 #
Veiamos: : e : - < oular da diregdo determinada pelo vetos il A ‘
¢jamos. agora, como utilizar o gradiente de uma fungo de duas vari p angular

- g ﬁ\' 1 Na:
da reta tangente e da reta normal ao gréfico de uma funcioy = ¢ (x) deum:I: K
- v dl s

isto, consideremos a fungio de duas varidaveis F (x, V) = g (x) ~ y; evidenteme
. - ” - .- 3 el il

de g coincide com a curva de nivel F (x, y) = 0. Seja (xp, vp), com Yo, %8 (xp)
grifico de g. ' ’
Segue que V F (. vyy) € normal ao grifico de g em (xg. ¥p). Como’ ks

‘i e que
\\}1‘ B

1F
“ - (X0, Yo)

VF v)=(g ). —1)

: ivagao implicita) € 0 coeficiente angular da reta tangente a0 grifico de g no

443

g ; .
Yo =2(x) S0l .-'3,); = f(x)é uma fungdo diferencidvel definida implicitamente pela equagao
9 LX) e - . P, P, AfTe ol :
- = 3x. Détermine as equagdes das retas tangente ¢ normal ao gréifico de fno
I .
I VF(x,»)=0
Yo

resulta, V F(xg. o) = (" (xg). — 1). A equagio da reta tangente ao grafico'de g nop
abscissa xg. €. entdo ;

: iperpendicular ao grifico de f no ponto (1, 1). Temos:
@ (xg), =) [(x. ¥) — (xg. ¥p)] = 0 : 3 -
o ."-VF(L D= (1,4),pois, V Fx, ) =+ xRyt vy

.‘s” (.\'()) EEe== .l()) - ('\' - '\'()) = A

- . 5 VF(, - [(xy)— (1, D=0

ou. ainda, vy — vy = g" (xg) (x — xp). S i Sl 5
Por outro lado. a equagio da reta normal ao grifico de g no ponto de abSCISSAZE

(63 = (g ¥ AR (xp). —DLAE IR

-
+
=l

Suponhamos, agora, que a fungio diferencidvel y = g (x) seja dada iglplic' o2
cquagio £ (x, y) = 0, onde F € suposta diferencidvel e V F (xg, yo) # O com Yo,

{observe que a situagdio anterior ¢ um caso particular desta). Segue que, pard 1

minio de g, F (x, g (x)) = 0. isto é, aimagem da curva y (x) = (x, g (x)) estd CORE 4 y—1=4(x—-1ouy=4x-3.
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Ou, em forma vetorial:

Exercicioy 13.1

13

"~

n

6.

9.

1.

- Determine a equagiio da reta tangente 3 curva y no ponto Y1) =(2,5) gam” i
. - UL

: ¢ 3 Al 2oy 2 3
. Determine uma reta que scja tangente & elipse 2v° + y° = 3 e paralela Areta 2x.43

P i 10 [reci { 253
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A )difer{:ncizivel em IR? e tal que V £ (x, ¥) = g (x, ¥) (x, ¥), para todo (x, ¥) em
4 (:)’) & uma fungio de IR? em IR dada.
; o ent0s SEOMELTiCOs, verifique que € razo

2 feréncia de centro na origem.
feu!

¥ féco
= f(Rcost, R sen 1) fomece os valores de fsobreac

= 1D+A(L4),A€IR.

dvel esperar que f seja constante sobre

nstante sobre cada circunferéncia de centro na origem.

. )
E dada uma curva y que passa pelo ponto y (fg) = (1, 3) ¢ cuja imagen esté con b _ ; ircunferénciax” + v~ = RZ,}
o~ ‘(l

»
D T S O
genivekd * 10. Suponha " (fg} #0. ; ®) definida e derivivel no intervalo abe

tto 1, dada implicitamente pela equagio

IR%. Suponha —= (x, y) -

a) Determine a equagdo da reta tangente a y no ponto (1, 3). 7
dX

S a diferencidvel no aberto A C
| 2 i i ¥.5y)'é suposta diferenciive
b) Determine uma curva 7y (7} satisfazendo as condigdes acima. 0, onde f(x."

W 0em A

0 e que a sua imagem estd contida na curva de nivel xy = 10. Qual a.equagao g : B ¢

—

entos geométricos, mostre que ¢ razodvel esperar que g seja estritamente de-
a 7. neste ponto?
ente em /. < ,
E ¢ i S g tritamente decrescente em /.

Determine a equagdo da reta tangente a curva de nivel dada, no ponto dado, :q\wg écs

IBIENTE Dit FUNCAO DE TRES VARIAVEIS:
ERPRETACAO GEOMETRICA

@ x~ Fxy+3y = 3v=lem(l,2).

L R
o |
N2

X )

by e” + 2v + 2y = 4dem

2} de classe C' num aberto A C IR e seja (X, Vg 2g) um ponto da superficie
k) = ¢; suponhamos V f (x). yg. 29) # (0. 0, 0). Vamos mostrar que V;f _('(Q'
al em (xq. Yo 2) a toda curva y, diferencidvel, pz}ssundy por este ponto ¢ cuja

¢ontida na superficie de nivel f(x, y. 2) = ¢. Sc_;_a. entao, y (.1 E I, uma tal
[fo) = (xq. Yo 2p); como estamos supondo que a Imagem de y estd contida na

: : : 2 o2 3 3
Determine uma reta que seja tangente & curvax” + xy + y~ = 7 e paralelaa reta 4t

Utilizando argumentos geométricos, determine solugdes da equagiio a dertvadas patg
u

ar af af  af EE givel f(x, y..z) = c. leremos
a3l — + 2 — ) === = s 3 ;
ax Ay ax ay fly() =c¢
i af i i @ominio de - Derivando, em relagiio a £, ambos os membros da equacao ®
2 s ‘ :
o= ﬂ-—” d)y / r—=0 todor e [,
X l:‘_\' Todx ';/.\ e
' 3 Viy@) -y =0
1 { 3 K "f "/',‘ -ujo erdfico passe WI“ Il ; \ ¢ .= 544
. Determine uma fungio z = f(x, v} tal que 7-‘ = I e cujo grafico pass : & 1(‘0)) -y (to) = 0, 0 que mostra que Vf(y (rpNey (1y) s@o ortogonais.
o 3 :

3.00,0, 1ye (0,1, 2). 3

¥ 3

. Vi) ¥ (ty)
: e . af df . gl }
. Determine uma fungiio z = f(x, ¥) tal que - 2 — ¢ cujo grifico contenhd &
ax ay g
=
curva y{) = {(r. ¢, 1), 1 € IR.
: = 2)eq
Determine uma curva y (1) = {x (1), y {{}) que passe pelo ponto y(0) (& ) ;
ortogonalmente as curvas da familia x™ + 2y™ = ¢. 7 (1,) fx,y.2)=¢

)

x - X o Gatorts : 5 £}
Determine uma fungao v = y (x) cujo grafico intercepte ortogonalmente a

v = ¢, comax > ey == 0, ctal que \m que vf(-lio, Yor 20) € normal em (xg, Vo, Z) @ toda curva diferencidvel y

a)y(l) =1 bHyv(l)y=2 €Ponto e com imagem contida na superficie f(x, y, ) = c. Diremos, entio,
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que V f(xq, ¥o. 2p) € normal a superficie de nivei f(x, y, z) = ¢, » OPonIe
passando pelo ponto (g, vy, zg) e perpendiculara V £ (x, Yo Z) dmomma-se 2
em (xy. V. Zg). & supe rm.lcf(\ Y. 2) = ¢. A equagao deste plano ¢&: 4 G

Vilxg vo20) - w2 — (xg. ¥o» 29)] =0 m (1, 'flr 2):

A reta Gy, 2) = (1, —1,2) + A (1,5, 8), A€ IR.

a

_ i )
o 5 Considere a fungio z = f(x, y) dadapor f(x, y) = {8 = 3x% — y?. Deter-

V. 2) = (X, Yos 200 T AV f(xg, ¥, o) A E1R 2 :
: 13 o do plano tangente no ponto ¢ 1, 1Lf(1, 1)

denomina-se reta normal, em (Xg. ¥, Zp). a superficie f (x, »o)= 3
Seja : = g (x, v} uma funcio dlkrnnum. ¢l dada xmpllcndmcntc pcla equacaor
onde F(x, y. 2) € suposta de classe ¢' num dbtﬂo de IR, s seja (xg, vy Zohzy= =

ponto do grifico de g, com V F (xgy, v, 29) # {) Como o gréfico de g.¢std cont ,}i

ficie F (x, v, z) = 0, resulta que toda curva y com imagem contida no grifico ¢
bém. sua imagem contida na superficie F (x, y, z) = 0; assim, V F {(xg. Yo Z) g
grifico de g. em (x;, yo. 7p)- 4

Observe que se y (£) € uma curva diferenciavel com imagem contida na inters
superficies F(x, y,2) =0e G(x, yz) = 0, onde F e G sdo supostos dccla%!sse(‘,‘l i

af o, af -
z_f(|,1)=z(l.|)(.\- Rk 7_\.‘(1.1)(_\ 1

de IR? e V F(xg. ¥o. 20) AV G (x5, ¥g, 20) # () entdao o \uory’(to)#o v ,j.’

=3
¥ ) = (xg. ¥o» 2g), € paralelo a V F (xg, vg. 20) A V G (xg, yo, 29) (verifique)sy —: logo, _L 1,H=—
P d R 3".2 . y ax 2
EXEMPL () I. Determine as equagdes do plano tangente e da reta normal 2 superf 4 ;
j% o \; + j' = 3z no ponto (1, =1, 2). -332 = ),24 ay 2

Solugdao

i
S S e |
(x -1 3 (¥ )
3 3 3 =
D o\ v el \'3 =3z nz+x* + v+ 23 ~32=0.

F(x, v, 2) . 0o plano tangente em (1, 1. f(1, 1)
f t-/I: (.7[" dF

\ dx t'/_}’ az

VF(xy 2=

] Oz + 3_1—", xz + 3)'2. xy + 37.2 S 5:'
, B= \8-3x2-y2 =7 =8-"~y
VF(,-1,2y=(1.5.8). A ¥

itio definida implicitamente pela equagio
Plano rangente em (1, — 1, 2):

O

3x2 +y2 +z2-8=0
F(x,y 2)

VF(I,=1,2): [(x,»»2—(1,—-1,2)]=0
N ‘, eNtao. normal a0 grifico de fno ponto (1, 1, (1, 1))

(1.5 8) [y 2= 1. -L2]1=0 b VP, 2) = (6x, 2.2 = VF(1.1.2) = (6.2, 4).

ou seja. REN0 tangente em (1. 1, 2) é:

G=-D+50(0+D+8@E-2)=0 6,2,4)-[(x,2)—(1.1,2)]=0
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o ? imagem da curva Yy =(t12- 12) est4 contida na intersecgio das
i lo ponto ( 1, 1, 1). Sugerimos ao leitor desenhar a imagem de .
6x—N+2(—-1)+4(z—-2)=0, ssa pe

r

ou, ainda.

¥ as equagoes do plano tangente ¢ da reta normal 2 superficie dada, no ponto dado.

v
s

B+ 4 = 8em (1=, 1)

1
—,1.3]
._Sem(z

P+ =2em2.2, 1)

3 1
z2—=2=—==(x—1)= — (y -
2(\ ) 2(_1 1).

EXEMPLO 3. A imagem da curva y (r) estd contida na intersecgio das superficies v
2 - W Cies
z=4ex”+y+z=3 Suponhay(rg) = (1.1, Dey"’ (tg) # 0.

: : - . G W
o diferencidvel z = f (v, y) & dada implicitamente pela equagdo x™ + y~ + 27 = 10,

a) Determinc a reta tangente a y no ponto y (1g). | : :
: Mine a equacac do plano tangente a0 erifico de fno ponto (1, 1, (1. 1))

h) Determine uma curva 7y (1) nas condigdes acima.

Solugao L N 5 5 1
3 > Gl snile A < Lo e \& Pl = ATy .10 a0 plano

mine um plano que seja tangente a superficie x~ + 3y + 22 2 e paralelo ao pla

Qpat 2 2 . . 5
@ASejamF(x, y, ) =x"+ 2y " +zeGx y ) =x"+y+z 4z = 10.

Para todo t no dominio de¢ y devemos ter B v 3
a funcdo diferencidvel z = f(x, y) cujo gréfico estd contido na superficie 1~ + )
[ A V2 , ~ .
—, — | = —=_ Determine a equagio do plano tangente ao grafico
25 25 2

F(y() =4 ¢ G(y(®) =3, ' : ;
. Sabe-se quef(
pois a imagem de vy estd contida nas superficies de nivel F (x, v, 7) =4 e G (x, 2 .
Segue que ‘ : 52
. PODIONMRES, —, —— |-
b gy 2 2

A% I“(',V“())) % ‘)" ““) =0 e VG (')’(l())) 5 ‘)" “0) = 0. E-

2

;8 0’ 5 " S 2 2, 2 2 2
; : bem da curva -y (1) estd contida na intersecgdo das superficies x° + y° + 27 = 3ex” + 3y —
ou seja. ¥ (1) € normal aos vetores V F (1, 1, 1) e VG (1, 1, 1); logo, ' {1p) € pat TR

- —
produto vetorial VF (1, 1. 1) A VG (1. 1, 1). Temos: ..Suponha Y1) = (1,1, e y' (1) # 0. Determine a reta tangente a y em pAUNE

g - 2 2
gem da curva y (1) estd contida na intersecgiio da superficie cilindrica v + ¥~ = 2 com

'.' ; Z‘ R = ficie esférica x* + 12 + 22 = 3. Suponha y (1) = (1. 1. 1) e ¥ (1) # 0.
VF ' G = : |=3i —6§ )
EL DA YG D 2 4 ll !nearemlangcmeﬂ.yemy'(,()>'
' 2.5 1| =HMINe uma curva y (¢) satisfazendo as condigoes acima.

3
)

A equagio da reta tangente a y no ponto y (fy) = (1. 1. 1) & A curva 7y (1) cuja imagem € a intersecg@io das superficies 4x™ + 37 = lex + y + 0 =
Byl = (0,1,00ey" (1) # 0.

(vy=(L1L,D+AG3.0 -6),AEIR. : )

$UINE a reta tangente a y em 7('0)'

x2 4 2y2 4 =4 SMINE uma parametrizagdo para a intersecgio acima.
(o) B e > %
(¥ +y+z=3 af 2 2
= 8 Fixs Sys
R P - 2 ‘ T a T R v afungag 2 = _v e
X"+ y+z=3=71=3-x" — y Substituindo na 1." equagdo vem. = .

x° 4 3.\': ks e . e uma funcio £ (x, v, z), que ndo envoiva radicais. 1al que a fungdo dada seja de-
Hah; ICitamente pela equagio F (v, y. z) = 0.

5 1 de' “nea €quacio do plano tangente ao grifico da fungio dada no ponto (2, 2, 1).
e portanto, 2y° — y — 1 = 0, ou seja, y = 1 ou y = — —: isto &, y ndo depen o5 k . - )
' 2 =34 e 4€quacio do plano normal, em (1. 2. 3), & intersecgdo das superficies x° + y~ + 27 =
acurva deve passar pelo ponto (1, 1, 1), vamos tornar y = 1, Segue queZ 3
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10. Determine um) plano que passe pelos pontos (5,0, 1) e (1,0, 3) e qQuesseja g

X+ W+ =T

13.3. DERIVADA DIRECIONAL

Sejam z = f(x, y) uma fungiio, (xg. ¥p) um ponto de Df e 1_: = (d_ b)um
Suponhamos que exista r = 0 tal que para 1 £ | < r os pontos da reta (x y) =
R T\ e

(xg T at, vy + b1) a (xg, ¥p) € 1 11 (verifique).

(xo +at,y, + br) -

Yo

. - . s . . -~ "~ - a - 3
Pois bem. definimos a faxa média de variagao de f. na dire¢do u = (a, b), entre

108 (xq, ¥g) € (xq + a1, yy + br) por

0) Sfxp + at, yo + bt) = f(xg, yo)
!

Vamos destacar, a seguir, o limite de () para t — 0.

(5

bt) pertengam ao dominio de f. Como estamos supondo u = (a, b) unitdrio, g g
di:

259
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: acio tanto melhor quanto menor for | 71. o
k- parciais de f. em (xg. ¥g). sdo particulares derivadas direcionais. De fato:

af

: F1ove) = f(xo. Yo)
lim flxg + 1, ¥0) — f(x0. Yo) _ 7‘\- (Xor Yo0)
o,

1—0 I

‘_f’ (xp: yo) =
v'.' }'

[Or

"(xp.yo 1) = fXg. Yo) — af

ay

(.l'(). yo)-

‘df = 1
2 —.’ (xo‘ yO) 1 Lr)n() 1
_ 2

; ';f Y R et v ante 9 H ] a1c de £
ai (xgs ‘yo) e —d—)— (Xp, ¥o) $@0, respectivamente, as derivadas direcionais de f.

pudl 4
o a
—

B »
% Yo)» € nas diregdes dos vetores i = (l,0)e j = (0, 1).

: af s i . ?
ps interpretar geometricamente —=- (xy. ¥p). Para isto. consideremos a curva

u
x=xg +at
3 yiiy=yo + bt
i 3
: : R=8(1)
f (g + at. vy + bi).
N ¥ (0)

H: ‘aof

— (x5, 74)

Definicao. O limite

_/A(Xn + at, yp + bt} - f(,f()' )'0)

af -

—== (X, ¥g) = hm
= 0 )0

; r—0 1

o u

4 »
| diregdo do vetor u = {a, b), com u unitirio.

: - af : ; ariac@odé
A derivada direcional —— (x. yy) denomina-se, também, raxa de variagdo A

au >
1o (xy, ¥p) € na diregdo do vetor . Observe:

S(xg + at, yo + bt) — f(xp. Y0)
t

af i
—= (Xp. Yo) =
du

quando existe e ¢ finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto (g Y

u

[

WA

(3

£ Imagem de Y estd contida no gréfico de £, Temos:

v

N M = lim flxo + al, Yo +b) — f(xo, Yo Lo Lf. (xg, ¥o)
. & 10 t 3%
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ou seja,
V22
fy? =2 (verifique).

;- :

k) _ (——-l—— —I—} : ¢ tangente em (1, 1) & curva de nivel f(x, ¥) = 2
. 4 DIl
, 7 g
g (0) = {__f; (.‘-0- '\'0).
o u

oy a > £ — ¢ Y — (/_f %
Segue que ¥ (0) = (a, b, g' () = | a, b, — (xo. .‘,0)]_ Entio, -\ u
du J A
\ ‘
P )
¥ () =(a b, 0) + (O. 0, ir) (X0, ¥o) | Fam 2
\ a4 u A

sodvel esperar que, nesta direciio 1. a taxa de variagio de f.em (1, 1), s¢ja nula.
Ie d b

Y Q) af 1
(0. 0, — (x,.y,)) De fato

du :
@, b, 0) ( (1)
‘ ﬂ(l.l)r2-t—f'-J+3'[_?J""
- \2 N -
' - of du
Como (a, k) é unitdrio, —= (xg. vy) = tg B (veja figura anterior). & :
u B ,2) £ 2 _
» = — | = (a, b)
& 20 A5 A
3 | '/\ 4 2 d ) '.b
EXEMPLO 1. Sejaf(x, v) = x~ + v°, Calcule --"‘L (1, 1) onde u € oversorde of 6
A u g Y (L= —.
Sia NS
N = B du
ayv =(—1,1) by v =(1,2) o) v = (3

Solugao

Piia af N ) - -
Inicialmente, vamos calcular =5 (1, )onde « = (a, b) € um vetor unitdrio g

i .
5) N
O u , ) N

af . fUtat1+b)— f(11) : . 5 SR

= S xl“,“n t D valor de if—(]. lypara u = {—L . ——l_—]émaiorquc para u = (—_———_ '

du 5;’ NN ) NS D)
2 i AL a +(1+b0 =2 _ 24+ 26 ha proxima se¢dio que, sendo f diferencidvel, -r-_i_ (X ¥p) assumird valor ma-

t—0 t ' . ’ ' ou
& U 1gual ao versor do vetor gradiente V £ (xq, ¥q)-
Ou seja. »
BEO 2. 536 dados uma fungao f(x. y) = x + ¥%, um vetor unitdrio (@, b) ¢ um real
af N p l O |

e | + ——, 1+ —= |, coms > 0et >0, pertengam

o 1 que(i +sa, | +sh)e L
. g V2 v2 )}

du
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fO+a,0+b)- f0,0 _ s

acurva de nivel F(x v) =
e nivel f(x, y) = B. Compare a taxa média de variagio def 3
. €ntre 3
(1 + sa, 1 + sb) e entre os / 08 po
' sh)e € 0$ pontos . i ’ |
p tm(l.l,ncl 1+ il b B f_f,_(()’())__ -
\ v 24 i 10 t
g £ au i »
todo vetor unitério (a. b)

Serlugdo
7
I 0.0=d

-

4

du
ferenciavel em (0, 0). Este exemplo mostra-

continua em (0, 0), mas ndo di

fungao pode ser continua num ponto, ter derivada direcional em todas as di-
g ponio, ¢ mesmo assim nao ser diferencidvel neste ponto.

‘RIVADA DIRECIONAL E GRADIENTE

1+ s5a,1+ sb)

t t ) ‘,1

/(x,y)=g

7@

nas propriedades do vetor gradiente. Inicial-
[ em (xg. Yo), entdo f admitird derivada dire-

-4
ada direcional s¢ exprime de modo

fx, ) =2

Eat

B0 desta se¢do & destacar mais algur
provar que se 1 for diferencidve
as direcdes, no ponto (xg, ¥p), € cada deriv

a distancia de (1 + sa, | + sb) a (1, 1) €5 a dis &
<) i) LA .
in Biid
: = oles em termos do gradiente de fem (X, ¥o)-

Sendo (a, #) unitirio,
: y ; )
[l*—l-‘-—}ﬂll’ 3 [ ! ] :
=, = |la(l,DérSe(ab)# | —,— | te ; k-
7 750 a. b) |\ N ) ) teremos 1 < 5, Como f() ;
4 3 .
iy 1 st Vresult ( (L . . . : ‘
By e, perada, by # [ e ) orema 1. Scjam [ A C IR™ — IR, A aberto, (xo. ¥o) € A e . = (a, b) um vetor
L V2 A2 %, Se f(x, y) for diferencidvel em (xg. y). €ntdo f admitira derivada direcional
3 s
; " 1 ; {;yo),tladire(;ﬁo u,e
fU+sa l+sb)y— f(I. D) d 5t ) TR !
= S _\_-._.\2 \"2 )f
- s £ : u
t —= (xg. yo) = Vf (xp. o) - 4.
au

Ay

I razodv 1 S Sriar o
odvel, portanto. esperar que ~— (I, 1) assuma valor maximo para Z = 1 7%
JZ"; v
por g:(1) = f(xg + at, ¥y + bi). da diferenciabilidade da fem (xg. ¥o) segue

i
iabilidade da g em ¢ = 0 ¢. pela regra da cadeia,

4x s\ | N < NSF : : :- '
EXEMPLO 3, SL_ld « = (a, b) um vetor unitdrio dado. Calcule ! ((), 0) onde
— ]

du i
"8 ’ B d 7
e A (0) p— “"'{ (.\’(,. _\'()) a+ % (".0’ _\'(') b = vf(.\'n. .\'0] % ((l. h)
& - ( - ;

[ 3
o
Flepi=il g o e R RI0.0)
0 se (x, y)=(0,0).
Solugao of
—“_)' (.\'0‘ \O) = .Q' (())
au
(0 gt
FO+ ar, 0+ bt) (0,0 2 2 3
a0+ f10.0) _ (an)* + (1) ‘"'_T.—_-(ﬁ,t*o-
a* + b : af B
—‘_; (.\'O. \0) — v_f(X(). .\'U) L P
d u

! t
e STy
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O teorema acima conta-nos que se f (x, y) for diferencidvel em (%o, Yok ent .
4"# 4V fxo. o) I cos 0.

-

=V/flxpy) - u
a componente escalar de ¥ f(xq. o) na diregao u

a
—f. (xg. ¥o)

au

Vo) esta relag¢do nio tem nenhumg
’

af (xg- Yo) € ndmero.

Entretanto, se f ndo for diferenciavel em (x,
ard imp} :

5 3 ) o am—

A

u

de se verificar. (Veja Exerc. 21.)
De agora em diante, quando nada for dito sobre uma fungao 1 (x, y) fic

¢ tal que

‘g

se trata dc uma fungdo definida num aberto e diferencidvel.

Vimos na Se¢. 6.4 que sc u' e u sdo vetores n;‘m-nulos e 00 dnguloentre eles
IR. A aberto, diferencidvel em (x;. vy) €

—3
ando u foro versor de

2 Se_laf AC IR? —

w =il u’II cos f; se ; for unitdrio, u.- - u = llwllcos . Na figuraa seglllr
proje¢do de w na dire¢ao u, nndc a=lw |I cos 6. Diremos que o nimero o = 19
) a& 0 Entao.ovalor méximo de —~ (rn ¥p) ocorre qu
du
k . _V/(0.00) ¢ o valor maximo de —-;f: (g ¥o) €11V flxg. yp)lt
i u

RS = 17 (o o)l

€ a componente escalar de w na dire¢do «

5 (xg, ¥p) = IV f(xq, yo) H cos €

- Jdu

i
) terd valor maximo para # = 0, ou seja, quando « for o versor de V f{xg. Yo)

vy) € a componente escalar de V [ (xq, yg)na di

Veremos a seguir que
du
=, —
Suponhamos ¥V f(xy. o) = 0 ¢ u unitdrio. Scja 8 o dngulo entre V £ (Xg. Yo af : :
4 de —— (xg, vop) éentio IV f(xp, yg) Il. =
T, - du
aclmd nos diz, ainda, que. estando em (X, ¥o). a diregdo e sentido que se deve
ue f cresca mais rapidamente ¢ a do vetor V f(xy, yg)-

Temos:
=V £ (xp, ¥ Il - W all co$ 6.

f -

(1, 2), onde f(x, y) = ¥ + xy.e u o versor de

af ;
— (xg: ¥o) = VS (%0, yp) -
au
Como « ¢ unitario l Calcule ——
. (7 u
1) b) w=(3.4)
iferencisvel
.
u

"’—_’;(1.2) =Vf£(1,2):

du
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Vfix, y) = (2x + ¥.x):logo, V£(1,2) = (4, 1).

Ao — -I( I ! ] a
a T /= | assim,
vy NV2 v2)
ar f
—':’7“‘3’_'(4")‘[*],—"~—.1-)=i..
du (V2«2 N2 ©
b) u . =(;i)
hwh 2 9
at &
—f—,(l.z)—(4,n-[§,i)='_(’
o S 5

EXEMPLO 2. Seja f(x, y) = £2y.

% o
. , 7
a) Determine « de modo que o (1. 1) seja maximo
du

7/

S e
b) Qual o valor maximo de - (1, 1)?

du

¢) Estando-se em (1, 1), que diregiio e sentido deve-se tomar para que f cresgamlig

mente?

Solugao

(' ,? - {,
Vria. = L,}—j(l.l). if-u,nj—(z. 1).

ax 7y

du

para u = S QWS W =
IV £l DIl 15 8 L5 5

s SV ALY g {3 1)

b) O valor maximo de —(}f—' (LDENVL, 1)1 = 45,
Ju

) Vf0. 1) = (2. 1) aponta a direcdo e sentido em que f cresce mais rapidamente em g

EXEMPLO 3. Admita que 7'(x, y) = «* + 3y” represente uma distribuigdo de e}
no plano xy: T (x, y) éa lemperatura no ponto (x, ¥) (supondo T em °C, x &¥

2 %; . l
gitifica que. a partir do ponto ( 2 =
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121 (emperaturd
Ll Ll AT} di

\ : 1 ey o(
3 m | 2 —]- | qual a direcao e sentido de maior crescimento o
3 2/

e crescimento nesta dire¢do?

em (2 1 ) qual a diregio e sentido de maior decrescimento da ternperatu
» = |

2 de decrescimento nesta diregao?

- - O o ) )
) = (4;3)=4 i + 3j aponta, em l 25 Pl diregiio e sentide d¢ maior
fi]
vT| 2, ]
b F i \ 2/ 4 taxa de variacao da tem-
o de temperatura. Nesta direcio, i« = - ) . a taxa de vanagao da (cr
H vl 2, ) }
V2

ﬂ.(ll):“VT[ 2 LJ’ = 5 (°C/em),
o oD 2 /|

N 4
J e na diregdo e sentidode ¥V 7° l 2

', atem-

J

| —

B
LoD 2 o5
i /_
19K
x+ 3y’=—‘/

Nagdo tanto melhor quanto menor for o 1.

4

— -
] = —(4i + 3j)aponta, em § 2, ) a direciio e sentido de maior
\

o | —

S

VT
<~ . & taxa de variagio

VT2,

1
it | r—
9
||t | —

o
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| dy 1
' ' . c+k| | == ]|—dx}
' =5 : ln\'--—ln.\+k[ I .¢)
el l (s f w2 7) . 2 4 R 4x
T VE A IR “ﬂw 2 1)
h “ o " ' T( - { : ; ¥ = ja satisfeita, devemos tomar k = 0; assim,
: 2)l) . digao f (1) 1 seja sa
' ;. I =4
o Iny= ™ Inx ou y=%ux.
fl 2, ',l ) = =5 (°C/cm). ; )=t 4/1), t = 1, é uma parametrizagdo para a (rajct()ria QCscrila p(?r P. UT
i a "( resolver o problema ¢ determinar fungdes x (¢) e y (1) tais que a curva y (1) =
R - 4 isfaca as condigGes
Vesl: i a C senti < art I P o - 3 : 3
Nesta dire¢do ¢ sentido, a partir de ( 21 5 ] a temperatura estd decrese a\- (Y(m
aproximada de 5°C por ¢m. T
2 2 .).
EXEMPLO 4. Suponha que 7 (x, y) = 4x” + y” represente uma distribuicdo de ten d

CIp

rano plano xy. Determine uma parametrizagio para a trajetoria descrita POT um pon

se desloca, a partirde (1, 1), sempre na direcdo e sentido de maximo crescimento di YO VT
ratura.

¥, b : .
e & kst s
Solugdo P . [ r @
E: :

Por consideragoes geométricas. € razodvel esperar que a trajetdria descrita por P/t
com o grifico de uma fungio y = f(x). comf(l)=1. g

3
Txy)=c¢

Y (1) = VT (y () = (x(1), y(0) = Bx (1), 2y (1)

0; x (1) e y (1) devem satisfazer as condigdes

4x + y? =¢

l.r(U) =1 ¢ y(0) =1

25 i : D - il

O coeficiente angular da reta tangente ao grifico de fem (x, v) é o = {2
< 3 : . 81 G R s o e sim,
¥) = (8x, 2y) deve ser tangente ao grifico de f. em (x, v), devemos ter el Cargo verificar que x = ¢ e y = ¢ satisfazem as condigdes acima. Assim

2 ~
@© dy 2y y(0) = (™ e¥), 120,
o o S Parametrizacio da trajetéria descrita por P.

{ 2 4 ia NEUL & : > _ s Ay 2 7 e na dire-
l Observe que a diregio do vetor V 7 (x, ¥} = 8xi + 2yj tem coeficiente : 3 _Ealculc a derivada direcional de f(x, y) = x~ + y~ no ponto (1. 2) e na dire
\ =),

. i . b2 i ~
Separando as varidveis em (1) e integrando, obtemos. & £
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".(/':'/': o1e)

>

) que queremos agui & 24 . y
f vremos aqui € —=- (1, 2) onde u € o versor de 2 X

A

B (2. —-1) {

VA2 = (2
o 9 K B2 {(2:4) e pre= 22 2
| —

2. -npi {5

ass
S8 N (R SR
au Rtie] VS ) ;

Observacao. Tudo o que dissemos nesta segio ge
mais varidveis. ‘

W IERNAD o B Ly - . ‘
EXE -l!‘!.() 6. Calcule a derivada direcional de f(x.¥ 2) = xyz no ponto (1, |
> » > . ) o 3

recas f + k.

Sodugdn

Jf S
— (LL3)=Vs5 (.13} u
o u

onde u éaversorde i+ j + &k

Il. 1-,. I 1) .{ | l l \
ll“‘ I Lv3 4343 J

A3
’Jf / SN
_". (1.71:3) = (323 1) I __l_‘._l_.~ -_— | = —,7-
220 i\ \‘3 v 3 Y 3 / V3
3 xereteioy {34 — e S

neraliza-se para fun¢des reaig i
Y .‘ .

e V£ri, 1,3)=(3,348

. Caleule 2L
- Laleule —— (xy. ¥p). sendo dados:

7 u
£ . i 3 - > —_ -2 L 4
a) fiav) = 3y vg) = (1.2)e u oversorde2 i + j.

PIfC6 ¥ = e 7Y (govg) = (L. De u oversorde (3, 4).

: : x -
aOfiny)=arctg — (g ¥) =3, 3e u = | — ~
= 7
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. — -3 -
8= 1 gy = (L. e uwo versorde @ + j.

&

g 0 ¢ sentido a fungio dada cresce mais rapidamente no ponto dado? E em gue

sen!l'do decresce mais rapidainente?

'-‘-=gZ+_:y+)-2em(l. 1).
£y = Inll (X y) lem (1. —1).

e 1
| v SRR ) o | =
! 1’4-—; 2y* em ( 1. 5 J

2

-

o x af - . )
¢ ' - 3 ¢ »cio ¢ sentido de maximo
i, y) = xarctg —. Calcule — (1, 1), onde 1 apontanadiregiio ¢ sent do de 0

y
? )
ato de £. ho ponto (1. 1). &

i aderivada direcional de f(x, y) = /1 1 x2 + 32 no ponto (2. 2) e na diregio

118 >

27 = -
i= (1, 2) D)w=-—-1i +2}
-i 22 = »
bl a derivada direcional de f(x, ) = — —. noponto (— 1, Iyenadiregio2 i + 3/
i3 2 4+ v

¥

j:; giodifere’riciével £(x, ¥)tem, no ponto (1, 1), derivada direcional igual a 3 na diregio
R > -
% 4 j eigual a —1 nadiregiiod i — 3/ Caleule

£(1. 1),

/ -
5 (1, Donde u éoversorde i + j.

2 2 . =tk
Mita que 7 (x,v) = 16 — 2x° — y” represente uma distribuigio de temperatura no plano xv.
fmine uma parametrizagio para a trajetdria descrita por um ponto £ que se desloca, a partir
Bnto (1, 2), sempre na direcio ¢ sentido de médximo crescimento da temperatura.

1%, ¥) = xy. Determine uma parametrizagiio para a trajetoria descrita por um ponto P que
10¢a, a partit-do ponto (1, 2). sempre na dire¢iio e sentido de miximo crescimento de .
4% ¥) = xy. Determine a reta tangente ao grifico de £, no ponto (1, 2, (1, 2)), que forma
Plano xy angulo maximo.

FY) = X + 29+ 1. Determine a reta contida no gréfico de £, passando pelo ponto (1, 1,
il €om o plano xy ingulo médximo.
i
7'415 W . pro. 2 p RS
SCreve uma trajetona sobre o grafico de f(x, ¥) = 4x” + y*. Sabe-se que areta
©m cada ponto da trajetoria forma com o plano xy dngulo médximo. Determine uma
1630 para a trajetéria admitindo que ela passe pelo ponto (1, 1, 5).

q““’gtiﬁco de z = xy represente uma superficie propria para a préitica do esqui. Ad-
q}"’ um esquiador deslize pela superficie sempre na dire¢do de maior declive. Se
= SO ponto (1, 2, 2), em que ponto ele tocard o plano xy?
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- Sejad = {(x. y) € IRYS ~ &2 - 4_\?2 = 0}. Suponha que o grifico de > =5 '.
A, represente a superficie de um monte. (Adote o km como unidade do m ‘&2) : 3 )“2 g B . 9
f(x' b ; 2 ar '

. Suponha que T (x, ¥) = 40 — x* — 242 represente uma disuibuiciodelcm of

- A fungio diferencidvel f(x, v, 2) tem, no ponto (1, 1, 1), derivada direcional igualaf

. Seja f(x, v) diferencidvel e sejam u e v dois vetores de IR”, unitérios & ortogonds

. Sejag(r. ) = fix, v),comx = rcos fle y = rsen 6, onde f(x, _\‘)ésum‘md' "
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2 1Ta T
(y
ica { =5 = (r.® | ,ondex = rcos@ey=rsent.
que se encontra na posi¢ao ( 1, 1, 0) pretende escald-lo. Determine A trajersns 9 r2| o0 J
pelo alpinista admitindo que ele busque sempre a direio de maior acfive 4
desenhar 0 monte ¢ a trajetdria a ser descrita pelo alpinista, + Sugeriggy g
5

2 =i
2

>
i TN

xv. {(Admita que x e y sejam dados em km e a temperatura em °C.) U indivig
na posicao (3, 2) e pretende dar um passeio. : Viduog

\ V£, 1) Il sendo f(x, ¥) = | arc sen —
. AN

Faqag(r 6) = f(x, y),comx = rcos fey = rsen f e utilize 0 item ¢) do exercicio

i1do.

h aflx.y) diferencidvel no aberto A. Sejam (s, 1) as coordenadas do vetor (x, v) em rela-
nh 3 2
% L - »

a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverd percorrer . for seu i
tar sempre da mesma temperatura do ponto (3, 2). 3
b) Qual a diregio e sentido que deverd tomar se for seu desejo caminharnadi

crescimento da temperatura? ‘ h : e
2 5 - : = (COs a, sen « v = {—sen a. cos a). Considere a fungdo g
¢} De quanto a temperatura se elevard aproximadamente, caso caminhe 0,01 kny B ). onde u = (cos o, seh a) e

encontrada no item 5?7 e por g (5. 1) = f(x, »). Mostre que

d) De quanto decrescerd, aproximadamente, a temperatura, caso caminhe 0,0] klmu X 2
v a af g 4
3 L= Swne = 6wn= =5 )
Calcule a derivada direcional da fungdo dada, no ponto e diregio w indicados, 4 o8 du o 2y
— - - —» “ z
a) fto vy =xzem(l, I, )enadiregio w =2i + j — k.,
— - - - 3

D flyvzr= e+ S 390 :.: em (1.2, —l)enadirecio w = i + 245 + k.. = ‘(x‘y) = _z_x_’ se (x, v) # (0. 0) e f(0, ) = (. Mostre que
= L ’ * b .“_ P

5 : B | o |
ﬁL'(O, 0)#VSf(0,0) u,onde u = [ ——. —— | Explique.
5: V2 N2 )

3 9 . . e 2
f(x, ) diferencidvel no aberto A de IR ¢ sejam ¥ (1) € 8 (1) duas curvas definidas e di-
gncidveis num intervalo aberto / ¢ com imagens contidas em A. Suponha 7y (7iy) = & (fh

= = St _ 51 =% S,
¢io 4 j + 3k, iguala2nadirecio ~4 i + 3 j eigual a zero na diregio j

af

= (1:151).

valor maximo de

A
> s

e
(= LU (rp) = i, Vi(y(rgh # 0 e (1p) 0 versorde V f(y (). Suponha. ainda,
1 (t5) ndo seja paralelo a &' (tg). Prove que existe r = O tal que

3 if 4 & flym) = f(8m)parary <1 <1,+r

if 7
i (x.-3) i '—,, .,y v. 3

Vi =

o u Jdv

fly@)y<=fd@)paraty —r=t=4,.

3

oS o “
i 7 ¥

o/ (x.ne ~‘~’- (x. ¥) sfio os componentes de V £ (x, v) em relagdoaubase (i
: - -

>
3 <io N
e w vetores do IR, umitirios

X 3. 2) diferencigvel num aberto do IR” ¢ sejam u, v
'_F dois ortogonais. Prove:

v av

& -
= —senf i +€o8@ Jd

] » » >

| :
abertodo IR™. Sejam « =cosf i +senf je v = 3
o =y R - - »
.Vx‘.=’7_f..- 't/ [ S f - u o .
& Fx 5. 2) =y 2} e e ) et ——— )
Jg df 1 dg af 1 A u av aw
a) — ()= —xvVe——(r®h=—()y. Yol Z 58 - N
iar E (x, ye T o (%) Firo, 3= f(x, ), 2), comx = rcos fe y = rsen #, onde £ é suposta diferencidvel num
4 u av do IR?. Prove que
b
B Y= Lauer 2 e .
AR e AR e (Y)Y aF > 1 @F *  9F =
> :.vf(x-)'.i'.)=—~(r.6.:) g+t - —@0)v +—(r82)k
e ar r a6 Az

u adv
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-

onde u = cos ¢ ? e o N -
: senf j e v = —sen6 i + 3
: Cos @ 5

T

25. Seja F(r. , E : l
@) =fx 5 2), comx = r : :
= rsen . ; :
Suposta diferencidvel num aberto de IR, Pr:\CLO\ . e, GGZ% 4 4
(] i .
e /% - ‘ |
fxy2) "; (r,O,¢) u + B o (r. 0 1 4 '
rsen¢ g6 qp) e F =(r &
roap
onde 1 = (sen v cos @ e : R VA I)A :; 4 111
Sen ¢ cos @, sen ¢ sen 6, cos @) v — % ,’?
0s @), v = ’ E I CIAIS

COs @ sen 6 —sen ¢).

(—sen (I,cOsg)e :;
=

—_—

ORDENS SUPERIORES

21 ADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES

L}

3 - 5

30 z = f(x, y); na Seg. 10.1 vimos como construir as fungoes ;j— ¢ ;j Da
ox y

podemos, agora, construir as fungoes:

(af 2f_ 8 .’df) @S L(a_f} e
ax \ ;

dy2  ay \ oy ) axay ax\ay f 9y dx  dy Ldx

;%[ﬂ} Bf _ . (9f) Ietc

dx2 | ax ay ax (h \m ax
i Sejaf(x, y) = 4yt — 6x%y + 3. Calcule todas as derivadas parciais de 2. ordem.

f (x, y) = 20x° v 12xy e f-f (x,¥) = 16.\'5_\-3 - 6%

(x )) = -~(7()x \ - 12x) = 8().\'3)"3 - 12y.
ax

5 (=

y )= _'L(Z()r Y = 12xy) = 80xYy’ — 12x.

r')
[i (x, y))= - —(l(\ \ — 6 )= 48x° \
y
3 i y) = i[-‘r'—'-’-(x. = (l(n Vv — 6 = 80xy® — 12x.




iai  Superiores 277
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condigao suficiente para que tal igualdade ocorra. Antes de enunciar
s .uma

a*f = f 1 pe-NOS u de classe C". s .
N = b - definir fungio S das as
ote que, neste exemplo, - ax dy (5= 3y 8 (‘ ¥), para todo (x, y) = : val!los IR> = IR, A aberto, ¢ dita de classe C " em A se f admitir todas as

3 ', NG

de ordem n continuas em A

[ »? : e p‘m que enUNCIAremos a Seguir conta-nos que se ffor declasse C*emA, A aberto,
EXEMPLO 2. Sejaf (x, y) = 32 2 s {6 )#(0,0) %, ; S 3 f e ?f serdo iguais em A.
0 se (x, y) = (0, 0). : qadas parcials mistas = 7o 0 € By ox
Mostre que 2 asse C*em A
(de Schwarz). Sejaf: AC IR — IR, A aberto. Se f for de classe C” em A,
) 2L 0 0)=0 b) i (0,0) =1 | 2
a) ——(0,0) = = 2 42
dx dy dy dx = g 2 (x,y)= i (x, ¥)
axay dyax
Solugao &
- todo (x y) € A-
’ )
@) Devemos, primeiro, determinar {EJ} . Para (x, y) # (0, 0), temos: L
g ; g -
) icios 14.1
B i 3?2 (2 +y) - 24 _ pt £3x%2 Chlcule todas as derivadas parciais de 2.* ordem. \
ay (a2 s - N z=e" =
; sm(|+x*+>) dgxy) =4y +y’
Em (0, 0) temos: £}z
d . (0, ¥ e = . Verifique que
of (0, 0) = lim LON-F0.0 _ = 0.’Assim, f(x,y) y?
ay y = y : 2 2 af
[ xy? +3x3y2 ‘ )x—f-(x.y) 2 f oL 33—(1 )
a () ?—,+—,)—‘;- se (x, y) #(0; 0) a’;’
o ] X2k ya)e
) 0 se (x, ¥) = (0,0). )3 2 0" Nt &= o2 + y2 )
Temos, agora: ‘ 2 2
Verifiqu quea f+ii—0 onde f (x, y)—lﬂ(X b ).
af af ax?  ay?
325 _". (x,0)= = (0, 0) 2f ;3 " , B
L (0,0)= lim - DY —0ouseja, - (0, 0) =08 af a_z_= e
dx dy = x>0 x—:0 ax 9y : | ﬂlﬁquequex ax dy 7 ay? Qrome s =i
mf g:A C IR®— IR, A aberto, duas fungdes de classe C? e tais que
af (‘M se (x, y) # (0, 0) (veri of _ag of _ _ 9
b)_‘T(\ y)= (x +\-]' : -i;:za_);eav ax’
£ ]0 se (x, y)=1(0,0).° z ’
YE que
o f af e
o ™ (0, ¥) = =L (0, 0) - X s 1 r
Pf 0,00= tim S5 9x "7 g gu e, 2 0L 4 23) g X842Lan
dy dx y=0 y—0 dy 9% ' ax? ay? ax ay*
f:A C IR — IR de classe C2 no aberto A. Justifique as igualdades.
; . a*f 2f k. 2 2 ?f  af
O exemplo anterior mostra-nos que a igualdade e -(x, )= ‘a;"a‘; & 0" f 3% f ) af _ ¥f o -
ax ay o Y ST aydz 9z ay
se verifica. O préximo teorema, cuja demonstragio € deixada p'tra cxercicig; dy dx dxdz 9z dx .

ey ——— e

AR it v AR
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12,

13.

14.

15.

- Sejau = f(x — at) + g (x + ar), onde fe g sdo duas fungdes quaisquer de umg

- Sejamx = x(u, viey = y(u, v) duas fungdes que admitem derivadas pmcl;aismlm mesat
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A de centro (xg, Yo) € contida em A. Sejam h e k tais que (xg + h, yo + k) pertenca a

: 1
cSejaf(ny, 2) S ———— e Verifique que 3
[x2 4+ 32 4 2 ainda. o) T (X ¥
L B k) = fGo + h Yo + k) — [ (Go. Yo + B = (o + B yo) + f (- Yo
'?.i + a;j: + _d-_f =0 des @ (1) = f(t. yo + k) — f(1. ypre p () = f(xy + h 5) — f(xg, 5.
ax2 2 52 sidere as fungdes @ :
que . o
Jx S a2 i ; H k) = ¢ (xg + b — @) = pOo + B = p b0
. XY = Se (% 2 : ‘ 5 B
- Sejaf(x, y) = % x4+ )‘2 4 ) (,alculc-‘f(o_ 0)e azf S jste t; entre Xg € Xo + htal que
[0 se (x, y) = (0, 0) xdy - ayax g 3 i af
- Sejau(x, 1) = A sen (aAt + ¢) sen Ax, com A, a, A ¢ ¢ constantes. Verifique oo+ ) — @ () = Q) h= [,f;_ (. Yo + k) — —0: (n. _\'n‘)] h.
2 ax :
u , 3u e
— =g R . : csie ne yo + k. tais gue
az ot ; i Prove: existem 1 ¢ 51, com /| entre xg e X + fie s) entre yo € Yo e

-

Hh k) = iz (1. 51) = @ (xg + ) — ¢ (xg)
ax

derivdveis até a 2.* ordem. Verifique que

5

3 u u : ! ; ntre vo € o + K, tais que
= i “Prove; existem rp € S, COm 1, entre x, € Xo + h e s; entre v € ¥ q

ar? axt’

2D

o f .
= —=—(15. 59) = p ¥y + k) — p ().
A.Suponhaque (I, 1) EAeque x(1,1) > 0. Suponha,ainda,quepmm(uv) H (h, k) ax ‘7}_(3 $2) = P

3 3 - 3
Xty =u-vexy=u-2vw. . i ‘ at f o f
5N . Prove: Xgr Yo) = —— (xg. ¥o)-
N B-c  ox ay( &70 ayax

Salcuic (;“x u=1 0. A razdo de considerarmos a expressao H (h, k) ¢ a seguinte:

du -
v=1 1 ; f(xp + A yo) — f (x4, ¥o)

: )= lim - .

g h

R

S z= >0 ¥ Veri n : a
Sejaz = xye . Verifique que , 3 & A s o E Ry -(;f (Xq. Yo)
1 i 3 ) X
3z &z \ BRI ) = fim — =
bg — 4+ y = () 4 . { - 0> Yo 4 k
ax® 7 ayax? ly 8x k=0

Seja z = f(x, v) de classe c?no aberto A ¢ se

ja (Xg, o) € A. Suponha que f(xg. o) S8
para todo (x, y) € A. Prove que :

i L o+ yo + k)= f(xo Yo + K)o flxa Hh yo) T fxo: Yo)
: J.«To h b0 v h -

k0 k

2 22

il
5 X yo) <0 e _—{(Xo, yo) = 0.
dax~ ay~

1 J b | - o + k) — fxg + h yo) + f(x0, Yo)
Interprete graficamente. S E'im | 5 f(xg + h, yo + k) — f(xg, yo + k)~ fxo 0 :
= k=0 |h0 hk

Sejaz = I.l. 4 [J:‘scn 12 dt] du. Calcule

, : APLICACOES DA REGRA DA CADEIA

z 2 4 "ENVOLVENDO DERIVADAS PARCIAIS DE
- ORDENS SUPERIORES

2

d
ax dy ax2|x=1
)'=l

a af Jefini Ja .
Sejaz = f(x, y), (x, y) € A, com A aberto. Suponha quesg . gcsm

a)

m f(x, y), = x(t) e y = y (1) diferencidveis. Pela regra da cadeia, temos:

2 <> i A; €I o a dx _af dy
que —0(1 E{y e ﬁf: sdo continuas em A. Seja (xg, o) um ponto qualquet. de A - Z oyl = 3{_ G E‘ -, _‘; G5 o
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ou

2=V £ ["* dy).
dt’ dr

Suponhamos, agora, que as fungoesi e 97 sejam também dif, : T :
ax ay’ “mbem diterencigveis ¢

a
te del em (x, y) é:
ax

VO gy i(ﬁ .)i(ﬂ ,
“(r Kl (d.\' ax (x’))'ay ax (x’));

2 “
2f ) dx f e d
' g EL(X’)’)]:: z N 55 dx( Y
ou seja,

8f (83 . 8if
Vor """"{m—-z“'”’ 7 5D

Temos, entdo, pela regra da cadeia:

U v yl=v 2 [i‘l ﬂ):i(ﬁ )i"_ i(ﬂf |
dr[ ")J PR e e ) )d:+ayvax{x”

; e, dy _ ,
1indo em@(lembrando que o =3¢ - )vem.
f

~f
Assim, 425 y)
=9g}—£—(x.y)+6 L (x, ) b Pty
d[af i dx . 8?
r g [O_f (.X, ))J = (', ';{ (_\" _V) _— —— ¢ f ( y) ;ﬂ. a2f azf
dr | dx dx dr dyax it T a Cz' v Logo
dydx  dxdy
Da mesma forma, ;
‘ ,: 82f f y) + t )
d [of a (of ax | 4 (of J dy g H=9"%(x o
— Y, —e s O ) —_—t — | — (X, v) —_ 6 2
dr [ay (x ))} dx {By or '))) ot ady [Gy ) dt 3 <
[ 1.

€, portanto, . ) ‘ )
' D 2. Sejam f (x, y) = ©y, x = 3rey =2t + 1. Calcule g" (1), sendo g (7)

2 . 2
; [df( y)]— . ("'J')éﬁ‘ﬂ(x.y)iy‘-
dr | ay 't

2 = r: : 3
EXEMPLO 1. Suponha f (x, y) de classe C* num aberto do IR>. Seja g (‘) e : o
Expresse ¢"(r) em termos de derivadas parciais de f. , 4 {pela regra da cadeia)
Soluga, gW=fy x=3tey=2t+1
2] ll('(l(l 3
“Mplo anteti
gM=fxy,x=3tey=2t+1. : o

g(l)——lf(x y)J——fu.y)d f(

42
" a*f ?2f + 4i_f_(x. )
y) g (n= 95‘7(& y) + 12 ax 9y x ¥ ay2
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onde x = 3re y = 2r + |. Tendo em vista que

oF o2 f (x. ¥).
g o= 2"‘{"(‘ »+2r '—(x' » + 3 By 0x

52 2 ;
L = 20644, f S ) = 200y e 2
dx- . (’)y- y) 12:5 3 - C num aberto de IR".
It Sejavz.= f (x.x 2y onde f (x,y) ¢ de classe
resulta, ; T
; / sos de derivadas parciais de f.
g (1) = 180xy* + 240¢%)3 4+ 48252 emteﬂ?“

€, portanto, ‘ )
¥ = ), onde y = X",
g0 = 18030 2 + 1y* + 240 30* (2t + 1y +48(3‘)s(2r+1 ) z=f(xy),0

' b D
. processo % 5_"_[,—(‘,’ M= _L(x )) 3;‘-()’. » dx
g =G0’ 2+ 1)%, v
gm=1500" @+ 1* + 839 2+ 1% ’
Port; &y + i,
ortanto, : % .
g (=180 (2r + n* + 120 30 (21 + 1)+ 120 (30)* (21 + 1)34‘48{3!)5
u s¢
o 3 4 4 5’ E d’z _ d i’i(x,\') +—[2x~£(' \']
g0 =180 30" 2r + 1)* + 240 30 2 + 1)’ + 48 B° @0 + 1 § T e

EXEMPLO 3. Suponha f (x, y) de classe C2 num aberto de IR2. Seja 8dalhl’h'

? d[a _a (af ‘ﬂ‘("f, )]—
A g %(x, . —[-_i (Xy y)] 3 ; ('E Lo dx dy \dx dx
ondex = e y= r Expresse g’ (1) em termos de derivadas parciais de f.

Solugdo 52 f_(r 5

Pela regra de derivagao de um produto, temos:
g (= °:—£(t 50 e lf = I[ﬂ (x ))J

Como 92
azf -—f(x v)}
_zl(t ¥)+2tli—éx—a—(xs\)+2xa

ay

ax
& f a?f dy
=—=(x .») + (x, )= -
2 ay dr : : 2 a2 f :
’ a2 " :z 4 2 2L y)]— ﬂ(x.))-i- 2x : ({y (x,y) + 4x? ;)jz—(x'))-
= Zl—f(x y) + 37 S —(x, y) 1 ay

dy ax
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Substituindo (2) e (3) em (3) e lembrando que f¢é de classe Czl méillta:

285
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d’z _ af -f ¥z @z
! ) + 4 ; af : = =1,
de*  ax? 2\ ) ax (r ) +ax ‘*(«lr )+ 2& = (x, ). 3 ou> o2
3y )
EXEMPLO S5.Sejaz = f(u — 2v, v + 2u) onde f (x, y) é de Classe.CZ . :
Expresse o2 * em termos de derivadas parciais de 2 o z=z(xy),x=e‘ey=e.
ks
Solugao
. d dz d dz ay
Z-f(.\’._\'),x=u—2vc =y + .(’_z.(_-_--i—-————
Y=y du dx du dy du
9z _ af ax  af F
X, V)] ==(x, y)— + = y
du d i lf( )= ox (. )) ou i ay (x, V==
. az _ u0z
ou seja, — = —.
du ax
_‘?_5 F— af y af m e d-
au K(x’ N+2 a—y(x’ y)- E NOTACAO. Aqui —deva ser olhado como fungao de x e y, enqudn(u’—
R d adu
Segue que, hado como fungao de ue v
a2 a[af ol
°z a [af
b —(L)'):l+2— —(x, M| .
ou  du [6.\' ou | dy ) 3z o HOE + e“"i [}E]
Como du ax du L ox
m vista que
a [af 3 f f
aul: (x, ))] (X})+2 (X)) i[ﬂ] F (az)i’i ‘:’_[a;)ﬂ_cu a:’.?
o du [ dx ax \dx /) ou  ay \ax/ du ax?
a |af a (af dx af dy
—x|=—|— y — = 2 , :
du [8)’ (x )] ax (a' *x ))) du dy x y) ou 0°z _ i:;_ b ?.u‘_’_:i‘
ou” ax Ax>
2 2
o @of Gan { G do de forma aniloga obtém-se
dx dy P&
resulta 2z .9z awdiz
5 = € —=1e o ]
2 f 3 : a2 ey oy
92z _ 92 af a2
=—=(xny + 4 —5-(x. y) 8¢
2z At (x. ) oy (x,y) +4 oy xy @ e @) resulta
EXEMPLO 6. Mostre que a mudanga de varidveisx = e ey = € transforma & 3 Lt 0z _ ‘_’2 e ‘(«,2: P Lae v 0z _
s ; 2 w> o av? ax> ay? ax ay
X 2 L T S 5 3%z | 28%z , 9z, 82
X +x—=+y—= =y by —+x—+y—=1L
ax? ay3 ax ay * ax? 4 ('iy2 ! ax & ay
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Exerclcios 14.2

3 g = ux y), onde x = rcos fey = rsen 6. Verifique que
= A7, A 3
(Quando nada for dito sobre uma fungio, ficard subentendido
! ) ue se k
¢? num aberto.) T #ﬂhdem un

! 2 LT 1av 1 a%v
| AU
ax? ay* ar- r ar r- a0¢
: ! 2 ) erivivel até a 2.* ordem num intervalo
classe C~ num aberto de IR”, g (x) derivavel até a2 ordem n \
: ("'mfs) :::a. paratodox €1 f(x. g () =0(istoé,y = g(x} € d.ada upphcuamemc pela
e 0). Expresse g" (x) em termos de derivadas parciais de f.

=33

1. Expresse g’ (f) em termos de derivadas parciais de f, sendo & dada por

d . e
ﬂ)g(n=%(,.-,y).x,12”__,scm. : of (X ), =
‘ quef(x 0 satisfaga a equagdo
by g(n = Ay, 21). |
4 atf _Ber
3 1 _os
c)g )= -_f“:‘ 2 +5 ﬂ(scn 3, 1). ax: a2
9x ay

2. Expresse g” (1) em termos de derivadas parciais de £, sendo g (1) = £t 4n) 4 : ; B £ (1 1) = 5. ), 00 dex=u+vet=u~—v satisfaza equagio T,\_;); =0.
: : » uma colegio de fungdes f (x, 1) que satisfagam @.

3. Considere a fungio g (1) = f(a + hi, b + kt), com a, b, h e k constarifes,
a) Supondo f(x, v) de classe C 2 hum aberto de IR?, verifique que . que f (x, 1) satisfaga a equagao

2 2
AU c? -‘3—{ (¢ # 0 constante).

af a*f f

" 2 - 62 :
1=} X, y) + 2 ) T J rn b 45
g =h o) (x, y) hk Sxoy (x, y) + k° 6)'2 ) . a2 T
onde = ac) ey =Pk, : Jetermine constantes m, n, p ¢ g para que g (i, v) = f(x, 1), onde x = mu + nves = pu+
b) Supondo f(x, ¥) de classe C 3 num aberto de IR",, verifique que : AT . satisfaca a equagio a : —i0:
K g £ du dv

Petermine uma familia de solugdes de @.

: F(r, 8, t)_‘=;f(x, y, honde x = rcos.fey = rsen 6. Suponha que {c # 0 constante)

2 2 a2 g
LT [u \ 0_1]_
ar?

. ".‘ : 33 3 ::
g =k —'—4 (x, y) + 3k ——2—(x, y) + 30k° —f,(x. »+E L:- il
ax ax= dy dx ay* dy 3

ondex =a+ htey =5+ ki

3 Y
4. Considere a fungao h (x, y) = f (,'('2 + yz, x2 — _\'2), onde £ (u, v) € suposta de classe c""_v

& h af af 1. .2 é*r a*f (M G
(xy) = 2[— (1, v) + — (u, ‘-)J+4.r —(x, ) +2 (u, v) + =54 stre que
dx> au av au? du dv ”2
5 ; 2 42 32 2
()ndcur.r:-é-}'“cr-:.\'z")-2. g 3 g i 8F=(,2 °F LdF+_l_£.
3 : ar’ art 2 a8>  roar
: df . > g 2 P
5. Conside z =2 (x. sen 3x). Ve . que A 02z Az :
onsidere a fun¢do z e (x, sen 3x). Verifique que Mz =2 (x y),x = e cos vey = ¢ sen v. Suponha que ‘ =+ = — = (. Calcule
1 dx* ay~
iz a2 a2
Sorad { (x, sen 3x) + 3 cos 3x S (x, sen 3x).7 3’z ¥’z
dx  dx- ay ax R
du~ av-
6. Considere a fungao z = x B (2x, t"’) Verifique que : - F 8> F a*F 8t F
At P A -G(u*V)":M.u:xd_vcv--i.Suponhaque_ == e =il
; : 2 - X x ax= ax oy ay*
3 r 2 2 D . ¥ G
d* a“ 3 4 ucule ——
& o P+ 1|2 LA 3.1-2-—Tf (2x, % )]- et
dx  dy dx ay ay” : , ;

7. Seja g (u, v) = f(2u + v, u — 2v), onde f(x, ¥) € suposta de classe C 2 venfique 455 uma fungio u (x, y) da forma u (x, y) = F (.\r2 + yz)quc satisfaca a equagio de Laplace

32 32 2 2
L P S

e av? ox= ay“
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b) Faga a mesma coisa para fungdes de trés ou mais varidveis;

16. Verifique que a mudanga de varidveis x = g COS 0~ rsen ge Yo R
constante, transforma a equagao iXH 0L

15

8214 5211 ;
?)F ‘))7 =0u=u (x, ) _*‘ s
. i OR MEDIO
- : °
—a—"+-d = 0= us ) REMA DO VAL
ds> dr* s

c SRMULA DE TAYLOR COM

° o gt - RESTO DE LAGRANGE
¢m
a%z .

Determine, entdo, uma cole¢io de solugdes de @)

18. Suponha que z = » (x. y) satisfaga a equagiio

ZOREMA DO VALOR MEDIO

§ teoremas a
3 variavel real € o teorem

. : y de fun¢des reais de uma

& o E i | g Cdku::mos estgndc lo para o caso de fungdes reais de duas

e ey T sta secao, v

= % oy o ‘ médlo(TVM) Nesta seg

Oes reais de
is reais ¢ dclxarcmos a cargo do leitor a tarefa de generalizi-lo para fungd

. ¥ A% S ento
.'v ‘ i 0s ln[l'()dl.lllr 08 conceitos de segm

J7ed %jam Pye Py dOlS pontos do IR% o conjunto
4 PoP, = (PEIRZIP=Py+ AP, —Pp0=A=1}

52
: P ] ¢ % 0%z
Fazendo a mudanca de varidveis y = ¢% o y = ¢', calcule —- + 2

au* du av ou

+ 1 pon-
Ing -ﬁea'egmentode extremidades Py e P). Sejam, agora, Pg, Py. Py, ... Py 1 pe
ntos do IR“; o conjunto

' PyPy U PP, U ... UP, _ (P,

ha-se poligonal de vértices Py, P, ... P,

‘ értice: o S
0 de extremidades P, ¢ P poligonal de vértices P, P\, P, Py, P e Py
iz 0521
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" /Teorema
Teorema (do valor médio). Sej s ; W ;
g ! . Sejam A um subconjunto a 2 : AR-R
pontos de A tais que o segmento PP esteja contido em Abeno do g8 Pyep, R — 21 rcsdlts,
y) for diferencidvel em A, entio existir4 - Nestas cond ke A — h
2 . idvel em A, entdo existird pelo menos um ponto P ing ; :
o) (isto €, P pertence a PyP| mas ndo € extremidade) tal que €O 80 Seona _ -
3 f(Pl)‘f(Po):(Vf(P)‘“)"Pl‘P(l“

f(P) = f(PY) = VF(P)- (P, - Py.

fR) - F(B) =-L5 (PYIR - Rl
Jdu

Demonstragao

Consideremos a fungao g : [0, 1] — IR dada por

EW=f(Pyg+t(Py—Py),0=<:<]. )~ F B g
= (P). (R # R)

R-RI 5

Esta fungdo g fornece os valores ass ' B
T R ! s que f assume nos pontos do §
dlft.anCl.ablllfiade de fem A, segue que g ¢ continua em [0, 1] e dcﬁv‘;%:;emo PyPi
TVM existe 7 em 0, 1[ tal que ' em [0, 1. F

se f(x, y).for diferencidvel no aberto A e se PyPy C A, entdo existird P interno a

= — F
A b— . € a taxa mée-

g(l)—g@=g' (7). - : e
g . o “queaderivada direcional de f, em P,enadiregdo u = m T

ou seja, i)
variacdo de f entre os pontos Pye Py, Py # Py.

e acdo. O enunciado do TVM para fungio real de n varidveis (n > 2) €0 acima, subs-
|H por IR".
sios 15.1

g —g@=g' (1)

Como g (1) = f(P)) e g (0) = f(Py), resulta

f(P)) = f(Py) = g' (7). : .
Detern in¢’' P = (X, y) como no teorema do valor médio, sendo dados:

&) FGu )= 22" + 3y, Py= (1, De P, = 2.3).
B) £0oy) = 2 — 3y° + xy, Py = (1,2) e Py = (4.3).
B [y = + 07 Pp=(.DeP = Q2.2

Pela regra da cadeia

' W=V (Py+t(P =Py vy )

Seja f(x, y) diferencidvel em IR? ¢ suponha que existe M > 0 tal que IV f(x, y)ll = M, para todo

onde y (1) = Py + t (P — P). Temos
4 ¥). Prove que

YU)=Py+t(P,—Py)=>vy (=P, — Py
- 1 0 1 0 e If(x, y) — f(s, D<= MU(x. ) = (s nll
ssim, . . :
Muaisquer que sejam (x, y) e (s, 1) em IR™.

=V f(R+1(R~-R)(R-HR) ’5"‘ f(x, ¥)'= In (x + y). Prove que
onde P = By + { (P — Ry) é um ponto interno ao segmento PyP; pois 0 < f <1.Pog b ; Fxy) = flnl=sley) = ol
" s‘l.“el'ﬁl_llc sejam (x, y) e (s, 1), comx > 1,y > Ls>ler> 1.

fP) — f(Py) =V (P)- (P, — Pg). "

Pelo TVM existe P interno ao segmento PP, tal que

.:FUNC()ES COM GRADIENTE NULO

"Os interessados, agora, em estudar as fungdes que tém gradiente nulo num aberto.

_P!;@,.uﬂ - Rl _:'
' i b ) for constante num aberto A de IR?, entiio V £ (x, y) = (0, 0) para todo (x, y) EA.

f(R)— f(R)=Vf(P) (R — B)=Vf(P)-
B ] (A — Ry)=Vf(P) T
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‘ . al 1i'gand0 P a Q tem pontos que nao pertencem a A. (Observe que 0s pon-

J1oOl

Entretanto, pode acontecer de uma fungio ter gradiente nulo em todo,
¢ £r S s "0, nio pertencem aA)
‘ 4

sem ser constante neste aberto: a fungio

05 pontos de
‘ ';;'.

ema. SejaA C |

R? aberto e conexo por caminhos. Nestas condigoes, s¢ Viix, ‘\
4p) para todo (x, E

y) em A, entdo f sera constante em A

2sey>0el<x<l 7 3
1 .-

:J.-"-/-‘/ :

; : 3 : doP=(xVEAflxy=

: nto de A; vamos provar que para to 3 i -

Py~ (onYg)cg:;gg por caminhos, existem pontos Py, P, oy f’" ; ,_;P,;n 4P per
i'. qﬁe a poligonal PoP U PP,V ...UP, . |P,, estd contida em A.

N

tem gradiente nulo no aberto A = {(x, y) € IR’ y>0,0<x<loul<cx< 2} 3
€ constante em A. . -
Provaremos a seguir que se uma fungio admitir gradiente nulo em todos os pontoth
um conjunto A conexo por caminhos, entdo a fungio serd necessariamente constante
A. Dizemos que um conjunto aberto A é conexo por caminhos se, quaisquer que fofe
os pontos P e Q pertencentes a A, existir uma poligonal, de extremidades Pe @, co
em A. \ it

MPLOS ; o " ;
EE : brema do valor médio, para todo i existe F; internoa P; _  P;(i = 1.2, -, ) tal que
@) A = IR? & conexo por caminhos. 8 . o s s
b) Toda bola aberta é conexo por caminhos. : . : fP)—fPi- = Vf(BY (P = P;=1)

c) :

-'-' V(P) =0 (hipétese) resulta
' J@)=fP; 1)

2 1,2, ..., n; assim,
f(PY=f(PY=F (P = ... =f(P) =f(P)
ara todo (x, ) € A, f(x, ¥) = f(Xg. Yo)

¢ conexo por caminhos
nto S y) = f(xg, yp). Fica provado assim que, p

o 3, f€ constante em A. w
DA ={xy€E IR’ [y=>0,0<x<1loul < x< 2 }nioéconexo porcmﬂm- 4 E ;

|

. RELACAO ENTRE FUNCOES COM MESMO GRADIENTE

- Teorema 1. SejaA C IR? aberto e conexo por caminhos e sejam f. _g guus‘fu‘nq?:i
© admitem derivadas parciais em A. Nestas condigoes, se Vf(x, y) = Vg (x,y)p
o (X, y).€ A, entdio existird uma constante k tal que

gl =flxy +k

:‘Q

() T

fa todo (x, y) em A.

[=3
—
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Demonstragao i Seopar Gy
ox '
Sejah(x, ¥) =g(x y) = f(x, ) (x, y) € A; como df
> =Q(xy
Vax ) =Vegxy) - Vfy xy) €A, . :
. ' ' - 2 : . i segui sentaremos uma condigdo
segue da hipotese que V h (x, y) = (0, 0) para todo (x, y) € A. Como A é oo 2 & pre solugdo? A resposta em geral € nao. A seguir aprese

e o sistema admita solugio.

Wiy

resulta que h € constante em A; logo, existe uma constante k tal que & (x; Y=

'/ paraq

N

kem 47y

gN=fxy +k _ oy MRS Se;iam P (x, y) e Q (x, y) duas fungdes definidas e df c!assc c rlum
paratodo (x,y) EA. m ‘ o -‘ |RZ. Uma condigdo necessdria para que exista uma fungiof: A — IR" tal

para todo (x,Y) € A.

O teorema acima nos diz que duas fungoes com gradientes iguais ni«m conjm,;“ :

por caminhos diferem, neste conjunto, por uma constante. " af
= (x,y) = P(x,y)
dx

EXEMPLO 1. Determine todas as fungdes f(x, v), definidas em IRZ. talsquc o
= (x, y) = Q(x,y)
(%I

T sy
@ g Q = '3_P em A
> =2x3y + y2 x
Solugdo _

Observe que duas fungdes que satisfazem (@) terdo gradientes iguais; logo, deverao| L e tal f exista; assim
por constante, pois IR” é conexo por caminhos. Basta, entdo, determinar uma solugdo dek g Ll RS
e qualquer outra serd esta mais uma constante. A fungao v 3 :

% x, y) = P(x,y)

- (x, ¥) = Q(x.y)

3}'

ido os dois membros da primeira equagdo em relagio a y € 0s da segunda em relagdo

s
Xy +dx em A.

satisfaz a 1.* equagdo (obtém-se tal fungio integrando-se a 1.* equagdo de ®e
mantendo-se y constante). Por outro lado, 2

x.%),z + % Emos, para todo (x, y) €A,
satisfaz a 2.* equagdo de (0). Segue que g)g (xy)= %f (x,y)
S :
i -
X '\’- + 4x + T
satisfaz (). (Por qué?) Logo, gxg} (x,y) = %?— (x.y).

P € 0 sio supostas de classe C', resulta que f serd de classe C>; pelo teorema de
L
“Oxdy  dyor

).3

il y) =y +4x + %tk *k € IR)

. Logo,
é a familia das solugdes de (.

Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas fungdes dadas, definidas num aberto A do |
que se coloca é o seguinte: o sistema

emA. =

R2 O prob?

¥l

-(9—P=
Py
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EXEMPLO 2. Consideremos o sistema

&

— =Xy

Il
-

CYEIEY

) J !
Como 5(\ (xy) # 5‘— (v)em IR?, segue que ndo existe fungio definida ?m Iquug

o sistema.

EXEMPLO 3. Determine, caso existam, todas as fungdes z = f(x, ‘_v) lﬂlsque

£t -
P R B
o X Ty emIR? - ((0,0)}
B ¥ ey i
{ oy X2+ .‘.2
Solugdao
_3_ i _ —-2xy
| x? 42 (x2 + ¥2)2
e
2l ¥ _aagde 20
oy |\.t"' + ‘\'2 (x2 + _\'2 )2
Assim,
%” - ? em IR? — {(0,0))
g X
X v -
onde P(x,y) = ———= e Q(x.¥) = ———= —¢ 7.
X2+ y2 x2 + y2

A condigiio necessdria estd verificada; o sistema pode admitir solugoes.

verificar que

= l In(x2+y*)+e ¥ +k (k€IR)

¢ a familia das solucdes do sistema.
Uma pergunta que surge naturalmente ¢ a seguinte:

ma sera discutido no volume 3.

Deixamos 8503

. teol
a condigio necessdnd do o4
¢ também suficiente? A resposta ¢ nio. (Veja Exercicios 9 e 10.) E
restrigoes forem impostas ao conjunto A a condigio serd, também, su
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Pt

o 15.3

". termine todas as fungdes f - IR® - IR tais que

tn

2.2 3
a) % f_9x y- — 10x, % =61y + 1
‘ Z =y cosxy + 32—y, 4 =xcosxy — x + 3)'2
i a t (}."
Ent g Y o 1+ y*

Determine a fungéo f: IR IR cujo gréfico passa pelo ponto (1, 2, 1) e tal que
Vi, y)= (Zr_\'3 e DX 3.:2)'2 + 2y — 1).

{

'Dcmrmihe a fungio f: IR> > IR cujo grafico passa pelo ponto (0, 0, 2) e tal que

Vikx,y= [ * 3 4 kS ye"" ]

1+x2 +y2 1+ %% + y?

CExiste fungio f: IR*> — IR tal que
3 ; Vi)=& +y +1, % - ¥+ 1),

;m todo (x, y)em IR*? Justifique.

-- et '_ 2= (xy). y>0,tal que ¢, (1. 1) = -}e.pam todo y > 0,

Vo= =2 —= ]
% g [xz + _\"’ _rz + _\-2 /

1

P IR . 27
' '* STNe 2 = @, (x, y), x < 0, tal que ¢y (= 1, 1} = T‘T e, para todo x < 0,

V¢3(".‘ .")=[ 7V d % S ) x J

3 x2 4+ y2 x? 452
EQa: R y 2N
S€jad = ((x,y) € IR’ Iy > 0} U {(x, y) € IR? lt < 0}. Determine z = ¢ (x, ), (x. ¥) € A, tal
i 3
4 1, 1) = T e, para todo (x, v) € A,

Vol y= |
- X2 432 x4y

-*“' gestdo. Utilize os Exercicios 5 ¢ 6.)

¥ b

U " = v 2
. “mpOde forgg_,s F (x, Y =P y) i +Q(xy) j,ondePeQ sao fungdes definidas
3 aben‘ 0 A CIR7, denomina-se conservarivo se existe um campo escalar ¢ : A — IR tal que
1 2
i Vexy)= F (x, y)emA.
Om. m ﬁl & o . Z -

o nt;ﬁo ¢, quando existe, denomina-se fungdo potencial associada ao campo F.0O
o de forgas dado € conservativo? Justifique.

3 : ~> —
. 3hy)=xi+yj B F @Y=yt —xj
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10.

12

. Seja F oy =Py ! +Q(xy) J Umh*mPOdef“TQa“"mPeQdeﬁmd”e 5
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e
o

2 ,2

~.> -~ : x
aFwn=rT+a+m] HPapaSitriT B 0. y) = 5+ 75 cvergia poencia asociada do e E:
, , - » (x= + )'2 )3./2 {! E " F
e) Fx,)=4i +x°j HFxy=e (Zx_g? ;2 . : DM““
LAY AN . N Umapankulade massam = 1 & abandonada na posigao (1, 1) com velocidade inicial v(, =

E ; (-LD. Sendo F a tinica forga atuando sobre a particula, determine a posigao v (f) da par-

Seja 1' Ly =Pxy) : +Q0(x,y) J um campo de for¢as com Pe me ticula no instante 1. Desenhe a trajetéria descrita pela particula.

ACIR%. Seja y (1) = (x (). y (1), 1 € [a, b), uma curva de classe C  com y(a) =
uma curva fechada). Suponha que, para todo t € [a, b, Y () € A, vaeql;v A
se

conservativo, entio, Seja }-‘ a forga do exercicio amenor Uma pamcula de massam = 1 € abandonada na posi¢éo

. 0) com velocidade inicial xn = (0, 2). Sendo F a tinica forca atuando sobre a particula,
wmnne aposi¢do y (7) da particula no instante . Desenhe a trajetoria descrita pela particula.

i

b=
I F(y(1)-y(t)dt =

> =¥ 53 x 2 e
S . o A== i + X - A3 - -
AEE WS g et a0 -.PomNOMlo DE TAYLOR DE ORDEM 1
a) Verifique que, para todo (x, \) (0,0, -
it f(x. y) de classe C* no aberto A C IR?. Sejam (xg, o) € A € (h, k) # (0, 0) tais que
L (x,y) = x mento de extremidades (xg, yg) € (xo + h, yy + k) esteja contido em A. Consideremos
*y) (x,y)

oy o i¢do g dada por

onde P (x, y) = — — + - e Q(x,y) = —x—,. W 4 g (1) =flxg + ht, yo + k), t €[0. 1].

2r ki ki n ece 08 valores que a fassume nos pontos do segmento de extremidades (xg, ¥g) € (xg +

i+ k). Esta funcdo g desempenhara o papel de ligag@o na extensdo da férmula de Taylor
fangoes de duas varidveis reais.
fla férmula de Taylor, com resto de Langrange, para funges de uma varidvel, temos:

b) Calcule 5 F(y () -y (1) dr, onde y(1) = (cos t, sen ?), 1 € [0, 27).

c) Fe¢ conservativo? Por qué?
.o'. E ) i

' g =g +g O -0+ 2 a-0
no aberto A de IR”. Se F for conservativo ento existird uma fungao escalar U (x, y) definid B
em A tal que f = V U'em A. Uma tal fungao denomina-se fungao energia potencial ass0
ciada ao campo F. Determine, caso exista, a fun¢ao energia potencial associadaaoﬁmpb': -

m fem J0, 1[.
ulemos; agora, g'(1) e g"(1):

dado ¢ satisfazendo a condigao dada. a df d
3 - = P “
a) F (x,y) = — 6x ,"_2).!' e U0, 0)= 0. g= ““[f(\' nl= (l ))_'+ {)y(h))"_i;
» =
P EPEET #5 j’ e U(0,0) = 0.
» td
1 o
. LY cyGe= L o & F
X \,r-+» 5 !Z(’)_a (x, ))h'*‘a)(x»)')k
P r 4
HF yy=xi —xy] eU(,0)=1000. 3
Seja U (x, y) = 2¢° + — ° a fungio energia potencial associada ao campo E. A .
2 ; g §d d
a) Determine F. ) ula. Al g"(t) F [% (x, y)] it [i (x, )’)] k=
b) Uma particula de massa | é abandonada na posigdo (1, 1) com \'C|0Cld3dj° e % dr | 9
que F &a dnica fora atuando sobre a particula. Determine a posigao ¥ (0= O 3 = 3 f Y+ —= 9f (x, Wk |h + oS (x.y f (x, Yk |k
K % ox? dox ox dy H*

da particula no instante 1. Desenhe a trajetéria descrita pela particula.

(Sugestdo. Pela lei de Newton y (1) = ;’ (y(£)).)
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i 3y
2

%y :
(?x&.‘ o y)hk 23

a? :
3 { (x, ) h2 +2
2

ondex =xy+ htey =y, + kt.

g” (’) o y
(x, y)k2

—

Temos, entio:

g(h)= fﬁ;’o +hoyo + k), g(0) = f(x, yo)
. £(0)= s (xp, yo)h + » (x0. yo)k e .

i 2

2 ' '
P e g j
. : e (x.))hk+;§{(;'m
onde x =xg +hf e § = yy + ki.

¥ P (9
g7()=- j(f.i)hz+2 J

6&_2

Observe que (X, ¥) é um ponto intern 4 2

_ ’ 0 20 . -

B), pois 7 € 10, IL. segmento de extremidades (xo, Yo € (3 +.by
398

“

A

(’ff)/uo +hy,t k)

(Xg. ¥)

By

1 )
t

. ;:.

PR S Lot 5 / '
ot h oy t+ k) .f(xo.-_\())""ax(xu.}o)h t iy(xo,yo)k;i-E(h.k).

Substituindo 2) em (1) resulta:

% 2
onde :
Byl o)

2| ok

g

¥ SYE2 azf e T an -:;'
(X.))h +2aré—'(.})h]{+¥(x,y)k2]

para algum (X, ¥) interno ao segmento de extremidades (xo, ) € (xo + A Yo £ K- 3

Demonstramos, assim, o seguinte teorema. ;
e

5 g;'tt};ima. Seja f(x, y) de classe C*noaberto A C IR%e sejam (xq, yo) EA€ (h B "
, 0) tais que o segmento de extremidades (x, ? ‘esteja contido eO8
A. Nestas condigdes, i e ko) esle_]? 3

f(xo + b yo +6)= f(xo, yo) + g,ff(xu. Yo) b+ %(xo, yo) &+ BB S

onde
'

-

I
E(h k)= ;[Tf (X, V)2 +2

I f

()zf = =
(.', hk + —5-
X, ¥) (2\,2

dxay

para algum (X, y) interno ao segmento de extremidades (xg, ¥p) € (xg T h. Yo t ;

G S-)F]

| gum (i,y

7

301

Teorema do Valor Médio. Férmula de Taylor com Resto de Lagrange

azendo x = xg + hey =yo + k. obtemos

o0

‘7 y) = f (x0, yo) + %(Xo. yo) (x = x9) + %(In' ¥o) (v = yo) T Ei (x.)

A (x, )

&3
2

2 2 t;" ¥ v
f(i}")(x—xo)*+2 / (X F)x = *0)(y ~ o)+

| =l
E] (xv y)_ 2 &2 r?x&)‘

2
s

& ¥ - .vo)z]

) interno a0 segmento de extremidades (xg, yo) € (X, ¥).
s0linon 'O

3

B (x,y)= f(x0,¥0) * %(m. ¥o) (x — Xp) + %(Xoy Yo) (¥ = o)

G

de ordem 1 de f (x, y) em volta de (xq, Yo)-

) é o plano tangente ao grifico de fem (xg, o.f (X, Yo))-
agio de f (x, y) por Py (x, ¥); (3 ¢é aexpressio do
se a expressdo resto em lugar de eIT0.)

mina-se polinémio de Taylor
que o grifico de Pi(xy

y) € 0 erro que se comete na aproxim:
wa forma de Lagrange. (As vezes, usa-
)

D. Seja f(x, y) = In (x +y).
530

MP)
Stermine o polindmio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (2

quepamtc;do(x Mcomx+y>LinG+y)—+y=DI< %(x Lk

O

s 12) £ ()~ 230
: L = j,f%“‘”’?%—y
Pi(x,p=0+ (x—%)+ (y—%).

Pixy)=x+y-1

L&+ ) = Py (xy) + E (x, y), onde

a8 o "azf o 12 Ao 1 1
=~ |2 L -— M-S )Y T3
982 6.5 (- 1) +2 w0 (+-3) (-3¢
CR2s 2
+-aT{(x.y)(y—%)]
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para algum (X, ¥) interno ao segmento de extremidades ( 1
J2
~1 a2
=~ (_ny): = f ") = azf
ox? (x+y)?  okoy (= o2 ol

Como estamos supondo x + y > 1, teremos, também, ¥ +

comx +y>1],

< 1. Segue que

x+75y)?

|E(x‘_y)l<?lz, K‘._

ou
1
lE(x.y)l<5(,1'-f~_),'~1)2
para todo (x, y), com x + y > 1. Assim,
NG+ —P )<+ sy 12
N 1 (6 y) 2(«\+) D
Ilnx+y)—(x+y~l)|<-;—(x+v—l)2
para todo (x, y), comx + y > 1,

Exercicios 15.4

1)>
2'5)”&)-).'1‘%"'_

y>1, Asgiln, para

) 2 )04
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sia (Xgr yg) um ponto critico de f(x, y) e suponha que fseja de classe €7 na bola aberta B de
3 : erno ao segmento de extrem-

entro (X, yg). Prove que para todo (x, ¥) em B, existe (X, ¥) int
: ades (xpY0) © (x, y) tal que

| L1 =5 7;7azf-‘—.-._, s
- ) =—|—5 (x. y) &~ 2 49 —— (X, ¥)(x — xg) ) yo) +
B B (x. Y) — f(x0. o) > [ 3 (x. V) (x — xg9) FYEy oo a 0
U '?. 7 - ¢ i : 2
PaLa L (F. (Yo 2 |
. 3 4 N N
Sejaf(xy) = ax’ + bxy + o +dxteytmiabedem constantes) € seja (X, yo) um
A... ato eritico de f. Prove que, pard todo (h, k).

2 2
flxg+ b yot+ k)~ [ (xg. yo) = ah” + bhk + k™.
> 0 e b* — 4ac < 0, entdo

Sejam f(x, y) € (xg, ¥p) como no exercicio anterior. Prove que sc « -
flxg + hoyo+ k) = fixg, yo)

b~

_para todo (h, k) # (0. 0). Como ¢ o grifico de f?
g Suponha f (x, y) da classe C 2 12 bola aberta B de centro (xg. ¥o) € que as derivadas parciais de
42 2 ordem sejam limitadas em B. Prove que existe M = 0 tal que, para todo (x, ¥) € B.

Ifix.y) — Pix = Ml (x, y) = (xg. ¥o) ”2

~‘onde Py (x, ) € o polinomio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (xq, ¥o)-

§. Considere o polindmio P (x, y) — a (x — xp) + b(y = yp) + . coma, b, ¢, xp € y constantes.

1. Determine o polinémio de Taylor de ordem 1 da fungdo dada, em volta do PONO‘ (x0Yo) . o |
. My

@) fx ) =" e (x50 = (0, 0).

b) f(x, v)‘—‘x34. 2 — X .

Qs y X7 +dye (x, ¥o) = (1, 1).
) flx y) = sen (3x + 4y) e (x,, Yo) = (0,0).

2. Sejam f(x, y) = & + 5 o %
jam f(x. y) = e e Py (x, ) o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em yolta de (0} 0%

a) Mostre que para todo (x, y), com x + Sy < 1,

X+ Sy ’
le* ""P[(I.)’)'<%(X+S_v)2

b) Avalie o erro que se comete na aproximagdo
X + Sy

€ =P (xy
parax = 0,01 ¢ y = 0,01.

3. Sej N »
cjam f(x, y) = x° +y° = x* + dye P (x, y) o polindmio de Taylor de ordem 1 defem¥S

de (1, 1). Mostre que para todo (x, y), comix — 11 < lely~11< 1,
fa&) =P xNI<T(x— 1)2 +6(y— |)2

4. Sej TN \.
Sejamf(x, y) = x” + 3" — x + 4y e P, (x, y) o polinémio de Taylor de ordem | defem

de (1, 1).

a) Utilizando Py (x, y), calcule um valor aproximado para f (x, y), sendo x =

b) Avalie o erro que se comete na aproximagio do item a).

(Sugestdo. Utilize o Exercicio 3.)

" Suponha que exista M > 0 tal que, para todo (x, y).

1Pyl < MG y) ~ (xgr yp) I

i . ¢ Prove qbe P(x,y)=0em IR?.

¢ seja (xp, yg) um ponto de A. Seja o polindmio
b e ¢ constantes. Suponha que existam M = 0
que, para todo (x, ¥) em B,

0. Sejaf(x y) de classe €2 no aberto A C IR?
SP(xy) =a(x—xg) +b(y—yy t¢coma
; ¢uma bola aberta B de centro (xg, Yy), com BC A, tal

LG 3) = P (s )1 < MUK, 3) = (g o) I

Prove que P ¢ o polindmio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (xg, ¥o)-

it
g

) 5. POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2

0s £ (x, y) de classe C > noaberto A C IR?. Sejam (xq, yo) (X9 + 1. Yg + K eg () =

)

o : T h‘»_yo’+ kf) como na se¢do anterior. Pela férmula de Tay lor, com resto de Lagrange
NCOes de uma variavel segue que

x : ’” res
1001 ey =0% EI =5 +g O -0+ £O o7+ 2 a-07

algum 7 em 10, 1.




305
304 Um Curso de Cdlculo — Vol. I Teorema do Valor Médio. Férmula de Taylor com Resto de Lagrange

Vimos no pardgrafo anterior que : condigoes,

= & ar 4 , e Seyket
g0=Lon+ Ly : e 130 + 0 =SG0o0) + 5 Gop s 5 G20

v oy 0 5 azf 7|, g

e % @ 1 .[32__{ (x0, Yo h* +2 % (xq, Yo) hk + F%l (xp, )'o)k']* E(h. k)

T ok x0) .
= a’f i 2 10 ”
gin= %2 (x, \)h2 +2 &tz{y (x, y)Yhk + (;T’f(x' y)kz .

&
T

3 o~
onde x = xy + hte y = yq + kt. Deixamos a seu cargo verificar que 3 ——;: a{-? (X, Y)Yhk? +
axdy

k1 T3 = o313 90 (5 5)h2k+3
*”a[s;f 2 g
oL
+ %{- x. _v)k-“].

gum (X, ¥) interno ao segmento d

e

o B2 ?*f ?f & -
g7 = =5 (x, y)h? +3~—---& (. ok +3 —— T hk°+§y§(x.r)k3

onde x = xi + hrey = yg + kt. Temos:

3

e extremidades (xg, ¥o) € (g + A yo ¥ k).

g() = f(xo + h,yo + k), 8(0) = f(x0, ¥0)s :
g'0)= g; (xp, yo)h + 3{' (x0. Yo)k, omio ;
2 2 Ex g; ) (x — xg) + — (X, ¥o) ¥ — Yo t
@ {g"(0)= 3 f (xp. \'())h" + 2 i;; (xg. yoYhk + ;}{ (x0, )’0)"2 . = f(xg, yo) t o (xgr Yo) (X 0 Py )
2 .
. 3 3 93 72 2 f ) o RN N
gm(l) = 3“{(\1 y )hi ai g. (I \,)h L T8 ] a-)fz (X ),)hkz + b{ + _;_ [;_v;_ (X(), ),Ao)(x _ x())z +2 a,\’()y (10- ."[))(X v‘())(} )’())
onde X =uxo+htey=yy+ ki

3’ f 2
+ ==~ (x0. o) (¥ — Yo) ]
»

Substituindo @) em (1) resulta:
na-se polinémio de Taylor de ordem 2 de f em volta de (xgy Yo)-

'l-x do x = x +hey =Yy + k no teorema acima, resulta:

flxg+ b yg + k) = fxg yp) + i (xg, ¥o) h+ % (xg Yo) k +

e
2 x,y) =Py xy) + E (%)
- [‘i{ (x0, Yo)h* +2 Z; (x0, Yo)hk + %i (xp. yo)k2:|+ E(h.k) 4 y Ll l
onde (x, y) [&3 c': {}) Xyt x0)? (v —yo) +
Ehi)=+ [ax{ F ) +3 bf'% 52 k“,;faf (&, Yk & 2 3;93;;2 & 5 (x = 50) 0~ 307 +%;i(”"””°)3}
';f e ] ; B Egu (3, ¥) interno ao segmento de extremidades (xo o) € (x. ¥)-

para algum (X, ¥) interno ao segmento de extremidades (xg, yoelxpt h, Yo't k). if"}‘ o 155

Demonstramos assim o seguinte e  Determine o polindmio de Taylor de ordem 2 da fungdo dada, em volta do ponto (xg ¥o) dado.

“)f("-Y)—xsenye(xo yo) = (0,0).
b)f(x-)’) x3+2x'v+3v +x—)e(x0 »0)=ll 1).
' =x + 2 y + 3_v + x — y como soma de ermos do tipo

Teorema. Seja (X, ¥) de classe C* no aberto A C IR? e sejam (xg, Yo) GAe(h'k)ae : I

(0, 0) tais que o segmento de extremidades (xg, yo) € (xp + h,yo + k) esteja
em A. :

Bxpresse o polmbrmof(x. )

RS (y - 1)7.

NS e e . Mostre que
_"' Py (x, ))opolmﬁmiodc'l‘aylmdcmdem2dcf(x. ¥) = x sen y em volta de (0, 0). Mostre §
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I 2
Lf (3, 3) = B (x, )l < -"2'

e o]

4. Sclaf(.r._\)dechw( noabertoA C IR csc;a(xo.yo)ummmodeAﬂm'_’,e*

C~ em A significa que todas as derivadas parciais de ordem 3 sdo continuas em A)
uma bola aberta B de centro (X ¥p) , com B € A, ¢ um niimero M > 0 tais que, mm(; -

3 J? -prp
glll(t) - z ([37) m (x‘ )-) h3 Pki
p=0 g

] % + htey = yo + k1. Deixamos a seu cargo provar por indugao que

para todo (x, ), com | x| < |,

Que fde
¢ r If ,
' (r) HN= (r) —_—eee (X, )-') h" ~ PkP

g ( ) pg() P (}Ir =P (9)"'

@ 3) = Py 91 S MU, y) ~ (g yp) IP : :

; i . S xgt htey = yo + k. X y

onde P (x, y) € o polindmio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (0 ¥o).. Conclug gut “¢srmula dé Taylor com resto de Lagrange para fungoes de uma varidvel, temos:

lin] E('t! )‘) e 0

- (n+ I)(E)
(60 = (xg,3,) (x, )') o (X[), _V())"2 g—

(n+ 1)

n
1
g=gO+ X —r;g’ 0) +
7 r=1 M
onde £ (x, y) = ¥) = Py(x, y); isto é, o erro £ (x, ¥) tende a zero mais ra idamente gy -
_\') - (.l'(), )'U) H“. qua.ndo (.!. .\'J — (.l‘(). y(}). pl "";j llf'.‘ l ; em ]0; l[' Seguc quc
5. Sejam f(x, y), Py (x, y) e (X, ¥9) como no exercicio 4. Prove que existe . fungo ¢ (¥ =
definida em A 1al que. para todo (x, ylemA. o ¥

ks K n r. a’ r—pLp
3 h,yo'*'k):f(-x()'.y()) + 2 —]T[ L (‘CJW(\'O, _)())h /kl]+

fY)=Pyx )+ o(x, ¥ x ) = (xp Yo) ” A "7 &3 r=11|p=0
com +E(h k)
lim @ (x, ¥) =@ (xg, yg) = 0. A
Ly = (xy, ) E :
_ = - -3 : 1 1
6. Sejaf(x, y) de classe C > no aberto 4 C IR" e seja (xg, yp) um ponto de A. Seja B (x pd L E(h k)= ! s (” ok l) L_f_ (x,y)htt1=pgp
polindmio de grau no mdximo 2. Prove que se 3 P - n+D! =g\ P s 2

gum (X, 7) interno ao segmento de extremidades (xg, yg) e (x, + h, yo + k).
4 provado assim o seguinte

lim JM =
oyt (x. v,y I(x, y) - (g, yo) I

entdo P, (x, y) € o polindmio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (xg, ¥p)-

n+1

eorema (Fo de Taylor com resto de Lagrange). Seja f (x, y) de classe C
eTto A C IR” e sejam (xy, yy) € A e (h, k) # (0, 0) tais que o segmento de exire-

15.6. FORMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE 1 IF me
; 1S (X yo) € (xo + h, ¥o + k) esteja contido em A. Nestas condigoes

Suponhamos f (x, y) de classe C" * ! no aberto A C IR?. Sejam (xp Yo Go * A Yo *
8(1) = f(xg + ht, yo + k) como na seg@io anterior. Vimos que 8

&) = % xh+ Lk,

]

g”(t) — 2 (ZJ —a.hf (x, y) hz—pkll —

f+h,y°+k)=f(m YO)+'§- .l_ é" (r)—ﬂ-——(xo,vn)h’“”k” &
. .:‘ ’ e r! ,)—'() p axr—plyyp J

5  +EMk

*

‘ +1 I
B~ 5 2,5 ey G e

p=0 p 9x2"”¢9y” ' W n+l=pp
2) 92 2) o2 2\ f mjEte - ok PP P 2
= (0) ——,f- (x, y)h? + (l) op (x, yyhk + (2) 3 (x »k s o
= Ix* o] ol e £ SUM (X, ) interno ao segmento de extremidades (xq, ¥g) € (xg + h, o + k).
i 4 — :

2 2
o2 B h?+2 ‘—;x% (x, y)hk + %—zf CRLS
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# serd feito com auxilio das curvas de nivel de f.

O

16

» 3 - *
.'21"‘)’ : 2

MAximos E Minimos & bocoy =2 :

- ‘?_3¢9‘y=2_\'+3u~(0.3)=——3l /7

" E e

: ) 3
Bmos, geometricamente, que (5 "

| e
|

e

s 3 (3
.Eﬁy—lr E[I(’)

3 - . :
=& (0, 3) sdo, respectivamente, pontos de mdximo
- )

16.1. PONTOS DE MAXIMO E PONTOS DE MiNIMO

Seja f(x, y) uma fungi : . T o4
Wik . ¢do a valores reais e seja (xp, y) € A G, .
Yo) € ponto de mdximo de > IHAIS € 5eja LXg, yo) € A, com A C Dy. Dizemos quelg 3 3 3 o : o
Lt mdximo de fem A se, para todo (x, y) em A, r f{' tinimo de fem A; 5 = 5eg valor mdximo e f(0, 3) = — 3 é o valor minimo de

£ ) = fxg, v 4. Para comprovar analiticamente que o que dissemos acima estd correto, podemos

) =7 (%, Yo)- 8der do seguinte modo: para todo (x, y) em A .
2
' B =0

Sendo (X s Vi nto d 7 Sy i . ,!_;
e ft)e;;ui‘ PO 0 de méximo de fem A, 0 nimero f (xy, yy) serd denominado vak
Dizemos ) E < - » :
Dy, mos que (xp. Yg) € Dy € ponto de méximo global ou absoluto de f se, para todo (x, )} €

\ ;
f(x.y)—f[-";%J%?..\—y—%= “(%—x]—(_sj- x)=0

SR 2 ‘, . o
i L3 '3

F @& ¥) <£(x0, 3)- ; e - (5' 5)' =0
Diremos, neste caso, que f (x, L roA N e
S S0 0 Yo) € 0 valor mdximo de f. : & N A . N
Finalmente, diremos que (x,, y .y COPTISI G . TN =£(0,3) =2v=y+ 3= & + Gmx 7Y

* ; X ¥o) € Ds¢ ponto d : b
aberta B de centro (x, yg) tal (;Ue : rras i locs el 1y O o

f ) < flxgey Y E
o g flx ) =£(0,3).

para todo (x, y) € B N Dy. ¥
glob MPLO 3. Seja (x, y) definida em IR? dada por

Deixamos a seu cargo definir ponto de minimo de fem A C Dy, ponto de minime

¢ ponto de minimo local.
Os pontos de maximo e de minimo de uma fungdo f denominam-se extremantes de &

=0é0 X

24y? sex2+y:<4
Ey=ra? T e
fe= {l—(.r—3)2—,\'2sex2+_\-2>4.

E?(EMPL() 1. (0. 0) ¢ ponto de minimo global de f (x, y) = 2+ ef(0, 0)

minimo de f, pois, f(x, ¥) = (0, 0), para todo (x, y) em IR, '

EXEMPLO 2. SeiaF (v o) a5y digst . . B Bonta de, minipo local; (3, ) ¢ ponto de miximo local ¢ todo (x, Yg) pertencens

M2 J; {(“ >) )x sz - ¥ e. sejaAd o conjumo.de(crmmado pelas condisos . feréncian” + y* = 4 ¢ ponto de miximo global de f. Deixamos a seu cargo fazer um
) ; ¥ = x. Estude f com relagio a méximo e minimo em A- 3 B do grifico de fe verificar as afirmagdes acima.

s
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16.2. CONDICOES NECESSARIAS PARA QUE UM Pb - .

INTERIOR AO DOMINIO DE
) EfSEJA UM Ex
LOCAL DE f e

: _ af 3
" 48 o [ g éderivavel em xn( g (xp)= —,’f‘_ {(xp. vo) )
-3 'k R

xg é ponto interior de [ e

O teorema que enunci: S
iclaremos ¢ demonstraremos a seeuyj X0
: ' S forne 4xi 1 ..ld\ q
é ponto de maximo local de g

selecionar, entre os SR ? B CC-Ti0s -3
tre Os pontos interiores de Dy, candidatos a extrem antes | “:'l i

d - Sllp()nhamos quf_ : .'
5 dax ,

cessaria- pafu que (x“-' :'
: o

Teorema 1. Scja (x), Yo) um ponto interior de D g =0

af
c — A W v 1 1 N e P ]
5 (X, ¥p) existam. Nestas condigdes, uma condicdo ne

’ ; ) f i f 5
seja um extremante local de £é que 22 (x,,. v} = () N e & o vy =
%<4 o o Yo) =0e e (x0: yo) = 0. e (xg. o) = 0.

L

Demonstracdo ‘

7 o af o

ndo andlogo, demonstra-se que ; (X ¥) = 0. =
) > & 3

Suponhamos que (x;,. v,) sei: iX1 : :
- S S que (xg. ¥p) seja um ponto de maximo local de . Co
interior de Dy, existe uma bola aberta B C I S S
em B

2] "

D, B de ¢ : (%0 Yp) € pon e - ”

)y B de centro (xg, yp), tal que, para todo {xzy Soue deste teorema que se (xg, ¥g) for interior a Dy, f diferencidvel em (xy., vg) € (X, ¥o)
Kt i Y Jocal de f, entio o plano tangente ao grafico de fem (xp, v, f (xg. ¥g)) serd para-

L y) < 10 plano xy.

S ) = £ (g, yp)- :p ¥

7emos que (xg, yo) € um ponto critico ou estaciondrio de f se (xg, yp) for interior a Dy

¥ £ (x0» ¥o) = (0, 0). O teorema anterior nos diz que se fadmite derivadas parciats em

08 pontos interiores de Dy, entdo os pontos criticos de f sdo, entre os pontos inierio-

le Df, os inicos candidatos a extremantes locais de f.

dm ponto (x, yy) € A que nio € ponto interior de A denomina-se ponio ({y fro/fteira de
dteorema anterior ndo se aplica a pontos de fronteira de Dy; um ponto de fronteira de Dy
ser um extremante local sem que as derivadas parciais se anulem nele. Os pontos de
a devem ser analisados separadamente.

~.

- ; R
. . ’ : PLO 1. Seja f(x, y) = ¥ 4+ v2. Como D, ¢é um conjunto aberto (D = IR%), de
Por outro lado, existe um intervalo aberto /, com x; € /, tal que para todo x € L (X, yp) €# % i) ’ / : d

Consideremos a fungio g dada por : & B

af
—_— 7)) = ‘) o
gx)=fx yp.x€EL ax (B Hhees
T 2j—r(x. y)=2x

ay

SBe que (0; 0) é o tnico candidato a extremante local. Como f (x, y) = f(0, 0) = 0, para
O (X ») em IR?, resulta que (0, 0) é um ponto de minimo global de f.

EMPLO 2. O tnico ponto critico de f (x, ¥) = X% — y2 (0, 0). Verifica-se sem dificul-

Que (0, 0) nio ¢ extremante local (para uma visualizagio geométrica, desenhe as inter-
P8 do griifico de fcom os planos yz ¢ xz). O ponto (0, 0) denomina-se ponto de sela. O
HC0 desta fungio tem o aspecto de uma “sela de cavalo™ tente desenhd-lo.

+
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[32~3=0

EXEMPLO 3. Scja z = f(x, y), com dominio A = {(x, y) € IR x 20y
2
1 3y —3=0.

¥) = x7y + 3x. O ponto (0, 0) € um ponto de minimo de fem A pois £,
14

o}

af 5
Como —= = 2xy + 3, s Laf _ : '
"0 ax o ,Seguequcax (0, 0) = 3 # 0. Este fato nio cq s do sistema sdo: (1, 1), (— 1. 1, (1, =) e(—1,—1). Temos:
pois ele 56 se aplica a pontos interiores de Dye (0, 0) ndo é ponto int g
V) 7 ')2
lap=6x e -‘5—{(-& y) = 6y.
2 ¥

Suponhamos, agora, que o dominio de f seja aberto e que f seja de =

mos, ainda, que (xg. vg) € Dyseja um ponto de médximo local de f. Con j i

£ (x) dada por £
f (1, 1) = 6; logo, (1. 1) é candidato a ponto de minimo local.

i

-

8 () = f(x. yp). L

Tgndo em vista as hip()tcses sobre f, segue que x, € ponto interior do domiy
dns§o. € ponto de méximo local de g: como g é, também, de classe C* te
sariamente e

aZ
),
.

2
—6ea—4(—l. 1) = 6; logo, (

(1)‘ ~ 1), {Interprete geometricamente.)

—1, 1) nao é extremante local. O mesmo

] ponto
g (xg)=0eg"(x)) <0 :
3% f

ay 2

—1,—1) = —6:logo, (-1, —1) ¢ candidato a ponto de ma-

{observe que se tivéssemos g” (xg) = 0, x;, teria que ser ponto de mimmo
mesma forma, considerando a fungio 4 (y) = f(x, y), teremos que ter né

() = 0 e h" (yp) < 0. e SRR ot

Vo) Nao serd extremante local de
) N0 serd extremante

,) um ponto critico de fix, y). Sejam g (x)
“x nao for extremantc local de g, entdo {xg.
rma, se yo ndo for extremante local de i, entdo (Xg, Yo

erifique.)

Fica provado assim o seguinte tcorema.

Teorema 2. S’ej_afde classe C e scja (xg, ¥g) um ponto interior do dominio
condicdo necessdria para que (xy, o) seja ponto de méximo local de fé(pc ‘

criticode fe, além disso, :i{ {xg, ¥o) =0¢ 32{ (X ¥p) = 0. (Interprete g 2 s candidatos a extremantes locais, sendo f{x, ¥) =
) y e -2y +x—y 2.8 -y + 3y —xty
: .;,5-:'{ +xy + 5. 4.0 + ;»*3 — Xy
Se no teorema acima as condigdes ZZT{()CO’ Yo <0e ‘;i{ e Yo) < D troc T T 655 +y — 5x — 5y,
.2 2 - MY
POt 5 2 oo > :vzf (10 0) = O teremos uma condio necessdria P 1A CONDICAO SUFICIENTE PARA UM PonNTO CRITICO
8 EXTREMANTE LOCAL

ponto de minimo local de f.

EXEMPLO 4. Determine os candidatos a extremantes locais de f(x, ¥) = P 4 .{ = X

3y + 4.
' 3 f ’f
Solugdo 1 —5 &y {(x.))
ax axay
g . Hxy) = aZf a2 f
Os tinicos candidatos a extremantes Jocais s30 0s pontos criticos, pois 0 dominio de — (x, ¥) 5 ‘:, (x, »
axay ¥

é aberto, De
se hessiano de f. Observe que

9 d
a{ {(xy)= 3% -3e %(x, »= 3y2 =3
; ay ) ;
' : : - pAT ) f’i( ) — a*f (x ,-\
resulta que os candidatos a extremantes locais sdo as solugdes do sistema | : - Hxy = =) (xy y? %y axay ¥ i *
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O préximo teorema fornece-nos uma condigio suficiente para
extremante local de f.

Teorema. Sejam f (x, y) de classe e (Xg. Yo) um ponto interie, i
mos que (xg. yy) seja ponto critico de f. Entao i
7 :

= 0e H (xp, yp) = 0, entdo (x, Yp) serd pontode m

.-

b)Se - {(xo Yo} << 0e H{xy, vg) = 0, emao(to.\o)sexﬁponlode Maxi

c)Se H ( x» o) = 0, entdo (xp. vg) ndo serd extremante local. Nm
ponto de sela.
d) Se H (x;. ¥y) = 0, nada se pode afirmar.

a) Se f(ro Yo

Demonstraciao

Veja Exemplos 3.4 ¢ 5 da Se¢. 16.6. =

EXEMPLO 1. Sejaf(x. y) = x* + y° — 3x — 3y + 4. Os pontos criticos
-1), (=1, 1}e{—1, —1). Temos: :

a2f

0 (% ) -
(.

H(x, y)= 0 6\

Entao:

H{l,1)=36>0 c
1) ndo € ponto de minimo global, pois f(—

o —=-(1, 1) = 6 > 0; logo, (I, l)épomode:mmmolocal
J
3.0)<f(1, 1)

42
H(-1,-1)=36>0e "; /

(-1, —1)= - 6 < 0: logo (—1, —1) € ponic
[ER o

local; entretanto, (— 1, — 1) nio é ponto de miximo global, pois f(4,0) > f (‘"1 ;
H(—1,1)<0eH(l,—1)<0,segueque(—1,1)e(l, —l)naosﬁoextreman
de sela.

EXEMPLO 2. Sejaf(x, y) = 3t 4+ 2y O tnico ponto critico de € (0, 0) e te
0; logo, o teorema nao nos fornece informagio sobre este ponto critico. Traba
mente com a fungdo verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto de minimo
 + 2%, O dinico ponto critico é (0, 0) ¢ H (0,0 v

EXEMPLO 3. Sejafix, ¥) =
= x°, resulta que (0, 0) ndo € extreman

x = () nio € extremante local de f(x, 0)

EXEMPLO 4. Deseja-se gonslrulr uma caixa, sem tampa, com a forma de ur
pedo retangulo e com 1 m” de volume. O material a ser utilizado nas lateralS
do que serd utilizado no fundo. Determine as dimensoes da caixa que minimiza:
material.

 resulta que (% Yo \)é ponto de minimo local. Pela natureza do probler
ar que este ponto seja de minimo global. As di

global ¢ a seguinte: para cadaa = 0, seja h (@) o valor minimo de g (b)
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abe = lou¢ =—
ab

L)

blema consiste em mintmizar

f(a, b) =3 (ac + 2bc) + ab.onde ¢ = —,

6 6
=~ +24aba>0eb>0.
@b b a

6
8 ipeda 4
da a* ab b?
& b =6
a“ =3
——6T+a=() ab2=
b=

&b = abt e a=b.

I )é o tinico ponto critico de f. Como H( 6.6 ) =0e

2 (16, 46)>0

da~
na, é ra-

mensoes que mlmmlzam 0 custo

6.6 ) ponto

pos
=6 ec ig— (Uma forma elegante de justificar que ({’

=§-+§-+
a b
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ab, b > (; verifi >nti
o ; :thquc. entdo, que o valor minimo de # () ¢ f(Q% ¥8Yp,
4 € esle processo. ) ‘ et ); escrevy')

Exercicios 16.3 —

1 LtudC O relacs ¢ IXImo s ( =
S in lt‘l.l&d() a maximos e "llllinK)S l()Lai( 4 tunﬁ, ll’fl X. )
LYy

BY x5 4y oy z
) J ¢ 2_\ ";,‘\_«31_4}.'}.5
D=4 3 4 2yt ar <

2y 2
a)x” + 3xy + 4v" — 6x + 2y
) X+ 2xy + y? - 5x '
€) > 3y 4 .07 .
=3y + 27y 2
1312 . o o DX —dry + 4y* — x + 31
&) { e+ 2.1'_\ + 4'\," - 6bx — 12y = y X l

4 4 )
4 5 Ry x™ 4+ yt = 2x? = 9,2
xy 4+ y° — 6x — 5y : 2y

e + ot 4
s _ X"y A+ 4y
-~ 5) .
Hx’ +y — 5c— 5y nt) 1 +
-+ —
i SCi.’} flx. y) = 2 e 2 X< 3
N 4( : .". ) ] ; u_'x by" + cxy+dx+eyv +Londea b e.deel sio
X ¥p) tor extremante local de f, entio serd extremante wl(;h'ﬂ -
global.

+ta,x>0ey>0

nstantes. Prove

(_’ 1T, o . > 113
(Sugestao. Observe que o grifico de g (1) =flxp+ht. yy + ki) (heke C
s ° K constantes
3_ < e PSET
Estude com relagiio a extremantes globais a fungio f(x, y) = ;
X+ 2o+ 7 - x + 2y 2_ 2 K
3 g 2y b)x" —y* =3y + ‘
el 3y +x + 4y
d)3x"+y +ay—2x -2

f) \- + _\‘2 — 2y - 4.\,

3 i 2
x4+ 2y — 2y — x° - 3‘_2

2 b
ey x4+ 2y + Jxy + v + 2y
(Sugestdo. Utilize o Exercicio 2.)
4. Determine o
- Dete ponto do planox + 2y — 2z = 4 .
X+ 2y = 2 = 4 que se encontra mais proxime i
S ) da origem.

S Mé i
: J‘Wc_"mdo dos minimos quadrados. Dados n pares de nimeros 5
n = 3, em geral nio existird uma fungdo afim £ (x) = ax + ;;(a“ JI)‘i('l‘lz' ba), i (g B €
el i ! JX) = ax cujo grafico pas: todos
z:l{ltl:s l?nt‘rud)nl'o. podemos determinar f de modo que a soma du: i cdostll 2z
seja minima. Pois bem, determine a ¢ 8 para que a soma

n
Ela,B) = ZI,f(u;) - b
seja minima. -
6. Determine, pelo método dos minimos quadrados, a reta que melhor se ajusta 305 dados: .
( 2 ' ‘ |
a)(1,3),(2.7e(3,8) b)(0,1),(1,3),(2,3)e (3,4

7. Determin:
: (emnl:l{l ;ad;:) produto apresenta uma demanda y (em milhares) quando o prct;b, por unidade,
s ). Foram observados os seguintes dados: :

T, y
5 1100
6 98
7 95
8 94 7.

A tabela nos diz que a0 prego unitiri ; : 1
v ( pre¢o unitario de S reais a d i i 1 40 PIg
unitdrio de 6 reais a demanda foi de 98.000 umdadz?él;da e 0N umd?dﬂs,

a) Determine, pelo método dos minimos quadrados, a reta

observados. que melhor se ajustd aos :

) € uma parfbe

-

quadrados dos erros f(a;) — &

(G

N2
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jzando a reta encontrada no item @), faga uma previsio para a demanda quando o preco,

por unidade, for 10 reais.
Sonsidere as retas reversas re s d
B9 0.0.2) +A(1.2.01.1€ IR

¢ equagdes

L. €IR

2= 0,0.4)+pl]
] comPEreQEs.de modo que a distancia de PaQseja

ecpectivamente. Determine P e Q
2 .mnor'poxsivcl.
Suas particulas Py ¢ P deslocar
{0, 1, 1), respectivamente. No instante ¢
a trajetonia descrita por P, passa pelo ponto { 1. 1, 0). Qual dever
hante ¢ = 0 para que a distancia minima entre elas seja a menor possivel?
inada empresa produz dois produtos cujas quantidades sio indicadas por x e y. Tais
s a0 mercado consumidor a pregos URIAros p) € Po. respectivamente,

conforme equagdes: p) = 120 — 2xepy = 200 — y. O custo total da
sédadopor C =x" + 2y +

empresa para produzir e vender quantidades x ¢ y dos produto

F2xy. Admitindo que toda produgao da empresa seja absorvida pelo mercado, determine a
W produgdo que maximiza o lucro.

F'para produzir determinado produto cuj
“dois fatores de produgdio (insumos) cuj
anitérios dos fatores de produgao sio, respec
§ mercado consumidor 2 um prego unitdrio igua
By porz =900 — x” — ¥+ 32x + 41y. Determine a produg

Considere o sistema de particulas £y, P, ...
f e de massas m;, my, ..., my SelaN = (% ¥
 tema, en relagdo a N, seja minimo. Conclua que o

- ->
n-se no espago com velocidades constantes vy =(L1,Mevy =
= () a Py encontra-se na posicdo (1, 1, 3). Sabe-se que
4 ser a posicdo de Py no ins-

‘PDeter
 produtos sdo oferecido
bque dependem de x ¢ ¥

tada por Z, uma empresa utiliza
as quantidades serio indicadas por x e y. Os pregos
tivamente, 2 ¢ 1. O produto serd oferecido ao
1a5. A fungdo de produgao da empresa ¢é dada
0 que maximiza o lucro.

a quantidade € represen

, P,,. localizadas nos pontos (Xy. ) ), (X, Y2 coes (X, ¥
J pard gue 0 momento de inércia do sis-

}. Determine /
N encontrado é o centro de massa do sisterna.

duto de m; pelo quadrado da
N e a soma dos momentos

_{Observagao. O momento de inércia de P.em relagio a N € 0 pro
- distancia de P; a N o momento de inércia do sistema em relagao a
B de inéreia, em relagdo a N, das particulas que compoem o sistema.)

+ z = 12 cuja soma dos quadrados das distincias a (0, 0,

3. Determine o ponto do plano 3x + 2y
O)e(l, 1, 1) seja minima.

B > ~ < .

Consude‘x_-e afungiiof(x, y) =1~ X - y©,x = 0ey = 0.Determinc 0 plano tangente 20 grifico

. de fque forma com os planos coordenados tetraedro de volume minimo.

s . . 2 5

 Seja f _(x, ¥, 7) de c!asw S E sgja (xq. Y- Zo) UM ponto terior de Dy Suponham 0s que (X, ¥or
) seja-ponto critico de f. Sejam H (x. y, 2) € H, (x, y. z) dadas por

<

2y of sl

o7 axay e |2r
- a*f  *f S e ax?  axay

laxay &y ayaz Polaty 3

dx dz dyaz 013

E : Pode ser provado (veja 16.6) que:

ey :
B :(l}se.'a xfT (xg. Yoo 200 = O, Hy (xg. ¥, 20) = 0e H (xq. ¥ 29) = O entdo (xg, Yo Zp) SET4 ponto

W de minimo local.
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& P ‘ 1
yoo I

! . 2
(ii) sc - —_f(,m. Yoito) S0 H i lrcynimys Toda bola fechada A de centro (xy, ¥o) € raio r >0,A= {{(x, ) EIRIN(x,
ax* AL L H | (X0, ¥, 20) > 0 e H (x, =< r} é um conjunto cOmMpacto, pois ¢ limitado ¢ fechado.

& Yor 20) < 0, et
de maximo local. o anu‘-‘o._\h,

Estude com relacao a maxi i 3 )
ACA0 4 maximos e 3 ais a funcs . ‘
| M € mintmos locais a fungiio £ (x, y, 2) & 3
[4 5 Sy© >¥ 4 oy S -
"437"\_1 I>?. hdxy — 2x — dy — 8z + 2, P et
By x Fpf g~ dpe3yarng ol \
QX +2y+yt + 0~ 5x~ 4z / 4y .
D R e T b B e e ; E ! -
4 2 2xz = 4yz 2x -~ 62. - A \ 1
: \
16. Seja f(x, . z) de classe C ' /
ettt asse C7 e seja (xg, v, ) ponto interi > /7
iy s ) < I > .
ponto critico de /. Prove: "0 Yo» Z9) Ponto interior de Dy. Suponhy S Sulls
i3 b)
s .9 d
a) “ '»—""l)- Yo Zp) = 0, (—‘ il X You 20) = 0. ¢ a2 f " . ] : ) '
Bieee 5 : g PR LA L 372 o- Yo %) = 0 € uma ¢ondicdv nege i1 conjunto limitado e seu complementar € um conjunto aberto.
p‘:m 0 ponto ¢ritico (xy, ¥g, 2y) ser ponto de miimo local de £, : | ¥ 2 N
b e f o Yo 20) € 0 a*f 32 s MPLO 2. A = {(x. ) € IR" 1y =17 }¢ um conjunto fechado, mas nio limitado, logo,
- X0 Yoo 2} = 0, ~—(x0, ¥ Zny) = 0 —=— (x1r. yr. 7} == o P +
ax? 0 92 D0 Y0 zp) =0e ) (g, ¥ 20) = 0 € uma'Tondigio nece b'é compacto.
para o ponto Cn'Iicot.r" Yo In} Ser . 2 &
» ¥ Zp) ser ponto de maximo | p , v ISy 2 5 3 5
= ocal de /. MPLO 3. A = {(x, y) € IR“Ix” + 4y~ = 1} ¢ um conjunto limitado e fechado, logo
TN TR iy I I LIS : :
7. A fungio f(x, y. 2} = &% + ¥° = 2° — S5x + 2y ~ 7z + 8 admite extremante focal? Porqné e

) teorema de Weierstrass, que enunciaremos a seguir (para demonstragdo veja Exercici-

18. .\C]d N ) dl finida dt Cld ) & £ . N 3 or cCon
] . se L N i de Supo a o nnua ( & ! J
8 afil 3 P i o sse ( no aberic que para tOdo f-l'; }'] EA 12) conta-nos (||l(: Se
X I 14 rio de ]R nhz w . f{ 1 no « ”n[)(l( to ‘1 entao [ assumirda e

af a2 G e ) i N0t

— g - . « ’ 71

7 BN+ 2 Y il epso B minimo.

X gy R P 3 |
i

Prove que f nio admite o, % :
J g ponto de maximo local, ; ; ~ o
. Teorema (de Weierstrass). Se f(x, y) for continua no compacto A, entdo existirad

jontos (X, ) € (x5, y;) em A tais que, para todo (x, y) em A,

que g foracce os valores de fsobre a reta {x, y) = ¢ (h. k). Verifique que ¢i=0é pontode, fFxp y) < f0y) =[x )

maximo local de cada g‘ mas que (0, 0) ndo é ponto de maximo local de f. 153
D teorema de Weierstrass garante-nos que se f for continua em A ¢ A compaclo, entao
tirdo pontos (x;, y)) € (x5, y7) em A tais que f(xy, ¥y) ¢ o valor minimo ¢ f (x5, y) € 0
9 mdximo de fem A. Resta-nos, agora, o problema de determinar tais pontos. Suponha-
ique fadmita derivadas parciais nos pontos interiores de A. Sabemos, entio, que entre
BONLOS interiores de A os tnicos com possibilidades de serem extremantes sd0 0s pontos
ICOS: a nossa primeira tarefa consiste, entao, em determinar os pontos criticos de fque
O 0o interior de A. Em seguida, procuramos determinar os valores maximo e minimo de
fronteira de A. Comparamos, entdo, os valores que f assume nos pontos criticos com o

méximo de fna fronteira de A: o maior destes valores serd o valor miximo de fem A.
modo anilogo, determina-se o valor minimo.

20. Seia f(x. v 2 funca : : éf Y
( :t;j f{x, y) uma fungio que admita derivadas parciais em todo IR?. Suponha qué fadmita um ;
‘ll 10 ponto critico (xg. o) ¢ que este ponto critico seja ponto de méximo local. Pode-se coll=
cluir que (xp, yg) € ponto de miximo global? ' 3

16.4. MAXIMOS E MINIMOS SOBRE CONJUNTO COMPACTO

Nas se¢des anteriores determinamos condigdes necessdrias e condigdes suficientes P i
que um ponto de Dy seja um extremante local de f. Entretanto, para muitos problemas G¥
:’L‘ﬁ’"'im 'i'il &Ffﬂ_lca ¢ importante determinar os extremantes em um subconjunto A de Dy. 0% ;

corema de Wererstrass, e ¢ SRR R B Ea T i e i 3 T
suficientes para a c,\i.\ténc:‘lii:l—(';c‘)u:’i's‘)L,'\;]rt)n:;:;z:.].d % ser emunciado, fomece s -.90 4 £ 1' 1. Determine os extremantes de
l?ara enunciar o teorema de \Q’cicr.\lruss precisaremos antes definir colgjunto_,co”'

Seja A um subconjunto do IR“; dizemos que A é um conjunto limitado se A estiver CONEZ
(.io em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro lado, que A ¢ prm Cv Heao
junio fechado se o seu complementar {(x, y) € IR% I (x ".) & A} for un; c(,njuhtoa ert i
Pois bem, dizemos que A & um conjunto compacto se A for fechado e limitada? 4

]

)

fb. y) =+’ - 3x - JyemA = {(x V) E IRP10=x=2elyl=2}

-

‘ fé continua e A compacto, vamos proceder como dissemos anteriormente.
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Pontos criticos de f no interior de A

"‘f 2 af
() =3 c—d—J—(r V) = 32
dx v LX) =3y =3
As solugoes do sistema
v |
,\[3.1: -~3=0
By —3=0

sao: (1, D, (1, =1.(~1, He(-1, - g
; 1 . —1). Segue que (1, 1) e (1 :
: . = 1) 530 0s fnj i
COS ponic

criticos no interior de A. Temos
fa,)=-4 e f(l,-1)=0.

Andlise dos pontos de fronteira

eM=fR2.»= _\'3 3y+2,-2<y=<?2
4
¢ P
" [T
A
2
-2
M N
fomc'ce-nos 0s valore.s qllt‘f assume noe segmento .'VP
g0 =3~3
: 4 - +
i . N
-2 -1 1i 2

g(-2)=0,g(-1)=4,g(1)=0eg(2)=4

Assim, o valor mdximo de f no segmento NP é 4 ¢ o valor minimo € 0. O valor ‘_-f‘.

atingido nos pontos (2, —1) e (2, 2):

f2,-1)=4ef(2,2) = 4.

1 or minimo € atingido nos pontos 2,
F2, —2)=0ef2,1)=0.

¢ os segmentos PO, MQ e MN, concluimos que o valor

L inando de forma andloga sobr
10 de fsobre & fronteira € 4 e este va
o de f sobre a fronteira de A é —4 ¢ este val
b <iio. Comparando 0S valores que f
0 de fna fronteira resulta: o valor mdximo
£, DY) o valor minimo de fem A € ~ 4 ¢ ¢ atingid
EMPLO 2. Determine os extremantes def(
it

ontinua e A compacto; logo, f
lco no interior de A
falores maximo e mi

pteira de A s3o fornecidos pela fungio

assume em A valor maximoe Vv
(0, 0), e este ponto critico ndo ¢ extrem
nimo de f, em A, s30 atingl

321
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-2)e (2, 1)

2, 2); o valor

jor ¢ atingido nos pontos 2,-1)e2,2

or ¢ atingido no ponto (1, ~-2).

assurne nos pontos criticos com 0s valores maximo e
de fem A é 4 ¢ € ating ido nos pontos (2, = 1)

o nos pontos (1, 1) e (L, —2).

x,y) = xyemA = {(x.}) IR + ),2 =1}

alor minimo. O dnico ponto
ante (verifique). Segue que
dos na fronteira de A. Os valores de fna

i : 1

F(1) = f(cos £, sen H= ;scn 20.0=t=2m
i n ST - 3n
gnee o valor maximo em? = 7 et = T atinge o valor minimo em 7= 7 er=
: AR R R : :
.Segue que 5 i S a7 —;Jsﬁo os pontos de mdximo de fem A;

»

3 2 2

¥ 1 i
. E.eo valor mfnimo, — = A figura seguint

nivel de f, fornece-nos uma visao geométric

5]

1
z=——2—\ o

1
z=¢c—-— <c<0
2

EA2 V2 zZV2
R % e (ﬁ = li—lsfm os pontos de minimo de femA. Oy

alor mdximo de fem

¢, na qual estao desenhadas algumas curvas

a do problema:

1

7 = —

2
ponto de maximo

(o)

———

4

B

T
e

1
1= —-—
2
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EXEMPLO 3. Determine os extremantes de Flxy) =2x

m | . : i 3 do-de “spera-s 1a demanda de 20 unidades
+ye o 45 de méquina e 4 horas de mio-de-obra. Espera-se un
x+y<dedx+y=<6. ye Adadqml.xg -se.4 hor |

alcula-se um lucro, por unidade, de RS 10,00 para 0
a produto que deverio ser fabri-

&5 A do produto [ e 45 do produto ii. C :
2 n::; [:: R$ 6,00 para o II. Determine as quantidades de cad

as &s é - sal ser mdximo.
g r més, para o lucro menss
- cadas po!

L etermine (1, ¥
<

Solugdo
2 2 2 N
> . s s (minimiza) a fungdo f (x, ¥) = X7 + 2)7, com x ¢ y Sujellos as
Jassume em A valor méximo e valor minimo, pois £ ¢é continua e ) que maximiza (minimiza) a fungao f(x ¥ :

admite ponto critico, os valores méximo e minimo siio atingidos

=2 +y ‘
=

A, compacto, Coih
na fronteirg de 4. 3 &

=

5 'géés:y= | —2¢,0<x+

l~.).| —

2 a J 7 ™
‘ Déexemplo de uma fungiio continua num conjunto limitado A C IR”, mas que nao assuma em

" A valor maximo. )
: 2 } y o - .-' \ 3.' » . - ‘.
-con,sidcre a forma quadrdtica Q (x, y} = aX ok 2'1\'_\.' iy, 5';Jdm O (x5, ¥ € Q (X, yp) 08
L valores minimo e méximo de Q em A = {(x. y) € IR"Ix” + y“ = 1}. Prove:

: : i entéa ;3 = () para todo (x, ¥) # {0, 0).
L () 20 (x.y)) = 0.entdo Q (x. ¥) Oy N
i :2) se g (.tl. \’l) = 0, entdo Q (x, ¥) < 0 para todo (x, ¥} # (0, 0).

b. Suponha A um subconjunto fechado
: (xo’m)EA. i limitada em (xg. Vo)
( ] i . : A0 fsera 3 > itadae Xn. ¥V
0. Prove que se f (x, y) for continua em (X, ¥p) € Dy entio fserd loum‘m;l;al‘x:;wna [-; | cgnu?o
L (flocalmente limitada em (xg. ¥g) significa que existem a € B ¢ uma bola

¢ (g o) tais que @ < f (x, ¥} < B para todo (x, yyem B N Dp.

&

1. Seja Ry, Ry, ..., Ry .. uma seqiiéncia de retangulos em IR%, onde R, =
b ¢, <y=b,}) taisqueR; O Ry D ... D R, D .. suponha que d, = l{ay. a,) — (
tg;lda azero quando n — + 2. Nestas condigdes, prove que

(1, 3)

sty

A\

(oxpo € uma fungao afim e a fronteira de A é formada por segmentos de retas (4 é
poligono). resulta que entre os vértices de A existe pelo menos um ponto de méximo e pelo
menos um ponto de minimo. Calculando os valores de f nos vértices encontramos: =

B
. iy

do IR%e (g, ¥p) um ponto de acumulagao de A, Prove que

={(xNEIRIg,=x=
Cpo ) Il

RNARAN..NR,N..=(LY)

: ondeX.e ¥sdo os Unicos reais tais que

o3 +& a,=¥=c ca,

|
i
e
M
o

S(1.3) = 5 valor maximo e £ (0, 0) = 0 valor minimo.

Exercicios 16,4 — — =

L. paratodon € IN.n # 0.

1 i : 2

12. Seja A um subconjunto fechado e limitado do IR

a) f(x, ¥) = 3x — y no conjunto 4 de todos (x, Yaisquex=0,y=0,y—x= 3_;.,.,;_;4. g ¢ limn_ada em A. .
— ' i . : » construa uma seqiiéncia de retangulos como a do

S P e o a9 limitads
i : 2,2 ¥ . (Sugestdo. Suponha que { ndo seja limitada ¢
b)f(ny)=3x—yemA = {(x ) EIR"Ix" + .\3 < 1) ; 5 E(gticio . glqucfn:‘io seja limitada em A N R,,, para n = 1525

: " g - H ' > ~ ' - O Y £
A flxy)=x"+3xy—3remA={(x, W E IR*1x =0, y=0ex+y=sl). ¢ mente limitada em (¥, 7)= R, N Ry N ... oque contradiz a hipdtese de f ser continua em(X, ¥).)
d)flx,y)=2xye e TP o | - R e o - : ; : . o
e ‘; U“/:‘ LR s G4 ()'5\ ) Qe e 4 ] 213, (Teorema de Weierstrass). SejaA C |F} L A compacto, € 5¢
kO g s il NER1x + yo=dk 2 £, assume em A valor maximo ¢ valor minimo.

)
DY) =x" =2y + 2_\'3 emA = {(x, V) € IRZIIx!+ Iyvl=1}.

Q) L ad s P P . At o inua. Prove ucfé
1. Estude a fungio dada com relagdo a mdximo e minimo no conjunto dado. esejaf: A— IR continua. P q

- conelua que fndo serd local-

af: A— IR continua. Prove quef

—_—

(Sugestio. Veja Apéndice Al4, volume 1.)

2 2 <t
2. Determine (x, y), com x* + 4y~ =1, que maximiza a soma 2x + y.

r " =) METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGF PARA
i 3 . DETERMINACAO DE CANDIDATOS A EXTREMANTES
4. Determine o valor miximo de f (x, y) = x + Sy onde x e y estiio sujeitos s restrigdes: Sr+6y= 2 B LO a1S CONDICIONADOS

30,3v + 2y = 12, x = 0ey = 0, "

- 2 A ;
3. Suponha que 7 (y) = 4 — x” — y" represente uma distribuigio de temperatura no pMo- .
A= {{xy)EIR"Ix=0,y=xe2y+x =4} Determine o ponto de A de mcnorlgmpﬂm- -

5. Uma determinada empresa estid interessada em maximizar o Jucro mensal rovenicnie 06 G *O objetiv sta secan €0 o de méximos e minimos de uma fungio e
, cae ucr Pproven : 4 0Bjetivo desta segdo € o estu
de seus produtos, designados Te 1. Para fabricar estes produtos ela utiliza um tipo de md ont Llpo:
que tem uma disponibilidade de 200 médquinas-hora por més e um tipo de méo-de-0 i ] 4
uma disponibilidade de 240 homens-hora por més. Para se produzir uma unidade do pro¢ :

b > j 5 e =0L{xy,2Dlgxy=0
utilizam-se 5 horas de mdquina e 10 horas de mio-de-obra, enquanto para 0 produta 1 {(x. gy L{yDlgkxy }
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> se determinar candidatos a extremantes locais ¢ conhecido como método
ores de Lagrange; os A que tornem tal sistema compativel denominam-se

{:""' ")lg(‘[' Yy \-’) = OCII(X Vv, 2)= ":;” "
) 2, ." ‘) 0 ? ..
218 2] (ie l;ag' ange para 0 problema cm quesw().

1
local da fem B 2 1. Sejaf(x, y) diferencidvel no abertoAesejaB = {(x, y) EAlg(x.y) = 0},
fem B. A figura que apresentamos a seguir, onde estdo desenhada iposta de classe C' em A, e Vg (x, y) # (0,0), para todo (x, y) € B. Uma con-
4ria para que (xXo. ¥p) € B seja extremanic local de fem B ¢ que exista um

nivel de £, ajudar-nos-d a chegar, geometricamente, a tal condicio:

2= flx y) l

Vf (xg. yo) = Ao V8 (or Yo)-

AOS que (xg. o) € B seja um ponto de maximo local de fem B; isto significa
a bola aberta V de centro (xy. yg) tal que

5

(xor Vo) gxy)=0

A

gdrua r:l;euo’dc raf:iocir_lio, suponhamos Vf (x,, vo) # 8 & que 7 cresce no sentido i [t
: ogc al( éc, < ;2 < €3 = Zp). Vamos entao pensar geometricamente: se (Xp» o) € um ;
neste‘ por[:::,;) \vel esperar que a curva de nivel de f que passa por este ponto seja
s arestrigao g (x. y) = 0, isto é, os vetores Vf (x, y ' 5

; ‘ ) ; , 08 eV :
paralelos e como Vg (xy. vg) # (0, 0) deverd existir um /\{;t;{l), du(g ihe

(2 y)EBﬂV.((x,y)EBﬂV@g(x.y)=0e(,t,y)€V).

mos, agora, uma curva <y diferencidvel num intervalo aberto 7 tal que 7y (fg) =

paratodot € 1(a axisténcia de uma tal curva é garan-

G
LY (tp# 0g(y(®) =0
S ¢ existe § = O tal que

a das fungdes implicitas). Da continuidade de +y segue qu

zZ, = f(x, »)
V. as 25 1E T~ .0g+ = Y(MEBNYV.
v/ (x,. :
A FO @) = £ 3 (1)
A . .
€ Jtg ~ 8,1 + B[; assim, 1, ¢ ponto de mdximo local de F (1) = f(y (1)) e como
bk 0 terior a J, resulta F' (19) = 0, ou seja,
VY (xg. o) = A Vg (xg. ¥p)- 105 A ‘ V/Cy () - ¥ 1) = 0.
R T Outro lado, de g (v (1)) = 0 em / resulta

Geometricamente, chegamos 2 seguinte condigiio necessaria: wna condi¢do necessa Vg (v (19)) - ¥ (o)
g (y (4 s ’y' 1o = 0.

que (X, ¥o) € B seja um extremante local de f em B é que (Xg» Vo) torne compative,
A2 . . -
em vista que V g(y (g)) # 0 , segue de D e @ que existe Ay tal que

\v) ) = s ‘ - :
{ flxy - ng *x ») > .3
4 : S VS ity g) =N Velv(tg) =
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Entao, sendo f (x, y) diferencidvel no abertoA e B = {(x, y) € Al g (g%

“fﬁ 213 - 3—@ — -ZJ-[E a andidatos a extremantes lo-
suposta de classe C' em A e Vg(x, ) # (0, 0) em B, os candidatos a extrem 7 . =0 oARdl

TR 13 13

fem B sao os (x, ¥) € A que tornam compativel o sistema : ; . r 2 ,13 \)13 N \ﬁg ; e
I B é compacto ¢ f| —=—, LT resulta qu
{Vf(x,y)=/\Vg(x‘y) s 3
8y =0 .;f- V1

)é ponto de minimo de fem B.

; 3413 2
‘ )éwnlodeméleOC[- :3 : 3

Estabelecemos assim uma condigao necessdria para um ponto (xg, yo) .
local de fem B. Trabalhando diretamente com a funcio o aluno devers

candidatos encontrados sdo realmente extremantes locais.

e oeometricamente.)

5 ; < - 3 .
2. Estude, com relagdo a mdximo e minimo, a fungio f(x, ¥y) =y + x” coma

Observagio. Se no teorema | acrescentarmos as hipéteses fde classe C' e ¥ f 3
3 =0.

0). entao poderemos afirmar que a curva de nivel de fque passa pelo ponto (xg, 3
neste ponto, a restricdo g (x. ¥) = 0. Entretanto, nada podemos afirmar com rel

se V f{xg. ¥o) = (0, 0) (veja Exercicios 1 (f) e 1 (g)). ol ]
[ il : e 3 2 N
: . (. X, yY) = =y eB= (.\‘,\’)G'R Ig(x,))—()}
EXEMPLO 1. Determine os extremantes de f(x, ¥) = 3x + 2y com a restriciox* +y° = } b By =0 {(x.

e classe Che Velx, y)=(— 3(‘ 1) # (0. 0) em B, resulta que os candidatos a

ol locais s@o os (x, y) que tornam compativel o sistema

Sejag (x, y) = o \' - l:oque queremos $d0 0s extremantes de fem B = c- ) €
g (x, vy} = 0}. Como g ¢ de classe Ce Vg (x, y) = (2x, 2y) # (0, 0) em B, resul
candidatos a extremantes locais sdo 0s (x, ¥) que tornam compativel o siste

{ Vixy = AVg(x )
gxy=20

Vi, yy=AV gy
gx,» =0

\—A3 0.

{m— D= A=341)

ou 3
ndidato € (0, 0) que niio ¢ extremante de fem B, pois f(x. ¥) = 0 para.x = Oey>0

Oparax <QOey<0.

que ¢ equivalente a

l -
A A D 3. Encontre o ponto da curva xy = 1,.x > 0 e y > 0 que se encontra mals pro-
: rigem.
Substituindo estes valores em x* + )'2 = |, vem ' ,' £ cdo :
9 | V1 ui de se determinar o minimo de f(x, y) = ©+ ,\'2 com a restrigio xy = 1 (f(x. )
4A2 & e LM R da distancia de (x, y) a (0, 0)).
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{Vf(x. ¥) = AVg (x. y)

.

& {(z:c, 2) = A0y %)

~ .

Q Unico candidato ¢ (1, 1) e, por inspegio, verifi
sim. (I, 1)éopontodacurvaxy = 1. x > Qe
origem.

ca-se que (1, 1) é ponto, ..‘:-
¥ = 0 que se encontra m

(1,1
xy=1

3 £
N - 2 "
EXEMPLO 4. Determine a reta tangente & curva x° + RAR LLx>0ey 36,
com os eixos tridngulo de drea minima. t {
Solugao
- '2 \'} .’
Seja(a. b) (@ = 0 ¢ b = 0) um ponto da elipse 2+ )4 = 1. A equagao da reta tang;
(a, b) é: 3

[
i

1 3

o t ; ngulo OMN 6:A= -21; O problema consiste em minimizar A =
3 a

4 . )

- (‘ ot ~
5. Determine o ponto do elipséide P 2y° + 3z% = | cuja soma das coorde-

ey =0
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2
——COm @ res-
ab

B a-!‘b -4
(o2
a*b  ab” 2 4
2 L ab’ B
aZ + i ]
4 b2
a’ + =—=
4

.'. iras equagdes segue b = 2a. Substituindo na tiltima equagio obtemos a = -‘?—
a reta que resolve o problema ¢:
2x+y=2 N2.

A 2. Seja f (x, y, 2) diferencidvel no aberto A C IR e sejaB={(x,n2)EAI
}. onde g ¢ suposta de classe C lemAe Vg (x, v, 2) # (0,0,0) em B. Qual uma
cessdria para que (Xp, Yo, 29) € B seja extremante local da fem B? Raciocinan-
amente, como no Problema 1, chega-se & condigo: a condig@o necessdria para
B ser extremante local de fem B € que exista A tal que

Vf (xg. Yo 20) = A Vg (3. ¥op» 20)-

ara o leitor a prova desta afirmagao. Deste modo, os candidatos a extremantes
m B sd0 0s (x, ¥, 2) € A que tornam compativel o sistema

|

Vix, v.2) = AVg(x ¥ 2)
gxy2=0

axima.

s P~ 2
1axir zarf(x,y,z)=x+y+zcomaresm(,'aox2+2y +37%=1

AVf(x, v, 2) = AVg (x, ». 2) (1.1, 1) = A (2x, 4y, 62)
L+ +32-1=0.

e !
i gxyz2)

_ e o i i 1 1 S

¢ G € se .. a S = — = - z:-—-—, -

o : r diferente de zero, da 1.* equagao tiramos: x A ¥ an e oA
a Gltima equacao obtemos:

by 1 2 3 ar
. 22 T leAs  3ear O 2
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Os candidatos a extremantes $ao: o lado, dey (1) € Bparatodot € I segue que

x‘=[lv‘_l.l.,l ﬂﬂl nun eX; = _1 (.I_l_l ET__ ,
12V24 4V24° 6 Y24 2V24" 4 V24N
Da compacidade de B, da continuidade de fe de f(X,) > f(Xy) seguej } .: - R ; 3 Ve (y (o) v g = 0e Vi (v () ¥ () = 0.
rado é BEE R '

gy = Neh{y(m=10.

¢ em I: dai

D tendo em vista que ¥’ (1) # 0 e Vg (v (o) A V i (y (g)) # 0. resulta que
Aj € A tais que

Vf(y (tg) = A Vg (v (i) + Ay Vi (y (tg)).

1 AT 1 M1
2 \f24' 4V24 6 \H24
O préximo teorema fornece-nos uma condigio necessdria para (xg, Yor %) ser‘ ;‘, 1 extrem:
local de £ (x. y, z) com as restrigdes g (x, y, 2) = Oe h (x, y, 2) = 0. Para a demonsiracio de s

teorema vamos precisar do seguinte resultado (cuja prova fica para o leitor): sejam u, y

- ) I T T T - - = =
¢ vetoresdolRJlajsque u/Nv# O u-c=0,v-c=0ew: ¢c=0 glx,»,2)=0

) . — - B
reais A e Arraisque w = A u + Ay v,

b
e, SR

hix.y,2)=0

Teorema 2. Seja [ (x, v, 2) diferencidvel no aberto A C IR ¢ seja B = {

x v 7)) = ) o) = A0 < Q 1 ey, 5 = 3 otR
Alg(xy.2) =0eh(x y 2) = (1}, onde g e h sdo supostas de classe C' emA'e 6. Determine o5 pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas eslao

estrigdes X~ + 4y” + 2 =dex+y+tz=1
R ¢

_) .
v 2) AV h(x v, z) # 0 em B. Nestas condigdes, uma condigio necessdriazpa
(X ¥ 2) € B seja extremante local de fem B € que existam reais A} e A, tai :
: _ _ . b 2 3
Vf g Yo 20) = Ay V8 (5r Yor 29) + Ag VR (g Yo 20)- 2 at sterminar 0s pontos que maximizam a fungo f(x, . 2) = ¥ + " 2 (f(x.
g £7) & drado da distancia de (x, v, z) a(0, 0, 0)) com asﬁreslngées gv(_x, y.2}=0eh{x
: z—leh(xy, ) =x"+ 4y g7 = 4. Temos:

Demonstracao i . D =0,0ndeg(r,y.)=x+y+

Suponhamos que {(xg, ¥ 2p) seja ponto de miximo local de fem B, o que sigl ;j’. jea g ; .. P« —;) 7 I)
existe uma bola aberta V de centro (xg. yg. 2) tal que, para todo (x, y, 2) € BNV e = B
: Ve 9NAYh(x ¥ =|1 1 1}# 0 em

Fx . ) < £ (g Yor 20) ik 2x By 22

(como A ¢ aberto, podemos supor V C A). Consideremos uma curva diferencidv el : . B e
" " : ' amos indicando por Bo conjunto {(x, . 2)lx+ y+z=lex” + 4" 2 f‘}-
& B é compacto. Os candidatos a extremantes locais s30 0s (x. y, 7) que tornam
Sistema

(RS

% — ot ::
IR". 7 intervalo aberto, tal que y (15) = (xg. ¥g, 20)- V' (fp) # 0 ey (1) € B para'tode o
(a existéncia de uma tal curva é garantida pelo teorema das funcdes implfcnaﬁ LA
nuidade de v, segue que existe 8 > ( tal que !

S Vi(x,y. 2=AVg(x, y,2) + u Vh(x, y. 2)
gxy»2)=0
hx, y, 2)=0.

tEW— b+t d[=2yWEBNV.

Assim, para todo £ € Jfy — 8. 15 + 8] tem-se

: EPoRiENAD 2x(1-w=r @
Fyan=fiy @) i e 2y=A+8#:; (1 — By = A %
i ‘ i L3 = & 2z(1 — ) = A
Logo, 15 é ponto de maximo local de F (1) = f(vy (1) e dai F' (zp) = 0, ou s¢ja., 'Z‘Z+ yt_‘:zz”” =2 | ley.;.:;.—_—. % @
@ V(v () -y (1) = 0. IR+t + = et =40
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De @ e @ segue # s 3
o valor maximo e o valor minimo da fungdo f(x, y, ) = x + 2y + z com a restrigao 1~ +
= =4

ine 0 ponto do plano x + 2y — 3z = 4 mais proximo da origem.

2c(l —w)y=2z(1 - ).
Para . # 1, x = z. Substituindo em @ ¢ G

xx+y=1 i L
yo=il =2 stermine o ponto da reta
{2x2+4y—4 ou {X2+2y = |

) + 2(1 2 2 e , B
2 (1 -20)" =290 -8x=0&x=00y x = : Jue Sé encontra mais proximo da origem.
8 78 ﬁ& mize f(x, ¥, z)=x+2)'+3zsujeitaésrcsuiqbcsx2+yl+:2=4ex+y+:= 1°

Temos, entdo os candidatos: 0, 1,0

e _ I8 a5

( / 9" 9’9 - Para = 1, teremos A Sinoes LI re os pontos da elipse x” + xy + y” = 3 (de centro na origem) mais préximos ¢ os mais
(2 que y = 0: substituindo em (@) ¢ (5) ' . afastados da origem. Desenhe a elipsc.

TH
xX+z=1]
x2+z2=4

FHl-xP =402 -2 -3=0cro EVT
=L

o ponto da curva 2 - 2xy + )'2 — 2y — 2y + 1 = () mais préximo da origem.

ntre 0s pontos da curva - Gxy — 7)'2 + 80 = 0 mais proximos da origem. Desenhe a

ine o ponto da superficie xyz = 1, x = 0 ¢ y > 0 que se encontra mais proximo da origem.
se determinar trés numeros positivos cuja soma seja 36 ¢ cujo produto seja maximo.

Determine, entre os triangulos de mesmo perimetro, o de drea maxima.

LT col=fIY (=l 7
S v R N | e A Z
egue QUe[ 7 0, 5 ]e [ > 0, 2\' Jsao outros candidato,

;1:;1(1:5. Como ¢ continua e B compacto, basta comparar os valores de fnos pont
ados: :

£00. |.0)=1.f(§, 7 §] 171
9 9 9 81'

do. Utilize a formula A = /p (p — a) (p — b) (p — ¢) que fornece a drea do triangulo
anigio dos lados a. b e ¢, onde p € o semiperimetro.)

; 3
. c A < <=
erifique que| — | ¢ o valorméximode xyz.x = 0.y = 0ez = 0, comarestrigiox + y + z =

0). Conclua que a média geométrica de trés nimeros positivos ¢ sempre menor ou igual
" aritmética destes numeros.

fl—\"r‘70|+\*"7 ca=IENT O 1=47 : '
LR By e~ 5 0, > mine, entre os paralelepipedos-retingulos de mesmo volume, o de drea méxima.

- 74

B o g X - $€ cConstruir uma caixa, sem tampa, com 1 m de volume ¢ com a forma de um parale-
Conahin 1-47 1+ 7 1+ 47 o SIGS ipedo retingulo. O material a ser utilizado na confecqﬁo do fundo custa o dobro do que serd
) SA0. > 0, 2 e 5 0, 5 $30 0S pontos ma 0 nas laterais. Determinar as dimensdes da caixa que minimiza o custo do material.

da origem. Por outro | ado, (0, 1, 0) é 0 mais proximo da origem. se :(:,l:)slt‘xl'un:; l:c!: [:naﬁn;(l;‘l"?lpedo-retﬁngulo com drea total 100 cm”. Determine as dimen
ermine o paralelepipedo-retingulo de volume médximo, com arestas paralelas aos eixos,
to no elipsoide

Exercicios 16.5

1. Estude com relagio a maxlmos ¢ minimos a fungao dada com as restrigdes dadas ‘
aj) f(x, »)»—3’r+vet +7v =1 b)f(t.v)—%+yex2+2y§
Ofx y)=x" + 2y e'%;-o-_y-l d) f(x, v)=x +4y2exy==l ¥
e)f(r.y)—tiex2+4v B DFx ) =2+ 2y + Y ex 2
g)f(r.y)=v —2«0+) et +y0 =1 W flxy)=x —2° oxl £y =
Dfixy) = © +) —3x-3;cx+2}=3 j)f(x ¥ =x° 'Zx)+3)’ze

2. ([))e(t;tm;mc acurva de nivel dc!(x, V)= e 1(,). que seja tangente A curva xy = lr > {) A mpemmra T em qualquer ponto (x, ¥, 2) do espag:o é dadapor T = lOO;’yz Determine a

ual o ponto de tangéncia’ emperatura méxima sobre a esferax” + vy~ + z* = 4. Qual a temperatura minima?

3. Determine o ponto da reta x + 2y = l cujo produto das coordenadas seja mm > ol 2 < 2

4. Determine o ponto da panibola} 2 man pnéxnmo de (14, 1). 4 Determi eoplano[angemeésupcrffcwfz‘ e e By>tar O gt

16
- Determine o ponto do elipséide 2+ 4) + z° = | que maximiza a soma x + 2y 0s planos coordenados tetracdro de volume minimo.
- Determine a superficie de nivel da fungio f(x, y, 2) = 2* + 3 + 27 que seja tangente SOPIEE : mine P na elipse x° + 2y° = 6 ¢ @ naretax + y = 4 de modo que a distancia de Pa Q
X+ 2y + 3z = 4. Qual o ponto de tangéncia? -y A a menor possivel.

rmine o paralelepipedo retingulo de volume méxjmo, com trés de suas faces nos pla-
105 coordenados, contido no tetraedro {(x. y, 2) € IR 1x + 2y +3z=<12,x=0,y=0¢

=0}.

=]




Considere a forma quadratica 2 (x, y) = ax® + 2bxy + (3-3 onde a, b, ¢ 50 co
2 s
taneamentie nulas. Seja g (v, v) = x2 + 7 = 1. Suponha que (xg, v, Ag) seja soly
[VQ (% %) = AVg (x ) <
Qi -

26.

7 ] 1.

Frove que Q (xy, yo) = Ay

(Sigesigo. Como Q ¢ homogénea de grau 2, wtilize a relagio de Euler. Veja :."-,_
Seg 12,1} » 3
7oSegin ¢ {x vi e g (X, ¥ como no exercicio anterior. Suponha que os multip

grange associados ao probicma

VO iy} =AVg (k)
X7y =1

N ique) resulta que

3

>

.« T8
scjain esiritamente positivos. Prove que @ (x, v} == 0, para todo (x, y) # (0, 0). 7

2
2
aX{ (/\'0, )’0) hot2

{Sugesrao. Uulize o Exercicio 26.)

. R oy

- Prove que os multiplicadores de Lagrange associados ao problema do exercicio ant
raizes da equagao :

e

a=A
b

b

c—A =L

2y

y =
N § : o 1 (h, k) contido em Dy
Sejam ( tx. v) e g (x, v) como no Exercicio 26. Scjam A} ¢ As. A} = Ay, as ra :
a—A 1P] O 2. Considere a forma quadrdtica

b

b
c—A

2
o O (h, k) = ah® + 2bhk + ck*
Prove que 4, € A, a0, respectivamente, os valores minimo e maximo de Q sob ¢ a circunfe b
réncra x> + }'2 = 1. . a, b e ¢ s3o constantes. Suponha a # 0. Verifique que

. visl ™.

1id

16.6. EXEMPLOS COMPLEMENTARES

. ol
EXEMPLO 1. Sejaf(x, y) de classe €2 num aberto A do IR, Suponha que (xg, ¥g

uni ponto critico de £, Prove que uma condigdo necessdria para (xg, yo) ser um p
nimio local de £ € que ’

Q(/Lk)=a[h+£k) S L
a a

f—"iu o B+ 2 i (x v,)hk+azf(r y)kzzolvi . I b ¢
FRRa il e ol gt = 2bhk + ck’ = a h2+2—hk+—k2]=
) ’ ; a a
parz todo (/. k). . E 2
b2 7
Solugdo s =alh? + 25 hk + ?T k2 — Sk + L2
P a ac a% a
—) r
Seja v = (h, k) # (0, 0) e consideremos a fungio 2sc] (h b k)2 L ac —2b2 kz}
g;v(t) = flxg + hk, yg + k). L a a
Suponhamos que (xg, y) seja ponto de minimo local de f; entdo ¢ = () serd ponto :ic Ui ja,
Jocal de g e, portanto, deveremos ter necessariamente g” (0) = 0. Como &
,
32 92 ? W2 » 2 IZ ?I 2
3’3(0)=?f-(xo‘>‘o)hz+2&5_‘7(xo,yo)hk+~;5f-(xo'm)k2j Qhk)=a h+ak + . k2.

Mdximos e Minimos
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2 .
f (xg, ¥o) hk + 3\—'2, (xp. Yo) kz =0

"(h, k), ¢ uma condig@o necessdria para (xg, vg) ser ponto de minimo local de f.

. Note que g fornece os valores que fassume sobre o trecho da reta (x, v) =

]=
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EXEMPLO 3. Considere a forma quadrética
Bty 1
S 2 i
Q (h, k) = ah® + 2bhk + ck*. : Rf d%f ~
a ’ = 0 i
- { (x0, Yo b= ——= (X0, Yo) € € 2 (xg. ¥o) [existem

Prove: v

0 o =k
. . ki =(h, k) e w2 =ik
(i sea=>0e Z ?l:* 0, entdo Q (h, k) > 0, para todo (4, k) # (0,0). | =Gk

(i) se "
¢ o : S (0= 0.
8; <0 e g ()

bl : £
Z Clﬂ 0, entdo existem (hy. ky) € (hy, ky) tais que @ (A, ky) < 0 e Qi

23

B
. 0 ¢ ponto de maximo local de g - (1) ¢ ponto de minimo local de g (). Logo. (xg,

k]

Solugio o2 : .
" ' 40 € extremante local de f.
» P ’j |
P

£ b -
Q(h,k):u|h+—k) +
\ a a

Pelo Exemplo 2, sendo a # 0,

A

{i) imediata. p

(ii} se @ = (), teremos necessariamente b # ); neste caso, existe a tal que Q a.
1

— I} terdo sinais contrdrios, (Verifique.) Sea # 0, @{1,Me @ (-b- - l) terdo si .'.;;» \
a AN

{ a b
[ A
rios Q(I,O)=ueQ(£-‘i]= & 4 i Y R EetiLrsran
a Y, a A ) 8
I S < : o) € Dyum ponto critico de f. Dizemos que (Xg, vq) é ponto de sela de f se em
’ . rta de centro (xg, yo) existirem pontos (xj, ¥1) € (x, y2) comf(xy. ¥1) <SG yo)

A um ponto critico de f.

2 % e sej :
aberto A de IR” e seja (xg, yo) € .
C* num aberto 13 (Xo Yo de sela de f(verifique).

’)‘0) & A um pontc
0, entdo (xg, yo) serd ponto

x, y) de class'se
Exemplo 4 que se H (xg, yo) <

5. Sejam f (x, y) de classe e (xg. o) um ponto interior de Dy Suponha que

EXEMPLO 4. Seja f(x, y) de classe C num aberto A do IR? e seja (x,
critico de /. Prove que se :

*f Cad
=5 (%0, ¥0) —— {x0. Yo a ponto critico de f. Prove:
. _|a x oy
H (xg. vg) = 32 92/ <0 g
H (xg, yo) 572- (x0. Yo) ‘z yo) > 0 ¢ H (xg, yo) > 0. entdo (X ¥p) serd ponto de minimo local de f.

entao (xy, vy) ndo ¢ extremante local de f. _
: o Yo) < 0 ¢ H (xg, o) = 0, entdo (xg. y) serd ponto de maximo local de f.

Solugao
Seja

- inui s fungdes
g" (N =FfQp+ htyg + ky (v = (h, k). e da continuidade das fung

. 2 2
Pela regra da cadeia, Catl a5f x,¥)
J? 2 2 i P v yye HE Y T g o
v i a° 7 3 BE (x, yyeHxY) =} 52
gL (M= dxi (x0. yo)h? +2 Ee g‘ (xg, yo) hk + ay—zf (xp, Yo) k2.3 : o? y gx—;; (CY} ?}y{ (x, »)
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seguz, pelo teorema da conservagio do sinal, que existe uma bola aberta B
¥o) (podemos supor B C Dy, pois (xg, ¥p) € ponto interior de Dy tal que, para »..

B. | " 5 & €
% k: 2 Ia 2 ’a j BB
T4 A a[r —e—l] + 12 s+ g gl Sl 12
: a

, £ 0, verifique que

aZf s o 1) = +—6—S+ 1
2 (x, ) >=0eH(x, y)>0. :_._It) a a 8 3
S S
A

= : 7
o _’=a[r2+ﬁsz+112+Ers+-2£rl+£st]=

g 3 @ @ @ « a

"0 b ‘-ﬁ 2 2
b = a r2+-§—-52+-€—,,-12+2rs+-—rl+
-1 [43 a“ a o
+£§st—-8-7s2—€q—'5”'2€—15$'+'¢S!+Bs2+lt2}
(43 «a~ a~ [t o (44 o (44

Pela férmula de Taylor, com resto de Lagrange (veja teorema de 15.4), para todo(‘ s

-

(xg + h, yp + k) € B, existe (x, ¥)interno ao se S i 3
3 . 55 gmento de extremidades (x, e

vo + k) tal que { 0')’03(

2 82 sy 2
& 1) + afi=d SR Or © g Uap —¢9) st]
o

1 [ @>f _ 2 2, ™ @ 8 € €
f(xo+’L}'o+k)—f(x0.,vo)=—{ (LM h2+2 i (%, ¥ hk+3_f : f 2 2
2 aay BT =“("+£s+i‘) il Bl 1S W 6 M
o @’ 3 a « (43 a &3
lembre - se de que = (xp.y0)=0= > (xy. yo). pois (xp. ¥g) € ponto critico 0 (s, 1)
Como (Y, ¥) € B, '. g o
) s SR '8 £0.
RE.
L A ) Oy
Rf — - { (x.¥) axgy x, #la
E¥! (x.y)>0eH(x, ¥)=| 3, 5 >0; a & a € ple €
a-f (E‘ V) a { (f‘ ‘7) : ”J' 4 = .8 B 52 + ré 7— 12 8 @ st =
dxay ay : 532! ' a a 8 a &
: 3 ] 5 B 5 B
tendo em vista o Exemplo 3, para todo (h, k) # (0, 0), com (xo + i, yp + ke
fxg + hoyg+ k) — flxg yp) >0, \ Ig s a € o € ax ef
: B 2 e 4 § ¢ d © 2 € V2
‘ = +2 2= 2+ 2=
ou seja, "!( « l 5" la s a 8 5 gl
%) > £ (g0 50) 0 L % R 5 B & B
para todo (x, ¥) em B, com (x, ¥) # (xq. vp). Portanto (xq, yp) € ponto de minimo 1664 5 [ 2
b) Fica a seu cargo. [Basta verificar que (xy, yy) € pomo%e minimo local de g & |°’ 5| a € a dlla €| |a €
—fx, ¥ : 7 @ Bl el +753€‘Y’5<P s
i . bk} o a & 512
EXEMPLO 6. Sejam o, B, v. 8. € ¢ ¢ ndmeros reais dados. Considere a forma quadts o ). ] I‘S B‘ g B

Or s D= ar + Bs* + y + 28rs + 2ert + 2@st.
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Como, . 3.
iB

Apéndice

ax € 2

€ v

_06
5 ¢

a &
5 B

=«

a O €
5 B o
€ ¢ ¥

(verifique) “

resulta

‘ 8 r:
a & a € 2

s v 2l Iz . B FUNCOES DE UMA VARIAVEL
coml S e MREAL A VALORES COMPLEXOS

@ & ¢
5 A
€ ol

o3

EXEMPLO 7. Considere a forma quadritica
O(r 5. 1) = ar® + Bs* + y* + 20rs + 2ert + 2est.

Verifique: s o
a 8 s 15 b ..
arse 1ai g @l =0 ‘:’ HiEt =l A 1. FUNCOES DE UMA VARIAVEL REAL A VALORES
€ ¢ COMPLEXOS
>
Q(r, s, 1) = 0, para todo (r, s, 1) # (0,0, 0). 5 .
Uma fungdo de uma varidvel real a valores complexos ¢ uma fungio cujo dominio ¢ um
8 € R beonjunto de IR e cujo contradominio ¢ C.
b)Se |6 B 4p<0,8 =0e¢a< 0, entio k-
i LO 1. Considere a fungéo fdada por f(1) = 2 +icost.

P

Q(r, s, 1)< 0, para todo (r, 5, 1) # (0,0, 0).

c) Se g z‘< 0 e a > 0, entdo existem (r), 51, 1) e (ry, 57, 1) tais que Q (rl,-ﬁ:i ’ ‘.Ae, .f(O) ef (%}
Q(fz,Sz,‘2)>0. : ‘;

Solugao
> dominio de f ¢ IR.

- (5)-)

D 2. Seja fdada por f (1) = cos 1 + i sen £. Desenhe a imagem de f.

a) e b) sio conseqiiéncias imediatas do Exemplo 6.

la 8 .
é -
) Q(1,0,0)=cae Q[%. = 0]= —‘s—tz—ﬁ-:assim,Q(l,O.O)eQ(E- "LO) -

contrérios. [Sugerimos ao leitor determinar outras situagdes que levam a existéncld GEAE
Spy 1) € (ry, 59, ta) com Q (ry, 51. 1)) < 0 ¢ Q (1, 53, 1) = 0] \Z

Deixamos a cargo do leitor a demonstragio do resultado que aparece no ExerciCiof= s
Seg. 16.3. e Sl

(Sugestdo. Proceda como no Exemplo 5.)

da 1, f (1) identifica-se com o ponto (cos , sen 7). A imagem de f ¢ a circunferéncia de
Na origem ¢ raio 1:

-
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B

"1 MPLO 3. Seja f(1) = cost + isent.

N
N _

Sejaf:A— C,ACIR, uma fungdo de uma varidvel real a valores comp‘ DS
existem, ¢ sdo tnicas, duas fungoes f; (1) e f> (t), definidasem A e a valores re
£ = fi (1) + ify (1), para todo 1 € A. Pois bem, diremos que f¢é continua em’
somente se fj ¢ f, forem continuas em . Diremos, ainda, que £ ¢ derivdve] er :
mente se f| e f5 forem deriviveis em 1. Sendo f derivivel em To. definimos a defivy
cm fU POr

fcule /7 (1). )
ifique que f* (1) = if (1).

9

fcost + isent]’ = —sent + fcos L.
)= i~ sent + icost = i(cosi+ isent) = if(£).

M p 0 4. Sejau(r) = e (cos Bt + i sen Br) onde a ¢ B sdo constantes reais. Seja A =
@. Verifique que

1 o) = /i () + i fy" (1.

Sejaf: A - C,A CIR: dizemos que F: A — C é uma primitiva de fse F' (1) ﬁ_:. ; du _ ae™ [cos Br + i sen Br] + ¢ [~ B sen Br + i3 cos Br)

. dt
todo t € A. A notagio j J{t)dt serd usada para indicar a familia das primitivas de f . = ae™ [cos Bt + i sen B + Bie™ [cos Bt + i sen Pi]
T . = (a + ip) €™ [cos Bt + i sen Bi].
. ' “0) . ; du
Teorema. Sejaf:1— C, onde I ¢ um intervalo em IR. Se £7 (1) = 0, para todo £ ¢ = =
/, entdo existe uma constante complexa & tal que f(1) = k, paratodo rem /. - ] dt
it

BRI .
Demonstragao jam fe g duas fungdes a valores complexos, definidas e deriviveis num intervalo /. Prove que.
(@ todo f em 1, tem-se:
Seja f(t) = £ (1) + if5 (1). Scgue da hipétese que f;" (1) = Oe fp' (1) = 0 em J; assi e . ,
existem constantes reais & e k5 tais que, para todo 1 € /, . i (D + O] =70+ 5" ®.

' g (1) )" = kf" (1), onde k é uma constante complexa.
FO2O) =f g +f0g .

; .f(')]'= f®e@ - /W ew® emtodot € /, com g (1) # 0.
£10) g ()

.fl (n = kl e fz(l) = k2.

Portanto, para todo t € |,

f@O=k +ik, w

Como consegiiéncia deste teorema resulta que sef: /— Ce g : /— C, I intervalo, \ LR INICAO DE e”, COM A COMPLEXO
que f* (1) = g (t) em I, entdo existird uma constante complexa k tal que, para !odq teng -

] J ;Jm nimero real; j vimos que u (f) = &M é a inica fungio definidaem IR ¢ que €
g =f(+k do problema.

du

De fato, pela hipétese, para todo f em 7, 4
t
u(0) =1.

lg = fm)" =0 2 s
o nhamos, agora, A = a + i3, onde a ¢ B 530 constantes reais. Vamos mostrar a seguir que
' u () = €™ (cos Bt + i sen B)

¢, pelo teorema acima, existe uma constante & tal que, para todo 7 em 7,

g —f) =k
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é a tinica fungdo de IR em C que ¢ a solugiio do problema :;: 2+ 18 Observe quel 21 = &% ¢ que 6 bm argumento de 2

du
—_—= A
@ at u
u(0) =
z=g" t+ip
De fato, 1 (0) = 1. Pelo Exemplo 4 da se¢ao anterior, % = Au. Deste modo_a,_
“ (cos Bt + i sen Br) é a solugdo de (). Como | u (1) | = ¢™ , Segue que u (c)' ] | e% cos 8
Suponhamm agora, que v = v (1), r € IR, seja. também, solugao de @), isto é(.;e
{v’(t) = Av(1), para todo 1, ¢ ' "; :j, A umé constante complexa. Do que vimos anteriormente resulta:
v(0) =1 e
- [e]) = Ae™, para todo f real
Vamos mostrar que v () = u (1) em IR. Temos: : . P :

0 proximo exemplo mostra-nos que a propriedade

[u(t)? lu(n? - ehth = b gk

[ﬁ] _ VO um = v w6y _ Av() u(t) = Av() ur)
u(r)

Assim, existe uma constante complexa k tal que, para todo rem IR, e
ida em C.
V(1) .

) = EMPLO 1. Sejam A ¢ A5 complexos dados. Mostre que

A = LA L LA
Como v (0) = u (0) = 1, resulta k = 1. Portanto, Mt M=ol b

v(0)=u(t)emIR. 4 _:

Fica provado que u (1) = ™ (cos Bt + i sen 1) é a dinica fungio de IR em C satisfa | At At 6 g nica fungdo de IR em C que satisfaz o problema

Nada mais natural do que a seguinte definicio. ' “i
ol ] : it
‘.] : b . 7—(A.| + /\2)“

Defini¢do. Scja A = « + i3, com e e B reais. Definimos 13 u(0) =1

Al ta+ifye _ at ; uler) |
MN=¢ e (cos Bt + i sen Br) (relagdio de E )v- utro lado, v (1) = eM e, 1 € IR, também satisfaz ) (verifique). Portanto, para todo

para todo ¢ real.

et A = oA oAt

Fazendo ¢ = 1 na definig@o acima resulta: 8. |
articular, parar = 1,

e“*'ﬁ:g"(cosﬁ+isenﬁ) i 8 eM A =oAL A

Sea=10 \F ’ 02. Verifique que, para todo 7 real,
P = cos B+ isen B k. st — e“+e_"esent= it — g=it
& 2 2i
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Solugdo
@ it .
_‘_’8 =cos{+isent.
€ " =cos(—f) +isen(~r)
ou seja,
@ it _ )
e = Cost—isent.

Somando membro a membro () e (2) resulta

eil + e—i;
2

Cos 1 =

Subtraindo membro a membro (D e (@) resulta

[ - e—,{

sent = -
2i

Sendo A # 0 uma constante complexa, de (e“)' = AeM segue

Ie"’zu: L s

A
EXEMPLO 3. Calcule:
@) J-e" dt b) Je' cos t dt.
Solugao

a) J.e" dr = —l_-e"" + k.
i

it —it
b) Ie' cosrdr=je’[%€—‘—]dx=%jle‘“”’ +ell =) dr =

1| elt+in Gl —in
Y + + k.

1+ 1—i

Ou seja,

it —it
J-e'cosldt=le' s ik
2 1+i 1-i

it . —i
Comoe” =cost+isentee " =cost — isent resulta:

J-f-"cosldr=le' cost+isent 4 Cost—isent
2 1+ 11—

e

J+k=%e’[cost+sent]+
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'oost+isent+cosr—r.seni = cos 1 + sen f (verifique).
i 1+ 1—1i
p1.O 4. Mostre que

cos 30 = cos” @ — 3 cos fsen” fesen30 =3 cos” @sen 6 — sen’ 6.

em = cos 0 + isen 6.

e‘w = (cos f + isen 8)3.
Y = cos 30 + i sen 36.
(cos @ + isen 6)3 = ¢cos 36 + i sen 30,

: ) . - .
(cos 6 + isen 6)3 =cos36+ 3cos2 # (i sen #) + 3 cos (i sen 6)1 + (isen &),

:'1'

E ,
(cos 0 + i sen 9)3 = cos® #— 3cos fsen® 0 + i3 cos® fsen  — sen” 0. De@e@

cos 360 = cos® 6 — 3 cos f)sen2 /]

sen 36 = 3 cos® @sen 6 — scn3 6.

; T
MPLO 5. Sc¢jam z = P om0 <= B < %.c @ um real com 0 < < E.RGPTC-

Sente geometricamente 2 e ze' 9

3 i L _ ati@rp)
ﬁxaroracioctrﬁo,vamossupor%<9+ﬁ< 1r.Se_|az|=ze’.Temos.z|—e° .

B
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Os médulos de z e z; sdo iguais a e™. O vetor 0z
ano, no sentido anti-horério.

EXEMPLO 6. Sejam z, ¢

- 2 dois ndmeros complexos com argumentos By e By, resp
mente. Seja z = 2y * 2. |

a) Verifique que | z1 = 1z; [z, 1.
b) Mostre que B; + B, é um argumento de z,

Solugdo

8,

a1 = [z cos B+ isen By) 22=|z2{(cos B2+ isen B2)

Como B = cos By t+isenB; e P =cos B, +isen By, resulta:

g=lzglef e p=1g1eh,

Portanto,
2=1zl1z1 & B+B)
ou seja.
c=lzp Il eos (By + By) + isen (B + Byl
Portanto,

aylzl=Ilz 1zl b) By + 5 ¢ um argumento de z.

1 € obtido de Oz por uma rotacdo de 2

Fungoes de uma Varidvel Real a Valores Complexos 349

“am a um nimero complexo dadoe f: I — € uma fungio continua dada, onde 7 ¢ um

alo de |R. Consideremos a equago diferencial linear, de 1.? ordem, com coeficiente

dx
— + ax = f({1).
o ax = |

Hendo exatamente como na Seg. 5.1 obtemos a solugdo geral

3
’ ke 4o je' F() di k € ©).

‘:{:n que.)

EMPLO 7. Resolva as equagocs:

b) %ﬁ + iv = k, € (k, constante)
{

Pela férmula acima,

u=ke" (k€ C).

Y= ke i 4+ o't Ieukl eit dt = keIt + kye Mt jezir dr.

; i plit
x=ke "+ ke ir e
E 2i
] ’
x=ke "+ ﬁ & (k € C).

' :‘; [PLO 8. Mostre que

4 x=Ae" + Be " (A, BE )

:1 2.'

a solugio geral de 7 +x=0.

L .

d%x

%) + x = 0 € equivalente a




) UmCurso de.Cdlculo — Vol. 11

d | dv . | ode
- =+ - — + = i
: [ » Lt] i [ ” Ll'] 0 (verifique),

Fazendo « = % + ix obtemos

——ju =0
dr !
cuja solugio geral é u = kye”. Assim,
dx ;
— +ix =k i
dt 1€

cuja solugdo geral é:

x=ke '+ ;—' &k, k€ Q).
i

Fazendo A = ? e B = k obtemos:
1

x=Ac" + Be™ 't (A, B € Q).

[Observe que i e —i sdo as raizes da equagio caracteristica da equagio dada.] Fazendo |'7_I }s'éja,

solugdo acima, ¢ = cost + isenree " = Cos 1~ i sen 1 obtemos:

.r=A(cos1+isenl)+b(cost—isem)= (A+ B)cost+ (Ai — Bi)sent,
N ——— R —

A
ou seja,

Y =Ajcosr+ Bysent(A, B, € C).

A.3. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGENEAS, DE. -+
2.* ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 3

Consideremos a equagio

d?x dx
® ?'F(JIZ*-(QI:O

onde a, ¢ a, sio nimeros complexos dados. Sejam Ape Az (A}, Ay € C) as raizes da equa- -
¢ao caracteristica de (). Procedendo exatamente como na demonstragao do teorema da

5.2, obtemos os seguintes resultados:
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; | # Ay, a solugdio geral de (D serd
y x=AjeM + Byeht (A, B EC)

e 'Xl = A, a solugio geral de (D serd

4 I=A18'\"+B|l’8"?' (Al,B|GC).
¥
id [PLO. Resolva a equagao ¥ + 2x + 2x = 0.

lugdo

. M+2A4+2=0A=~-1+iouA=—1—1i
' lugdo geral ¢:

7 ‘_=Ale(—l+i)1+8le(-l—i)l

x=e'[Ae" + BT (A, B, € T

;" i : =it _ )
oquce"=cost+:scntee = ¢os ! — i sen 7, resulta

x=¢ "[(A + By) cost + (i4 ;i&) sen ),
A

.2

2 x=e¢ '[Acost+Bsent] (A BEC)

. Ao A2 =
ervaciio: Se a) ¢ a, forem reais e se as raizes da equagio A” + apA +*az /:)si(i)r:n;
omplexas, entio tais raizes serdo nimeros complexos conjugados: A = a = if3. Assim,

olugio geral de

X=Ale{a+iﬁ)t +B,e“'_’m'

x=e" (AP + Ble”P  (A,,B, €O

.

Yomo P! = cos Bt + isen fte e P = cos Br — i sen Pt resulta:
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x =™ [(A) + B)) cos Br + (iA) - iB,) sen Bi] . 4

ou

x=e“[Acos Bt + Bsen Bt (A BEC) . gl

A.4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, DE 3.* ORDEM, C '_

COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos, inicialmente, a equagio homogénea

d3x d*x dx
F+a|—+a2—+a3x=0

a
) de? dt

onde ay, d,, az sdo constantes dadas. Sejam Ay, A5 e A3 as raizes da equagio caracter

A"+ @A" + ayA + ay = 0. Temos:
At A+ A3 = —q
A Ay + AJA3 + AgA3 = aa (relagdes de Girard).
AjA2Ay = —ay

Substituindo em (/) obtemos:

d3x d*x
—= (A + A+ A
dr? @ 2 3 dr?

que ¢ equivalente a:

d* [ dx d [dx dx ]
— | == Ax = (A + Ay)— | — — Aax |+ MAS | — = A = ().
drl[ “r] @ +42) di [dz 3‘] : 2[dt o

< ¢s< 2

u u u

Segue que x = x (1), 1 € IR, serd solugiio de (/) se e somente se u = —j—: — Asx for sol '-3

da equagio linear de 2.* ordem

d? d
d[é‘ - (/\] + 1\2) d—:‘ + I\ll\zu = O.

Portanto, x = x (1) serd solugio de (/) se ¢ somente se

% - /\3.1' = A]CA" + BICAJ sS¢C Al #* Az

i obtidos para equagdes lineares, com coeficientes constantes. de ordem
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& _ Agx = Aje + BueMt  se A=Ay
dt

- " mos a seu cargo concluir que a solu¢io geral de (/) serd:

x = AeM + BeM + CeM se A # Ajparai #
x= AeM + BteM + CeM se Aj = Ay # Ay,

x = AeM + BreM + CrieM se A=Ay = A3

ordem, niio-homogéneas, com coeficientes constantes, sﬁcf
a seu cargo estender os resultados até
n=>3.

uagoes lineares de 3.7 _
tad do mesmo modo que as de 2.* ordem. Fica
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3
J" 2dt se —l=sx<1 :‘;—se—'lﬁxsl
,. C) JK f(r) d’ _ lo . = L 5 N
0 j ,Zdt'i-j 2dr se x =1 2y - — se x =1
e 0 \ 3
dxse 0=x=12—1s¢c 1=y=2e3x—3se x>2.
. F
- {2". se 0=x=1
2 A FM =1y se x=1 2
RESPOSTAS, SUGESTOES ;
S ) B
C b )
- v \n‘. . : :
CAPITULO 1 <« ] ; AN
01 - - 1 2x s¢ x=0
1:2 l\/l F(x)= 0 -
S se X
1. Sim, pois, é continua. 2
2. Sim. pois, ¢ continua. @ )
3. Sim, pois, ¢ limitada ¢ descontinua apenas em x = 1.
4. Sim, pois, ¢ continua em [0, 1].
5. Sim, pois, € limitada e descontinua apenas em x = (.
)
6. Nio, pois, nao é limitada em [0. -:-:I
b d
7. Sim, pois, € imitada e descontinua apenas em x = ().
8. Nao, pois, ndo ¢ limitadaem [—1. 1],
CAPITULO 2 '
- )]
1
1. a) 2+ In2 b) —3-
9 Lms a1
<) 5 n 3 ) 3
' I d 0 I
! s¢ sa= -
: c 8 =1
2 a) J“f({)(h - (: x - {Il :: i)if x2 v R
0 J.Id1+ 0dt sex=1 \ 2 G)F(J’)=T,X6|R b F'()=xx€EIR
0 1 3 2
! 4 3 a)x>1 by x <1
b)—+;sc~|€x€=12\—;-set—l ) —2<x<2 d) x>=2
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x3
—3— se x =1, X2 se x<1
4. a) F(x)= | Frixy=<2
1 — >
3 +2Ilnx se x>1 X o
x =t x—1 1t x—1
5.0 Fy=xx€IRF (x) = f(x) para x # |
by F'(l)y=1%#f(1)
24
, 3x
l. a) F'(x)= T b) F' (x) = sen e
) Fiix)= — cos x* d) F' (x) = 2xsen x*
€) F' (x) = 2 cos 4x° P F =% 2

S5+l 5448

v .
) F'(x) = 312L e ds + X%V B F(y =2 I e ds + x2 o¥

X

0

A 3 N =

0 F(x)=—arcigx D F(x) =I e dr.
0

2. Crescente em |—=, 2] ¢ em [0, +2¢(; decrescente em [—2, 0].

12

3. pix)= e?
4. Sugestao: Verifique que [F (x) — F(~ )]’ = 0 em (ST A 5

1 X 3 ! 1
6. Integrando por partes: j; F(x)de = [xj. e ! dl] - J XF'(x) dx.
1 , Y0

1
7. ;[cosvrz-— 1]

CAPITULO 3
3.1

26r 21
3 b=
o 12X d)
i
2 3

1. a)

_4_Jr_ 17
) 3 N

_ 2r 2 -
g) — ) 47:(“3 ']

15

<) :—2 [3 \afi = In (\'5 it l)]
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287
N 3

.
nry 47
b 7687

d) 2';1'2
N

44
ol (3
RINT:

LS
2. —
3

l3
4. —.
4

b) 4nR’

& %[17-‘F ~55]

i=1

}quef(xi) =S - = (A L(P)

b) 1+ 41+ ¢ —N'E+l“li

‘ c) R
!.‘_ 1 2+ ﬁ
R R

o .
- Z\'I' +f (eN? Axglogo. ..

i=1

1+42 ]

3 @) 1+ i+ -2 | ——
1+ 41+ e

1442
L+ 1 +e?

I

357

n . -y . "
L 2 ) L= Y - m o)+ ) = FO )t Pelo TVM existe cpem b — 1. X
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35
1.a2)
<) ’
| T
€)

nl4

n )

Respostas, Sugestaes ou Solugoes

n) ’

2. a) b)

c)

3 a)— b) 1

C)£ d)%

| X e N 5 _
4. a):irea-—*J-‘(2—cos9)iz d6+j,(| + cos )~ d9=7”—3\~'3.
0 —
3

- r—2 9\6
2

(')I T —

359
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| I L 1
S.érea:—j 9-‘40-lj gt do =
2 Jo 0

6. — | ® [2sen 20 —1g 260] dB

3.6

~
N

)

S
—~~
=
-N RV ]
—

<
B
12

8 2
CAPITULO 4

4.1

SR

€)

£)

i)

l;l;, | —-

h) (
@ (5.

) (O_ W2 - (V2 +1) ]

+
1632 +161In (V2 + |)

5)

3
6
15

u|_ '5"“

Se—r’

by 27

2087w
45

S

3
+
b

o
h)|_‘

-

i)

J)

v
M — ) | = |'JJ=1
5
a

Respostas, Sugestdes ou Solugoes

o) 3

q)

| -

b)

le"“
4

+
s—3  (s—1?

361
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— a) ke’ - % ¢ bk =z

d) ke':"—l—cosl-i-zsent
5 5

i 1
ke' —— cos1 + —sent
¢) > 5

9 &) ek +1] N keéf =5
10. l 2 |
ke~ ! + — cos 21 + — sen 2t h) ke™% +—
8) ke 5 s 1
5 Sl P =k + i
¥ 3 9
i =ke '+ — ~31+;-<en3: m) ke* —lcos r—lsenx
Iy q=ke COs 3 S > tT3
2 1
Rat ke 2T
4.3 n) y=ke 3 +; 0) x = 2 i
3 w1 3 r=M-2
) 0)5 Rt p) ke +5f q) e 3
[Py ] ==
2v26 r) v=ke"———l—co,\'3.t+isen 3x ) x=ke'+—e '
3 d) —1 y . 10 10 4
- 2. 8pg. onde py € a populagio no instante 1 = 0.
3. a) — = 3
by 242 ; 7 2 &
; N 3. Aequagiio que rege o resfriamento ¢ d—df— = (T — 20}, onde & é a constante de proporcionalida-
c) +=
d) 1
o 2
5. 4) 0 % i de. T(#) = 90e™ + 20 onde o = % In A
4.4 - .
4. [ = —0 | — L
j | 1{) (Eqnverge b cdiveres a) i = e
i ) comre -
Vet /) converge by i= ——— (™% — 264 meos 120 7 + 11 sen 120 a)
8 crge h) converge 2 -
i) conv 2 1+ 57~
h erge J) converge
converge m) converge
3t o ¢ I
3. : A 1. a) x=Ae" + Be b) x=¢ (A + B
I‘)) ‘cj(')"efgt b) converge ! A § %
OVErge d) diverge ) x=Ae" + Be™ Y dy x=A+ Be"

&) x= Aev3! + Be V3 H x=e "(A+ B

g y= A+ Bt h) y= e ¥ (A + Bx)

10
6. f(')=;—e‘3’ -+ l,
- B} y= AeVox 4 gev6x

9 3

12 2 1
7. @ ?82'“—6()8:*}-—5‘3"1 b) _ie—l+le2f

i) A+ Be
3 myx=A+ Bt

{

I) x=A+ Be
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! 5
- il wl
n)x=Ae'+Be2 o)x=A+Be 3'

2-a)x=le3’+£e_3’ b)4r=_.l+l‘,2:
-3 3 2 2

&

A y=(-x¢
3. a) x= A2l 4 Bemv21 b) x=Ae ¥ 4+ go~¥

= Tr
€) y=A+ Be d)y=e"[a+ By

4. A equagio que rege o movimento da particula & my = — 25 — y ou X+ 2x+x =0
= U, pOIs:

m= 1.
ay x() = e "(1 + 1), Desenhe o gréfico.

by x(ty=(1 ~ ne™". Desenhe o gréfico.

5. x(n=e "H_ !
53
La a==-2¢ b= bya=-5 ¢ b=12
3 i
a==¢ b= —— I 2
3 d) a 5t:b 3
¢) a=—deh=0 N a=~— eb=—l
2 2
_1o 1S ! i
a=i3 ¢ b=33 Ma=3 eb=3
2. a) i b) —ltﬁi
2 2
o -1 =% & —1+2
e} *owi f £2
17 =
2) —5-_1—2-: ) * N5
i) EAN2i j) o2
D 2+

54

. -t
L. a) ¢ "(Acos2r+ Bsen 20 b) A cos \El + B sen V’;,

I

=l . - -~ .
¢} e 2 (Acos~3 1+ Bsen 3 1 d) AeNSt 3 e N5t
€) Acos3r+ Bsen 3t
2 (A + By

N e "(Acost+ Bsenn

) A+ Be ™
1

-3 1

nDoe 2 [Acos\

D e ¥ (Acost + B sen )

-

57
f Ae” + Be' my e (A ¥ By

Ir_

n) Acos2r + Bsen 2t

it 4 |3
o) e 2 [Acos\Tr-l—Bsen

p) A cos~at+ Bsenvat
n e [AcosV57 + Bseny51)

1
K = —sen ¢
2. a) x 25
lr—

-t o 347
c) e [cos-\"7r+:—4sen NEN

3. x(n=—2sen2r—cost

N 3
! v = v
. f(n = 2 sep —r
5. f( 3 >
v'6.x=e'senl
7. a)e>2 bye=2
N3 BNEY, !
1. a) Ae¥’ ' + Be ™ —l—7c05 3t

<) Ad' + Bte' + %lzet
e) ¢ "(Acost+ Bsenr) + 2
g) Acost + Bsent — 1¢ost

|
i A+8e3’—-513—

5
<

n) Ae? + Be ¥ + %lez'

p) A+ B + icos 3t ——l—sen 3t
39 13

ry A+ Be2’+ %tez'

) |
“ 2. Acoswt+ Bsenwt — 2—: COs Wit
‘ W

3. a) 3cos 2 +lscn 2t +lcosr
3 3 3
c) lrsen2:
4

b
TP (wd - wP)? o+ dyiw
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]

Q) AeVTO! & Be VU1

s) e = [A cos 2t + Bsen 2t

by —e '(cost+ sen i)

] dy —cost+ 2sent

4. x()=e "sent

N0 e=2

9 = | 1
b) Ae 214‘81(’ ?J'f' 5!_2

dy Ae '+ Be M+ I—ss-e’

n A+Be M+

1 7
Ry Ae¥ + Be' +— 12+ St —
2 24

L

| 1
j) Acos3t+ Bsen31+§senl+zcosr

1
m) A cos 3t + Bsen 3r - gt cos 3¢

o) Ae® + Be~ ¥ ~ %cos:

g A+ B — ¢

s) A+Be2’—§l

b) le_3'[l ol :]
2

dy - %cos 2t — ;—Zscn 2t + %e3'

2
5 [—2yweos wr + (w§ — w™) sen wi.

5. Sugestdo: Considere 0s casos w = wy e w # wy),
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CAPITULO 6
6.3
L (x»=(.2)+A(— 1LILAEIR 2
3. :=(—2,3) 4.
-
S.a) u=(@2,1)

6.4

10.

13.
14.

e 14
2. a) 5 by 14
= '."'5
o A5 B
6
A idie e e :
- el = yui +us +uy = \Juf =luliveja:
y RO PP WL LTS, U, SO LS e e oo ;
uy tuy =0 =y +uy +ug = uf = \lup +us +uy = juf ). De modo andlogo,
-) .
tem-se: [l u i = qu lelull= Fayl.
- e - - o - - — — - -
SoHuli=WCu — v)+ vl u— vit+l v lousejall a — v =lul—1 v
- — - - — - - - - - = = =2 E
9. w=au+B8v > u-w=u-(au +FBv)=a(u - u)+pB(u-v)=u- w= 3
. - 5 - = e I g
@ pois. u - u =lal”=1e u - v =0. Demodo andlogo, obtém-se v - w = f.
. . B . - 52 = = o i o "'
12. Sejam « e B dois reais quaisquer tais que . + v = 0, Segue que w *fau + Bv)=
== = Y ~ - - = =
w- Ocdaiatu - a)+Blu- v ) = O¢, portanto, o = 0, Do mesmo modo, v« (au
=z - - - - - = =+ =
Bv)= v 0coporanto,eiv - w)+B(v - v)= 0 logo.f=0.pois, v - #
R d

&5

=
@) n=(2, 1)

2t
c) n=(1,3)

a)(uv) =2, -S)+FA(LL1LAEIR

@ Ly =(,2)+A2, DHAEIR

X =(L-D+A2, 1)LAEIR

X y) = (% l)+ A(=2,3LAEIR
B u=(-1,1

.
dy u=(-21)

25
by n=0,—-1

dyn=(2=3)
by () =({, -+ A(-1,2,A€IR
b)Y (=2 -2+ A(1,3L,A€IR

L @) (2,53 - (e (LL D] =00u2x+y+3z=

by (=2, 1,2 [(x.y.2) — (2.1, - 1)) =0ou2x — y~2: =5

(€32 = (1.2, =1) + A(,0, =3, A € IR (tal reta é paralela a diredode 4 A v = (3,0, ~ 3), . 4

- -
u N ov=(4,-2 8

a) (x, v, 2)=(0.1,-1)+ A(1.2, -1),AE IR
by (v =21, ~1)+ A2 1,3, A€ IR
-3 -
ay u/Nv=(5 -4 -3) b)
— —
@ (e Nv)ylxyd—(L2,D]=00ux—y+z2=0

- -
By (u A vy [y —(0.01.2))=00u— 4x + y+3z=

- -

- =
@ == 0.Portanto, u ¢ v sio lincarmente independentes.

- - - % 0
v+ v = L. Fica provado, assim. que quaisquer que sejam os reais a e Bau +Bv =10

' 17.cos 8=

- )
w v 7 e
- _“ososmsenﬂ 1
Ha 1w Il
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- =
(- v)z

- - "
7 ;
W 200w 32

r )
Jﬂ?uz IR = - w32 N g HeDOF +vd v — (v vy +uavy)?

:". 6=
4 Wit v B vl
5 > - —
: \f(“z"s —uzva)? (v —wpv3)® vy —won ) lu A vl
; = g —+ T -
Wae 0w I Ha v I
1. a) Eaberto b) Nio ¢ aberto
¢) E aberto (conjunto vazio) d) Nao é aberto
¢) E aberto (conjunto vazio) £ Eaberto
- g) Eaberto Iy Nio é aberto
2 @ lenERIA+P=1) i X
¢) {(0. D} d) ((x, »EIRT Iy + vz 1]
75
& (uweRiix=11=sy=2] pH IR
a) E fechado b) Nio ¢ fechado
¢) E fechado dy Nio ¢ fechado
¢) E fechado 1 E fechado
2) E fechado iy Nao ¢ fechado
PITULO 7
1. . 2. ¥
,n
2
17
1 ¥ {
1 x
Y3 y 4.
2

s.
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> | *x
N». 1
% _ .
S
5 <2\
: 1
.m N
g |
w..o I
v
§
m
= . - =
& < = = E <

8.
10.
12.
b)
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7.2
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2 @) 0<1=1 b)( Z,:‘.i_"_) N
5'5'5°25 2. a) (x.,v.z)=[l.ﬁ.—t]*')t[—ﬁul-]}"em
3oa) —VS<r<-lou2si<i§ b ~V2=i=yZ%0 b) (xy) = (1 1§+5(2 ?))\GIFI o
73 Ly) =Ll » Ll
. . ) 11 11
. @) 3t+tsent+ 2 b) (e "t e sent, 2e7"y o) k.= ;;4 + A -:-—:-4 AEIR
— N . 2
¢) (t—6,sent — 21,2 — 26 dy (¢ senl—21,6"t3.r2—3sen() & (y.zw = LLLH+A(L2 L2LA€R

-
3. SejaF = (F, Fo i FL) sendo F' (n = 0 emI resulta /(1) = Oem /[, parai= 1,2, ...,
n. Segue que existem constantes kl_. kz' kn. tais que Fl. (r = k'.. paratodorem/, (i = 1,2,

., n). Portanto, £ (7) = kem I, onde k = (kl‘ kz' k").

2N LR
2. (2+{")1+(1'—1)j_3,k
- -
Joouy-viy=1+1

7.4

—

1. a) lim ?fl_): [Iim vE - I_ lim 2, lim =1 =(l 1 0) dl- dF .
4. Verifique que ;— F(nA —d— (r{ = 0 em/ euseoExerc. 3.
t 1

r= LR N St B 11 ¢ 2
P ’ -
b) (3,2,0) 37 + 27 wak - o -
_ 4 5. Sugestdo:paratr =00l r (Dll= i & r (- r (=t
- = . _’
2.a) lim [Fin+ G~ [ lim [F &)+ G()).... im [£, () + G, (D] ]= N d;, S 5 - d_r’ ~
th fn =i ‘ T.4) vy= —= i fjia)=—=2j
. - - dt dt
- (0| + bl‘{lz + bz. rees )y + b") =a + b — =) IT o o
i
o - b) v(l)‘—senu+cosu+k a (fy= — = —costi —senif
b) lim f(t Fin= (linl Sy E ), im i) B (). ... lim FYE, () o . dt
- . o o y To=2l =T aw==70
¢) vi(=—= vy alt)= =
dt ’ dt

-3
= (Lay. Lay, .. La) = La

g - — - —
dy v{= vot aots a ()= ay

- -
) II_IIT: Fiy N Gin= Lim (Fy () G3(0) = F3 () Go(n. F3 (0 Gy (1) — Fy (1) G3 (),
S - 5o T = > 4T
Fy NGy (0) = Fo (0 Gy (1) = (aaby — ayby, uzb, — ayby, ayby — azhy) = ;; A Z 9. )N T@I=1, T Tw)=1dai2 7 T =0.0ouseja, T e T 530 ortogonais.
3. a) (tEIRI=0) by t€ IR =1} by Sugestdio: _; (N =v(n ?(:).
0 hmuuda . ’2 . . .
5. a) IF(I) G(r)l MF([)IHIG(:)llc lim lIF(:)lI || (_,(1)|| = 0; pelo teorema do confronto, 12. a) r (= (3—+l] i+ 2 k

=,
: 7 4 . => —
'l-':'}n L F(n- G(l)l=0;logo_. lim F(n- G(1)=0 by r(=2- cosz)? + (-;— sen 21 — 1)7 +(2+In(r + 1)) &
[ |
., , " = > - 1 5 i = g -
6. Como F écontinuaem [a, 5], ILF(:) Il também serd. Segue que || F (1) Il é limitada em [a. b], s ; meigri +(1me Hj U+ D

ou seja, existe M = 0 tal que Il F (1)1l = M em |a, b).

7.5 1 - - | - 1 - 1 = -
. l.a)j[u+e’j]dr= J-ldl i + je’dr j=—1i t-1]
d F 5 ,-3". N 0 0 (i 2
1. a) — =61, —e"', 20 doF =6 e 2-2¢° T - - - - -
‘z 1+2) @2 a3 by —j +2k ) 3i +2j + k
dF - — 27 4 -
)= 2T drsenst o3l LE L 223 2l cosi] - 3IV= 1o I
: 3k; = - 2+ 42 t : —e)i -——1j - - —
d, Rf- 2 9’{5 i —(2sent 4:- cost)j 2.a)2-ei + | e 2) J 5 k b) 5 +e

<) di=5003517—4 417 ~uy _sz 7 7 Py G ! I
dr sen4r j +2e 2 k; % =—25senSti —16cosdr j—ae > k 3. Observeque G(‘)=(J F (s) dsj E,(s) ds]eapliqueommmﬁmdamenmldodhﬂo.
0 0
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3. a)
-5 8 — 1 - —
4a)21+ j+;k b)ln21+;j+k
7.7
| . :
L. a) m\l+ 4n2 FomQr 144ty b o5
X
" " l
) J- Vl+e e g = [ + (cos 6) ¢ senOJd8=
0 anlg('“' sen 6
l+\.l+e_”— |y )
=ln—— 2 4= yi+e ®
l+\|'7
2 Y
dy V31— e) xnﬁ‘=.+1+v|+e -v2
L+ 31+ e?
e~ e
fror 2) g
dx dy
2. L( I ( ) +( ) de = ,
e a« Y\ 48 de y | :
9 ; r————* - )y ) C)
< B f dj 4 ;
I H(——cosé) p.rene] +(£sen€+pcosﬂ) d8=j Hpz+(—pJ 2
\ de 2 de
s —
3. a) ;[nv‘l+7r~+ln(lt+\['l+7r )] by ..\2m \2
O 7 d) N2 [1 - e 27
3 -
8 a)(s(s):(‘,?j +1 i—l) b)B(s)=(2cosi.2seniJ
13 13 2 2
&)

+ 42 5442
d) 8(sy=2 ﬁ\ cos [ In 22
v2 2

CAPITULO 8
8.1

a)
)

() —

2. @) () EIRx % — 2y

by 3a + 2x
dy 2
I

by —
v

P
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b)

d)

b/

h)

—

\_
?)HN§
-

IxI—Iylz20&—-lxi=sy=lxl
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4. f(x, ) = ax + by, onde a e b devem ser determinados de m

Tem-sea = 2eb = 3. Assim: f(x, y) = 2x + 3y.

5. a) homogénea de grau zero.
¢) nio € homogénea.

6. a) f(43,4)= 1(8

(&) () -

b) homogénea de grau 2.
d) homogénea de grau —2.

Respostas, Sugestoes ou Solucées
odo que f(1,0) = 2ef(0, 1) = 3.

)

2
by £(0.3) = 3%7(0,1) = 0 s yimc
' paraboloide eliptico

. | B Y ¥ X v

¢ Xo¥)=(yfxm + 3y )2 L = 2

Y flxy) (Vx= +y ) F = = = K —t-\;x + y2

\’lx' + y‘- sz + v
d) As curvas de nivel s3o circunferéncias com centros na origem.
8.2
2 z
Lal-x-y=co 2+y¥=1~ciex)
z
¥
1
Y
e) As curvas de nivel sao retas paralelasax + y = 0.
x z
b) x + 3y =¢
1
y
X
Y 4 ) As curvas de nivel sdo as circunferéncias 2+ _\~2 =]=- cz. comO=c=1,
\ O grifico de g ¢ a parte da superficie esférica °+ yz +5=1, correspondente a z = 0.
s% z
~ 1 \ ~ 1
\ >~ c=3
.% c=0 y
x

375
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2) P=cO0=scslpx= - e

Y z

h ¥y

X

J) ¥ = x€acurva de nivel correspondente a ¢ = (). Para ¢ = 0, a curva de nivel é o par de

retasy = x +eey =y — ¢,

Resposias, Sugestoes ou Solucses

) As curvas de nivel siio as elipses o+ 4)'2 =1—¢? O=c=1).

; L - 2 2
m) As curvas de nivel sao as circunferéneias (¢ = 1) x° + VA e
2

. _ ) . 2 /4
n) As curvas de nivel sdo as circunferéncias x> + y =1 c(O L=< —}

<

377




Respostas, Sugestées ou Solugées

Wmm Célculo — Vol. If

r)
c<0 c>0
c=0
1
¢ = () a— c>0 c<0
— =0
c=0 Imagem = IR
2 > )
g+ ¥y =c{c=0) h =3 - day + ,\72
1 o ~ - [
2. a) x—2y=c(c€IR) b e=—— oy=cix—2.x%2 magem = [0, + =[ yEXZINx+e(celR)
: x=2 '
¥ y ¥
|x=2 Y
| )
c=0 \ : :
! i x
x x by ¥ -
- | 3
1
H .
i :
|
Imagemde f = IR imagemde f = IR
D at=(l-art0=c=s S
= —clx = ¢ r = == =
AU+y=(1-x €ER der—-D=x (cEIR) : ‘ N Sec=0x=00uy=0 _
Sece=0.x=40 Ser#(),v:M
’ 2¢
M=c
Sec#0y==x |—Cy Imagem = ~-'-. !
Voe 2" 2

y
2=C Z2=C
¢c=0
x
Imagem de = IR Imagem de f = IR ¢=1
2 €0
eyxy=¢ {c€IR) j)xz—_\""—'(' (« €IR) c=0
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3.
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4 @) f(l, 1) = 3¢éovalor minimo de f. Nao admite valor méximo.

[y Nio admite valor mdximo, nem minimo.

¢) Zero é o valor minimo de £ este valor é atingido nos pontos (x, 0), x = 0, ou (0, y), y = 0.
Nizo ha valor mdximo,

) Valor maximo: 1 este valor € atingido nos pontos (x, 0), x # 0. O valor minimo € zero,
que ¢ atingido nos pontos (0, y). v # 0.
2
€) f(% ?) = % ¢ o valor mifiimo de fem A; £ ndo admite valor miaximo em A.
2 ¢ o valor maximo, que ¢ atingido em (0, 0): £(0, 0) = 2. Nao hd valor minimo,

2

id
/‘in+ 9yi = 36
\_/3 x

g) f[z_lﬁ l]=:1‘- é o valor mfnximo:j’[ L_ : )= —i € o valor minimo.

— - , =
2 2‘\4?2 V‘2

| 2 .
Sugestdo: g{x) = xy1 — d4x°, ~ — = x = —_ fornece os valores de fsobre o conjunto |

t3 | -

L
2

13. @) by Ponto de mais alta temperatura:

45 245
575

4V'I§ 2\'3_
temperatura: | — ,
1 \ e ( s s }

T=13C
r=0°C
T=~1°C

4x2+yl =1 y= 0)

5. @) f(0,0) = 3¢ o valor minimo e f(2, 0) = 7 o valor maximo.

]Ponto de mais baixa

b) f(1.3) = 4¢ o valor méximo ¢ £(0. 0) = 0 o valor minimo.

) f(—1,1)=— % ¢ o valor méximo e f(0, 2) = —2 o valor minimo.
us
5's

Y Z =Cqsx

11 8
| o z = ¢ cresce

d) f(3,0) = 0¢ o valor minimo ef( ) = %é o valor maximo.

8.3

1. @) E uma esfera de centro (0, 0, 0)eraio 1. b1 E o semi-espago abaixo do plano z = 1.

y=c(x-=1)

| (3,0 Lz= Conia.

6. O que se quer sio os valores mdximo e minimo de z = (5 — ¢) (I2 + 3) em [0, 4]. Alwra
2
méxima: 24. Altura minima: —3:)—7_-
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2. @) b) @0 <l(x, ) — (g yp) 1 < 8= 0 < 1f(x, ) —al < 8.
De@e@:0<l(x, )~ (xgypll <8=lgx )y —Ll<e
4 7.1 8. 0
9.2
1 L. o) IR’ B (¥ € IR?126° + 3% < 6}
/ ¢ lx ) EIRP x> y) d) (v EIRY I+ <)
Y & [(x ) E IR 1(x, v) # (0, 0}} nIR?
2 IR?
S 2. E continua em (0, O): Iim  fxy= lim X —;—L.—, =0 = f(0, 0).
(X v) =40, (rovr— 0 x= 4+ oys
c) d)
5. SejaB= {{x. 1€ IR f(x. 3) < ¢}. Precisamos provar que para todo (xg, yg) € B existe uma
bola aberta, de centro (xg. vy), contida em B. Como f¢ continua em (xq, ¥y). tomando-se € >
3 z 0. com f(xg. yp) + € < c.existe ¥ = 0 (como A ¢ aberto, podemos tomar r de modo que a bola
aberta de centro (xg. ¥q) € raio r esteja contida em A) tal que
— IHex, ¥) = (xge y) 1= r = £ ¥) <2 filxg, vp) + €< ¢
I, H
Va 1
K/ e, portanto, V © B; logo. B € aberto.
/L-- . y
1738) d CAPITULO 10
/ 10.1
X X
1. a) ﬂ = 200" y2 + )‘3 e 3_] = I().\"ty + 3,\"\'2
A ¥y
CAPITULO 9 J- .
by ——= ~ysenxy e 5—‘—= —x sen xy
9.1 * )
.o 0 b) Naio existe o dz 3+ 3y - 2:_\'2 Az 2x%v(l—x)
) 0 d) Nao existe Yo 24 2y ¢ Ty 2+ 2R
¢) Niao existe £) Nio existe o (o ¥ > (x% + 5%}
g) Nao existe h) Nio existe of E
o = S _ LR
4.0 5. Nio existe. 9 Fr Zre 70 e J_y =2yt
6. De lim g (4) = L segue que para todo € = 0, existe §; = (), tal que 3 s P )
u-—a Z 2x 2 2x°y
o= 2 2 - = S A A
@QO0<lu-al =<8 =lg)—Ll<e €) x xln(l+x +y)+1+.‘,2+‘,2 8\'-l+x2+)'2
De lim f(x. ¥) = a. segue para 0 8 = 0 acima, existe & = O tal que 2z .
CE v = (50 ¥a) N — = ye¥ (14 xy) e —_— = xe™ (1 + xy¥)
ax y
O < lCx y) — (. ypll << S = 1f(x. ¥) —al=<§ af
_ 3.2 af 3.2 2
ZL = 12y (4y — + 10xy 2t = - — 9%+
Comoa €& Dgel, [C D,. resulta f(x, v) # a para todo (v, y) € ;. Assim, 8 dx y (4 = 3y R ¢ dy 3 (dxy = 3y7)"(4x 9y2) )
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BlEa_Y . 9z __—x
dx  xr+y? dy 2 +y?
28 _ -] I8 _ v
i) Sx e e 7y A nx
) a—=2¥[l+ln(x2+y2)] e 3—-= 2v 1+ In (2 + )]
y
p A N TN
dx {,(x" +y? +3)? dy 3%/(:‘3 + y? 4 3)2
m) dz _ sen y[cos (x7 + y?) + 2x% sen (x? + y?))
ax lcos(x? + y2))2
dz _xcosy cos(x? + y?) + 2yx sen y sen (x2 + y?)
ay [cos(x? + y?)J?
3{@ 4 {m ~4"
dp nRT dp  uR
6. LL-_r P _K
av V2 aT v
dz 2 : , S
7. 3y D (x—y) e g—y=e\tb(x—_\')—e‘d:'(.t—y);logo.%-&Z—;:e"d&(x-
¥ =
0. 2% l e G2 _—x
d xy + 3z° dy xy+3:z°
13. 17 2% =y 4 43 92
dx dx
15. a_f=2,re—(r'+.r’) ‘9__2“;(: + ¥’y
dx dy
16. i{ ==2xe % ¢ ﬂ = 2ye™"
dx ay !

18. 4@ =%ln(l +19)

19. x3y2 — 6xy + -;—ln 1+ yz)

df_yz_xz__zxy a
. Ix ot + y2)2 vy # (0, 0)[ U (0, 0) ndo cx:slc]

Of _ ax%y? +2y5 < 2xy

ay (X2 +)’2)2 Sc(x.y);ﬁ(0.0) e

If oo
5, @0 =0

Respostas, Sugestdes ou Solugées 385«

b)
|
—-2x (xz + ,:“:-l] 20
i’:z me y sex” +y =<1
dx
0 sex2+yzal
2. ) n=fun=27 b) ,

A nvzy=(1,1,2)+ A(1, 1,4, A€ IR.

d) Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e
que ¥’ (1) é ortogonal ao vetor

(ﬂ(l b, —f(l D= }

d

X
(Observe quc(a—f (1. 1), _‘?i (L =1
dx dy

¢ normal ao plano.)

24, z(n= (.r(r))2 + (¥ (r))2 =2 () = 2x (N’ () + 2v (1) ¥ (1). Segue que ¥ (0) = (x" {0), y" (0),
2% (0) + 23" (0)). Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e que " (0) € ortogonal a

(C)f(l 1). —i(l 1, ~1]

25. O plano determinado por 7 e T passa pelo ponto (xg, vg. f (¥, ¥g)) € € normal ao vetor
= =

i ok
-3 -

af af 2 af
v AN A= 0 1 ——(xp, M) | = —= (xg. ¥y) I T —— va) S — k.
71 ) £ 75 () Iy 0 Yo Fy (xg.¥o) i 3y (xg. Ya) J

f
I 0 —(xg. )
Ix Xo. Yo

A equagio do plano é, entiio:

d d
[—'f (xp. Yo ) —f (xp. Yoo — |) vz - (X, ,Vo.f('\'()- ,\’()))I =0
dx dy

. d a
ouseja, z — f (XOKVO) = —51; (xg. Yo {x — xp) + 3_{ (xg, ¥o) (0 = Yo)
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29. a)(0,0) b) Nio hd

< ) (— % 0)

d) (LD (L= (=1 1), (=1, -1

1 2 3 : . -
» (L. ”’(ZE) (_5' 5) N ©0.0,(1 ~De(-1,1)
10.2
ar P - of mye
15 —_— = X}e =—=—x L o= xd
a) P +x)e . Xé [ 9: xe
L dw vy odw x% 1z I w I
by — =2xarcsen =, — = ——— T H :
dx z dy 3\&3 - y? © & Izlyz? = »?
Cdw xy(x+ v af _
) B — ik :
Jdz  (x+ v+l o ¥ e (A ) \ )
ds 22
e) ——=yx o & - 2 2
dw [ 2+\ +*"+u~' o (> R .)]
deg |
4. o) 31:: (v z)=fx+ 7+ a0 ag(' L.h=16
- ( ~
6. a) 8 b) 8 )8
CAPITULO 11
11.1
af af

L) E(Rb)=fix+iy+ k- flay)— == vh~ =L (x. v} & = hk. Entio.
dx dy

E(h k) 3

lim —_— Itm floee——— =)
thoky— 0. (A k) ' U k=0, \.';,2 + &2
Portanto £ (x, v) é diferencidvel em todo (., v E IFl ou seja f(x, ¥) = xv é uma fungido
diferencidvel. 11.2
dy E(h b = 1 _L+ I: " k =/ 2+ h Zhy 4 k2x2 +hl..r\+hkx
(et +k) o xfy a? (x+ v+ k) a- \
E(hk) 1 .l +lrk\+tl X7 4 Dkxy + hk2x B
(h k=000 (A, k)1l <hx)-(o O (x + Iy + k) 2232 \.h + 42 -
pois,
23]
lim - J > = ! lim h_“ =
hty=0.m (x+ A+ ¥ g0 Lo .'?,2 42
- i s h . . k
Lo m Ryt ———— =0, lim h*y ——= =0 etc.
0 &) - (0, 0 VAL + &2 (h k) s (0.0 V-';,E + %2

Segue que f ¢ diferencigvel em todo (3, v) # ((), 0). ou seja. fx, ¥) = Le uma fungio

diferencidvel.

;=0
diferencidvel em (,0. O,)-
Eh k
h) Iim # =
th ko, (R K
) d
SO+ hO0+k)y— f(0,0)— —f(0.0)h—a—f(0.0)k
_ . 2 dy
= Itm = =
th ks — (0.0 'h + &2
Ik e
_ he o+ &2 RO .,
= lim —— = lim
Uh, k) — (0.0 V'h3 T R I AUR 0;\(],- + k2 ]\Ih + K' H
G k)
nao existe, pots, Iim G0k =0c¢ lim G = . Portanto, fnio ¢ diferenciavel
k—0D 10 2 \ 2
em (0, 0},
h4
Eth. k) o+ k7
) m = m -—F
ch ky 0,00 WA K n ks @00 2 4 g2
Al himitada
A 0 T ..
A r0 R hoy
= lim ! = lim fn - — ! —i =
tho k) 0.0 (g2 & k) -h‘ 4 kT k) 0,0 \(1 \.,,2 + k2
Poranto, £ ¢ diferencidvel em (0,00. '
d " : .
1. «) a—f =e'"V e gi = =2ye' 7Y s@ocontinuas em IRZ, logo, f¢ diferencidvel em IR,
X ¥

2. a) fndo ¢ continua em (0. 0}, logo, niio ¢ diferencidvel neste ponto. Em IR> {(0, 0)) as

Respostas, Sugestdes ou Solugées 387

2.a) limjfir,)=1le llm F(0.1) = — 1. logo. f nio ¢ continua em (0, 0), portanto, f ndo &

ou seja, (¢ uma fungdo diferencidvel.

derivadas parciais so continuas, logo f¢é diferencidvel em todos os pontos deste conjunto.
2 A . ~ e .
Assim, IR” — {(0.0}} € o conjunto dos pontos em que f ¢ diferencidvel.,

by Em IR — {0, 01} as derivadas parciais sdo continuas, logo fé diferencidvel em todos os
pontos deste conjunto. Em (0, 0),

hJ
-—., —h 2
E(h. L) . B+ k2 — hk
- lim —_—— = lim

lim i S A
th ky s 0. WA, k)ll (h k) =3 0.h \.';,~ 4 k2 k)= 0.0 (BT + & )\)h2 + k2

nio existe. logo fnao ¢ diferenciavel em (0, 0). Assim, IR® - {{0, 0)} é o conjunto dos

pontos em que f ¢ diferenciavel.

o) IR? \ d) IR?
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11.3

LLa)z=4&x+2yv—-4xy2)=(1.1,2)+A(4,2 ~1)
hyz=2y-Lixy2=01.1)+A02 -1
c)z=—8x+2x+8(xy2)=(,—-1,-2)+A(—-8.2,.-1)
d)z=9%x—-8(xy3)=(2.2,2) + A(9,-8,-1)

2. x+06y—2:=3 3‘3"2x+)—i

4

4. af(l =2 e af(l =1

J 2 d , !
5 a) f(l I)=—-—— e -—f(l,l)=—— by xv2)=(L 1, 1)+ A(2,1,3)
3 ay 3
8 2= +3y+3 9. 2=0 e z=6x+6y—18
1+ a2 + b2y
1. )V@p=3ta o Bau=r ¢ p=t
24ab 2 2
12 =22y e 1=-22
TV e .1'0(7' )
2=~= > (x = xy) — (3 — ypk segue que
@ Iy <
2 _ G %%, X Yoy . %
2 P a? a? bl pt’
ou seja,
ApXx + Yoy + ins | - X(; + V(% :Oz
—5 v =1 s = t=5=
a* b* c? ! @t B 2 :
Observaciio. As derivadas parciais —~ e — foram obtidas diretamente da equagio
2 y2 72
R R
a? b2 c?
11.4

1. a) dz = 3x2yzd.\‘ + ?.x;ly dy
x 2
5 ide + ! 5 dy
I+ (x + 2y)° |+ (x + 2y)-
€) dz = ycos v dx + x cos xy dy
dy du=2se" " ds—2 e T @y

b) d’—[arctg(t +2y) +

e) ﬂ=—#dp+.__2v—dy
1+ p= +ve I+ p? + 12

v u

P du + 7 S dv
1 —wv® yl- uy?

N dx=

3. a dz-—dwéd} b) 2.9966
¢y Az = % + % ou seja, Az = —0,049166

4, A=xy:dA = ydx + xdy. Assim, AA = ydxr + xdvondex =2,y =3 dx =00l edy =
~0.03, ou seja, A4 = —0,03.

5. V= mrhéovolume do cilindro de altura A e raio dabase r:dY = 2mrh dr + 7 dh. Sendo AV
o volume do material utilizado na caixa, AV = 2wrh dr + 7r” dh,onde r = 1, h = 2 dr = 0,03
e dh = 0,03, ou seja. AV = 0,157

6. AP = —5 watts.

2
7. AV= S arh dr +% arodh, onde r = 12, h = 20,dr = —0,1 e dh = 0,2.

9.
001 edy = —0,1.
11. @) dw =yzdx + xzdy + xy dz by dx= ™ ¥ 2V  2du + 2dv — 2 dD)
2x ~ 2z(x? + y?)
<) dw = ' — dx + 2y > dy — {x b dz
I+ z° 1+ (|+~~)~
d) ds = 2200+ 227 Y+ (0 + DI+ Py [zdv + y de)
12, J(0.01)7 +(3,02)? +(3.97)% =5+ dw,onde dwé adiferencial de w = Ax2 2+ 2R,
no ponto (0, 3. 4), relativa aos acréscimos dy = 0,01, dy = 0,02 ¢ dz = —0,03
V0,012 +(3,02)% + (3,97)% = 4,988,
2 H : o g
1. @) (Zxy, x7) b et Y 2xi —2y )
1 X ¥ - x -
GRS ) - e [
[.v ..v"’J ¥+ =
— — z}
xXi+yj+z
2. a) “--L)’%M—H—————’ b (2x, 2:' 2\’

. (1.1 )2'03 = | + dz, onde dz é a diferencial de z = v’ no ponto {1, 2). relativa aos acréscimos
1.0
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a) Az=dzedz=(e¥ ~¥ + 2x%* "Y' )dx — 2xye’’ 7" dy. Fazendox=1.y=1,dx=
0,01 e dy = 0,002, resulta Az = 0,03 — 0,004, ou seja, Az = 0,026.

b) Parax = ley= ltem-sez = I. Assim, | + 0,026 = 1,026 & um valor aproximado para
z correspondente a 1,01 e 1,002,

203 _
)] =

dx = 0.01 e dv = 0,03. Ou seja, (1.01

Az = dz onde dz é a diferencial de z = \,' x> + y2, noponto (3, 4), relativa aos acréscimos dx =

\l'.rz +y? +z
| R
P R R e A T TR B R T LR R ol D)

-
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3. Vf(y) = (2x, =2y)

- -
@ VU =27 -2 BYVF—-1,)==27 -2

4. ¥ fxg v = ¥ V- t‘oj Observe que V £ (xp, ¥g) € normal a x, 7- \Oj Vg y) €
tangente em (xg. yo) & circunferéncia x> + Y=

4

(Xg. Vo)
\
/ V[ (X,. ¥,)

Observe, ainda. que para todo {Xg. ¥p) ma circunferéncia 2 __\-2 = LAY fog vl = 1.

S. Derivando em relagio a ¢ os dois membros de (x (1))° + ( ¥ (1% = 1, resulta:

2o (1) + 2y (D y (1) = 0.

¥ (t,) Vf(x.. Yo)

Parat = 1y, (2x, 2v) - ¥ () = 0. ou seja. V fxg, ‘0) Y () = 0. y(r) = (cos 1, sen 1) é uma
curva cuja imagem estd contida na curva de nivel x= + v) = |

T f =00 Sy =27 2, -1y

, X x : 2 5
o f (-\'.y)=(tg—+ Zsec? I o X 2 i)
¥ S

Yooy

(I) f’ (.t. _)’v) . I>.—_\v ) - X
VI= 222 = a2

. 5) V£ (xp, v 29) - (5 3 z)-(r Yoo i)l =0
) 2818) [(x. v, 20— (1, 1. 13]° 4
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CAPITULO 12
12.1

1. a) 9 cos 3 b) —dsentcost

2. amaf(z: 27 |)+4:§i(3r.2:2—1) byl
dx dy

af 0[
: 220 23
R ’c?x 7) 4+ 3 .9_\ 3:)

by 3cos 313—f- (x,¥) — 2sen2r %i {x, ¥),onde x = sen 3re y = cos 2t
X A

4. 215)‘—f(!2.2:) + Z-i;'—f(r:‘i.’l) =37 - 3% faga agora. 1 = |.
X ¥
11 ! g I )
5. a) —— Mz—S=-—(x-3+2(-1
al 5 ) n 6 X } ( }
6. g'(1)= —1

2
-

S . X 2 .
7. x=2cos 1 v=seniéumaparametrizagio da elipse B + v° = 1. Basta mostrar que g’ (1) =

Oem IR, onde g (1) = f(2 cos 1, sen 7). Observe que a fungiio g fornece os valores de [ sobre
a clipse dada.

8. y'(r)=(2.2r.:‘(r‘))c:’(r)-g—f(). 1)7+3—f(x v)— Y 1)y=2.2.0ey(l)=1(2,
RS dr
1. 3). A reta tangente é: (x, v, z) = (2. I, 3)+A(_,_,()).AEIR.
10. C)- af{u%-‘h u- - 1')+244()—f(u+2\f. uz—v)
du dx Ay
—29f . 2t

>
— = {vy)——==(ny.ondex=u+2vev=u —
v dx ay )

d: 3, 2 af : af . 35
4. —=2¢ (I rY+r12—=u, ")+ 3r— (<, )|
dt / [ dx dy !

16. z = uf(x, y),x=u—vey=u + v Entio:

d: 7 - P
—=f{,»+u ﬂ (et d_f (v.yv)| ¢ (L =u df (x. v)+ —f' (x. )’)]-
d dx J

du dx ¥ dv ¥

Portanto,
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ou seja,
8. L e =L108 2L g+ 2Lin gine =0
dr dv " dx Iy af af
X ()— 0.0)+ v a—— (0, 0)= f(x, y).
X v
gf . f () —
% = g ! = — LA aod te é;
19. YO =({./"tHef (1) ?g__ equagao da reta tangente ,
:)—; (r, £ (1) 12.2

- i L. Seja F(x, y) =y +xy + &% — & Féde classe C! em IR’ Fo,3 4)—03-—(0 %/—);go
() =(0, 1)+ A(l, -2-).<AEIR.

Pelo teorema dus fungdes implicitas, a equagio define uma fi ungdo y = y (x) dc classe €' num

z . dy y+ 3202
—— a G
20. aix [£ (5 ¥ 8Cx yh] = [01 "f St gln ) + 5L ‘” (.. glx. ) - 52 = 0, ou seja, L P

3 2. a) SejaF(x y)= x‘?y *seny — x;observe que F(0.0) = 0 e que
f

5 (x oy gl v

dg I x ¢

dg 1 dg 1 JF dy 2xy — 1
o = -~ yentao, — (I, | — === =—-— —(O M0, — =— ——
ax x.») . X )= b ()}' ( 2 a_\ dx xz + COs vV
¥oglx ¥) )
dz

dy 2xy? + 4y}

oy e

A cquagdo do plano tangente no ponto (1, 1, 3)é 7 — 3 = — g(x A= ;(‘v - 1) dx 4y7 o+ 2x%y

1 0 3. a) SejaFxyz)=e"" 7T 4 xyz — 12 note que
—F ax. df 9 df dz _d a ()’
Observe: —[f(,t Y. e(x ,\'))]~—) < -+ —f.—(\') + —f f of

Y H - Xtys2 » xtyt+z ”»
Ax ax dy:dx . dz dx 3x 97 2x FIOLO.0)=0 e _(000)*()&:_;*_“‘3&:_.5_‘—“
e x YT by Ty eX It b oy
2l ey ' (=61 ?(}: »z)+3r ?(A y.z2) + 20" (3] (x, ¥, 2)onde x = 3!2.__\' = l"c-: = ez' ) dz 3x2 — 1 e 3y2 =1
< ) e m e — = —
Jdx 3z¢ ~1 dy 322 -1
&) g'(0) = 8.
P - l—’vg—~(r2+v v?)
22, g—(rv) f(x + 3,2y, 21—\)+x[‘h %i(x + oy 2y 2v—y)+2 a—f(r +y,2y. 7!‘—1)] 4 ﬂ: du
X z i
A 2y ?é 4y v
u v
Jd af d
—g(x,_v)=x —"(.rZ +y, 2y.2.t—y)+2—f(x2 3252 —y) — af(.rz +3,2y.2x~y)
dy dx ay az - dz X dv  x r 3
8. E=——ed—':7 b) y=xez=4l-x
T x
Observagao: Poderia ter feito g (x, W= X[l v, whu = x4 »v=2%ew=2x—y Teria-

mos, entio:;

ﬁ~f(uvw)-+-x af Ou a—ja—‘+a—fa—w =
dx du av dv dx  dw dx

ﬁ 3“ 1 I
2w v) _{dx <9v _ :
TR CAd ’*—"‘— -

30. flxy)=¢ (f].ondc & (1) ¢ uma fungiio diferencidvel qualquer, 1. @) 2(x—y) b) —2xy2

¢} —2[s + 3r) d) 2((—9 + 25)

12, )i(v)=i(n). —\ﬂ+ Bv

du du du F
A\ . J

d
32. Para cada (x, y) fixo, I_ [f (2x, ty)]’ Y = f{x. ¥}
dr =
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dg _df dx  Idf Iy 3_fr)x_8f[y)ﬂ=0
dx du

—— it — e —— i
el w X du ¥y du du  dy \x
1 a2 dx x . dy -y
. a) T Ee——————— ¢ —/— = ——
du  2(x? — %) du 2(x? — 2
f . T~ A
ju+ 2v =~ Ju— 2y MU 2v + oy — 2
by N N e y= N Ay
2 2
dx  u+
15. @) =
du u—2x
— ‘7{— —
b) o " — \||I4" o ‘;u- || u -+ \K'Jl-' o 3“2
X = 5 e y= \] B

CAPITULO 13

13.1

L a)ye.v)=(,3)+A(—62LAEIR b (0 = (10 cos 1, V10 sen 1)

2. Retatangente: (x, ¥) = (2.5) + A(=2,5). A € IR,
Reta normal: (x, ¥) = (2, 5) + A (5, 2L AE IR,

a4 ) ()~ (1.2)) = Qouy —=2=-2(x—1).
by = —dx + 3.

4. y=-2x+3ouy= ~2¢y-3

4
S.y-2=—-=<(x- I)nu_v+2=—;(.r+ 1)

RN

6. @) fix, ¥) = ¢{2x = 3v) onde ¢ («) ¢ uma fungio derivivel qualquer.
b f(x, v} = @ (x + ¥y onde ¢ (u) é uma fungao derivivel qualguer.
afy = ¢l A v} ;mde @ (1) € uma fungio derivdvel qualquer,
A fixy) = ¢x” + v7)onde ¢ (1) ¢ uma fungdo derivdvel qualquer.

7. f(x. ¥) = ¢ (x + v). com ¢ (1) delinida ¢ derivdvel em IR, satisfaz a condi¢io gi = 3_)‘
X v
A

Determine uma ¢ (u) tal que ¢ (2) = 3, ¢ () = 1cg(l)= 2. Porexcmplo, tome @) = au” +
b + ¢ e determine a. b e ¢ para que as condigdes acima se cumpram.

8. f(x.¥) = @(2x + y), com ¢ () definida e derivivel em IR, satisfaz a condi¢ao % =2 3—
X ¥

Para que o grifico de fcontenha a imagem de y ¢ preciso que @ (31) = £. Basta entio tomar

ws . ) 1
wlu) = ~9—.A fungio f(x, v) = -(;(?.r + _\'_02 resolve o problema.

9. Seja Fix y) =12 + 2y%, Vamos determinar yde modo que, para todo 1, ¥ (1) = 7 F(y (1.
ouseja, X = 2ve y= 4y, Assim..x = kyeey = k> &Y Para que a condigiio micial y(0) = (1,
2) se verifique devemos omar ky = eky = 2; y(1) = ¥, 2% intercepta ortogonalmente
todas as curvas da familia v~ + 2y™ = ¢ e passa por (1, 2).

10.

132

b Xty ti=—oux4y+z=~—
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x4 2y =

JF
Seja F (x. y) = xy. A fungio v = v (x) deve ser solugdo da equagtﬁoﬂ =9y ou seja
] i ) Y=yl P -{_ﬁ;: 5
ax
ar =X Assim, _\'Z =¥+
dy ¥
a) v=x by y= a2 +3

- @) Plano tangente: (2, —6.8) - [t v, 2) — (1, =1, 1)) = Doux — 3y +4: =38,

Reta normal: (x, y. 2) = (1, =1, 1) + A (2. -6.8), A € IR.
b) Plano tangente: 6x + 3y + - = 9.

Rdanmwmktnx:)=(%.L3)+A(&3,U,AEIR.

¢} Plano tangente: x — v + 4; = 4;
Reta normal: (x, v. 2) = (2. 2. 1) + A(1. —1,4), A € IR.

:—2= —%(.r~ l)—%(\'— 1)

6 6
(Sugestdo. Seja # (x, v, z) = £+ 3_\-2 + 2:2. O ponto de tangéncia (X ¥o» Zg) deve satisfazer

> 11 )
as condigoes: .rﬁ’ +3y5 + 2:% = ; e V F (g, v Zpd = A (L, 1, 1), para algum A.}

.
xty+2e=2

D=L D+ A2 1,1, AEIR.
.a) (xovoz) = (1, LD+ A, ~1.0),AEIR.

By =(\2cos1. V2 senr 1),

- @ (N D=0,1.0) + A(—1,0,1). A€ IR.

i [
by Y=gcosty=sentcz =1 T SLosr—sent

- -

a) F(xyz)= P yz - _y4z4 + 8.

by x — 7_)" 16z = ~28.
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- -
9. —5x + 16y + 9z = 54. 14, o) P+ 2 =17 by —6i —8 )
10, x—2y+2z=Toux+2y+2z=7. ¢y 0.1°C d) 0,08°C
134 iy 2.6
. , 15. a) % p =8
Ca)y— b) —= ‘
1. a) NG ) 5 .
)0 d 2 16. . V13
7 - i o = o
2.a)3i+3je-3i—3] by i— je—i+ j CAPITULO 14
- - - o
O-i— jei+ j 14.1
LN R 2 2 . -3 -9
af (:r 1Y 1 a- 2 f G5 o el
| = = =f{|l=—4=f + = 1. a) = 6xy-, = 2x =06x"y & =6x°y
. a“‘ A D=7/ \/,4 2 4 dx? Jdy? dxdyv dydx
u
e ST 23 : 322
5 N by g =257V (1 # 2x2), & =—4xyer "V = e
4. a)— b)) —— ax= dxdy dxdy
5 WS .
. T2 e 2y - 1)
5 B \”3 a)“
13 l ?z 2+t -2 9 2+t -2 9%; _
€) 7 2 2.2 3 * -
6. aj(1.3) by 232 ax* (I + x= + vy dy* 1+ a2+ v dxav
T x=e¢ Yey= 2 2 r=0. _ —4xy N I
1+ x2 + ¥ dydx
8. yi =12 NN na 2
YO = +3) B B st P8 e g PR s %
9. VALL2)=(2, 1).Sejay(t) = (1 + 20,2 + 1 f{] + 2.2 + 1). A tangente em y(0) = (1, 2, ax* gyt o T oxdy ’ dydx
FOL.2) éaretaprocurada: (x, y. 2) = (L, 2,2) + A (2, 1,5), A E IR,
y o) = y 2 92f A
10. (x, ».2)=(1,1,4) + A(1.2.5). . --9 f ©.00= e / ©.0) = —1
1L Seja P a projegdo de P sobre o plano xy; P* move-se sempre na diregio e sentido de maximo cres- dxdy dydx
cimentode f. Sendo (x (7). ¥ (£)}. uma parametrizacio para a trajetoria de P, y (1) = (x (1), y (1), 2 (1),
‘ 2
onde z (1) = f(x (1), ¥ (1)), serd uma parametrizagao para a trajetéria de P ; y (1) = (':4. L4+ 7). IS %
12. (0.43). 14. a) —4vvsen (x% — )-2)2 by 0
(Sugestdo. Aproveite a solugido do problema 8.) 142
13, y(n =11, Al 4:8).0 =:=1.
32 32
z 1. a) 2t ’: (x, ¥y} + cos ¢ ! (x, ¥), x = t?' ey =sent
5 dx* Ay dx
2df 3, P P f ‘
by 36" — (320 4+ |3 —=5(31,20) + 2 (32, 21)
X [ ax? dydx
¥y
(1,1,0) 2 2 ' 2 2
c) 2t If (!2.21) + 2L(t2.2t) + 5[ 3 cos 3¢ it (sen 31, 1) + ——é (sen 31, ¢)
. 31‘ dydx dxdy ay
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2. e =flxyx=5ey=4ng (n=>5 of (x,y) +4 QL (x, v). Entao:
dx aay
o f a°f 2 f
£ =25 —(x, ¥) + 40 —(x y) 16 —(x, »).
o dxady ayr

9. fix, v)=0.0ondey = g () ;—l If(x, )| = 0, dai.
B

o e
2 ) . o Ly
_(_j: {',t'. }') + ﬂ (Z-\'. ).) ﬂ =0 opu i\_ = - L
dx dy dx dx af
ol y)
dy

diof —~Nar a5 dafar
doy _ dx I:Jx - ")] Ay dx dv | dy e

dy= df 2
dy

a-’f(a_f]’_zafﬂ 25 2rfasY
ax \ dy dx dy dxdv  dy? \ ox

gy = : _
{ﬂ I
dy

10. b) flx, D= @x+n+ 0 — 1, onde ¢ (v)e O (u) sio fungdes quaisquer. deriviveis até a

27 ordem. Ohserve que g (i, v) = (V) + 0 (u) satisfaz "8 =0;
v "
13. 0 14. 0
CAPITULO 15

15.1

L a) f(2.3)—j(l. I)_ = VX ¥) - [(2.3) — (L D], com (x, ¥Ino segmento de extremos {1,
1) e (2.3). Assim, (X, 7)€ solugiio do sistema

12 = (4%, 3)-(1, 2)
2x =¥ =leoml<i<2

.
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153
Loa) flr,y) = 3.:'3)'2 -5+ ¥+ k
by fx, v) = senxy - .\'3 —xy + _y" + &
) fluy)=e¥ Y tarctgy + &

2 flx, y= .12_\-'3 -+ )*2 SIS0

] 2. 02 3
3.f(.\',!‘)1;|ll(l+4\' +_V)+-;¢’- +~;'.

4. Nio, pois, 22+ Canr 2o [
dy dx

o X
5. ¢ (x, v} = —arctg = + 3
¥

-

) v
6. @, (x, v) =arcig—+
r

E 4
-arctg — ¢ P ¥ >
7. elx v} = S S

¥
arctg =+ m se x <)
Y

8. a) Sim. pois admite fungio potencial ¢ (x, ¥) = .

Jd  d
a—)_(,.\')*ox( X

2 ) - .
¢) @ (x vy =y + y" € uma fungio potencial. logo, F ¢ conservativo.

by Nio, pois,

=1
db Admite fungao potencial ¢ (x. y) = a- logo € conservativo.
\l."‘.-: + yz-\

7 o
¢) Nio. pois. —(— (4) # — (x7),
dy ax

£ Admite fungio potencial ¢ (x, y) = ¢* ~ Jdogo € conservativo,

- -
9. Como F é conservativo, existe ¢ (x, y) definida em A tal que V @ (x, ¥) = F (x, y). Pela regra

. od ) = - )
da cadeia, E(V GAN =V ey -y (= F (y{n)+ ¥ (). Portanto,

hHo

Fiym:-y®di=[Verymlh=0.

a

1" o UK’._V) =3 +)? b) Utx y) = — 12_ )
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¢) Ulxy) = ! d) Nio é conservalivo
x2 + y2

—
12. @) F(x.y) = — VU = (—4x, =y).

by ¥=—4xF=—ynx0=1v0)=1x(0)=0ey)=0;X +dx=0=x=A cos2r+

B sen 2t ¥+ y = 0=y = Ajcost + Bysent. Tendo em vista as condigdes iniciais, y

2

(8) = (cos 21, cos 1). Como cos 2t = 2 cos” 7 — |, aimagem de yestd contida na pardbola

2
x =2y - 1.

; 2 B
Como v = ¢os f, a imagem de y é arco de pardbolax = 2y = |, =l =y = 1.

- -

-
13. a) Flx,y)= —xi—y,.

) - bid bd L .
b) y(r) = (cost —sent cost + sent) =2 (cos (r + :‘} sen (r + I}A trajetéria € a cir-
cunferéncia de centro na origem e raio 2.

N

&

14. y (1) = (cos 1, 2 sen 7). A trajetoria ¢ a elipse P }T =1l

154

1. a) 1 +x+ 5y By S+ix~1+T—1
c) 3x+ 4y

2. b)Inferiora 1072

. _||'3’2f-~ 2 - _
Jlfu - P x = E Pe (X, ¥)ix— 1)y +2 9%y (L, Mx—1(— 1)+
2
+ 2

952

~

1(6x — 2)ix — 1)* + 6% (v — 1?1,

(.?.,\")(,\-~1>3’=l
2

De0<¥<2e0< ¥= 2scgue
(e y) = Pyl y) 1< 7 (x — ¥+ 60— D7

4. a)4931

Respostas, Sugestdes ou Solagae,; I

py10 3

b 2 2 =
7. ah2+bhk+ck2—a[h2 LT kz—b—,k2+‘—'k2]=

a 4a* da* a

bV dac—b L
=a h+7—k +—-2—k = O para todo (h, k) # (0, 0).

2 4a
15.5
1. @) xy 2
D)6 +8x—D+100-N+5a-DP+4a—-DHy-DH+90 - 1)?
2 6+80= D+ 100~ 1D+ 5x= D2 4+4x-NDOo-D+90-D2+-1 +
2x- Py -1+ 30 - D
CAPITULO 16
16.1
1. [0, %Jé candidato a ponto de minimo local,
2. Nio admite extremante local: (— -l% %)é 0 unico ponto critico ¢ ndo pode ser extremamen-
()zf( 1 5) ()zf( 1 5)
te local, pois, —-—.,—]=2e —— =2
POt 952 13713 dy? 13713
3.0, e(— % = %)candidalos a ponto de maximo local.
4. (% %)é candidato a ponto de minimo local. O ponto critico (0, 0) ndo € extremante local,
pois x = (} ndo é extremante local de g (x) = f(x, 0) = x3.
5. (=1, — 1) é candidato a ponto de minimo local.
6. (1, 1) é candidato a ponto de minimo local: (=1, = 1) é candidato a ponto de maximo local.
Os pontos criticos (I, = 1) e (— 1. 1) ndo sdo extremantes locais.
16.3
54 22 . .
1.a) R n ponto de minimo local. (Conforme Exerc. 2, é ponto de minimo global.)
b) (1, 1) ¢ ponto de minimo local, mas ndo global (f(0, ¥) = y3 ~ 4y + Stende a —= quando
5
y—> —®), (f—; - g)é ponto de sela.

¢) (—1,1) ¢ ponto de sela. G - ;)é ponto de minimo local, mas nao global (f(x, 0) = -

Sxtende a —= para x — —=),

\
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@ (

e) (3. %) e (ﬁ She i]s:‘ao pontos de sela.

&

W

— -;—Jé ponto de sela.

£ Nao admite ponto critico.

£) Os extremantes locais de f coincidem com os extremantes locais de g (v, ¥) = 2+ 2y + 4» =
6x = 12y: (2, 1) € ponto de minimo local. (Conforme Exerc. 2, € ponto de minimo global.}

hy (0, 0) ponto de méaximo local; (0, 1), (0, = 1), (1, 0y e (=1, 0) pontos de sela; (1, 1), (I, = 1),
(=1, 1)e(—1, —1)pontos de minimeo locats (verifique que sdo pontos de minimo globais).

i) (1, 2) ¢ ponto de minimo local.

j) (=1, —1)¢ ponto de mimimo local.

6y (1, 1) ¢ ponto de minimo local: {1, =1} e (—1. 1) pontos de sela: {—1. — 1) ponto de md-
ximo local.

3
3 ) [’ - —] ponto de minimo global.

a*y L2

b) Nioadmite extremantes, pois, para todo (x, y), 312 (xyy=2e Fye
L ¥

(x, ¥} = =2. O ponto

1
ﬁ) ¢ ponto de minimo global.

I
o admite extremante: (2, —2) ¢ ponto de sela. [Desenhe as imagens das curvas

L

N =10 =2, f(t, =2Neyy (1) =(2 — 31, — 2 + 20. 2 (1))
onde z (f) = (2 — 3¢, — 2 + 21)].

/) (1. 2) ponto de minimo global.

5. E{a. B) = z [aa; + B~ b]‘ 3 z 2a;[aa; + B —bje ;—B=22[aa,+

i=1 i=1 i=1
B — bl (a, B é a solugio do sistema

aiaf + ﬁia; = iaib,-

i=1 i=1 i=1

aia‘- tnfi= ibi

i=1 i=)

5 .
6. a) y= 3 X + 1 |Sugerimos desenhar a reta encontrada e marcar os pontos dados. ]

9 14
b)y= < x 4 —
MR RT:

7. a)ya; | b; | &} ab; (a, B) ¢ solugio do sistema
51100 | 25 300
6| 981 36 588 26 + 48 = 387
71 951 49 665 [ 1740 + 268 = 2.505
8| 94| 64 752
21 1.104
2 74 12505 ==X+ —
6 1387 |1 ¥ 0 X m
b) 894 '
8. (A 24, 2)e (. p. 4 + ) sdo pontos arbitrdrios de r e s, respectivamente: ‘

10.

11

{ 2 3
13. E:EE) Mx+y+z=—.
L1414 14 2
15. a) (1. () 2) ponto de minimo local (verifique que ¢ ponto de mdximo global).
by (1, l) ponto de mmlmo Iocal (=1, -~ I — 1) ponto de médximo local; (1. 1, — 1
(l. I LI (=1 1 = De (=1, —1, 1) ndo sdo extremantes

16.4

Respostas, Sugestdes ou Solugées

VA=) + Q2= ) 42+ )
& a distancia entre cles. Basta, entio, determinar (A. «} que minimiza g (A, uh = (A — u) +
3 2 1P =(—1 ,ﬁo,eQ=(__§_..§Z}
CA-w)" +Q2Q+uwy . P=(—1.-2.2 Ty 33

> > p 2 i _ .
l= ppx + poy = [.12 + 27+ 2xv] = 1200 + 200y — 3x° — 37 — 2wy A produgao que
maximiza o lucro é x = 10ey = 30.

L =5z — (2¢ + y). A produgdo z que maximiza o lucro € a correspondente ax = 158ey=
20,4, ou seja. z = 15762

{veja F.xcrc. I()).

¢) {—1. [, 2) ndo extremante: ( L=

W

2)é ponto de minimo local.

[SSRRY )

dy (3. —2. — 1) ndo é extremante.

a) Valor maximo € 6 e é atingido em (2, 0): valor minimo ¢ -3 e é atingido em (0, 3).
_ 310 0 310 410
10710 10 710

¢) Valor méximo ¢ 0 ¢ ¢ atingido nos pontos (0, y), 0 < y = 1. O valor minimo é€-2eé
atingido em (1, 0).

]e ponto de maximo; [ )é ponto de minimo.

5
d) Valor minimo ¢ 0 ¢ & atingido nos pontos (0, ¥), 0 = y = 5, (x, 0}, 0 = x = '2'-0 valor

25 55
dximo ¢ ~— ¢ atingido em| =, —
miximo ¢ 3 que ¢ atingi (4 2)
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) O dnico ponto critico no interior de A € (0, 0) que nio € extremante. Assim, £ assumird os
. 2 2

valores méximo e minimo na fronteirax™ + y° = 4 de A; g (1) = f(2 cos 7, 2 sen ¢) fornece os

valores de fna fronteira. O valor mdximo ¢ 4, sendo atingido nos pontos (0, 2)e (0, —2). O

valor minimo € —4, sendo atingido nos pontos (2, 0) e (—2. 0).
) Valor minimo € 0, sendo atingido em (0, 0). Valor méximo € 2. sendo atingido nos pontos

(0. e 0, ~1).

e g
417 V17 [ o ) [ 1 ) )
2. | ———, —— || Sugestdo: Utilize a fun doglx)=flx,—\1-x* [ -1=y =],
(17 34) ¢ ¢ dery
3. (2.0)

4. Valor miximo é 25, sendo atingido em (0, 5).

5. O problema consiste em maximizar o lucro £ = 10x + 6y (x € quantidade do produto / ¢ v do
produto [7) com as restrigdes: x = 20, y = 45, 5x + 4y = 200, |10x + dy=240.x=0ecy =
0. O lucro serd maximo parax = 8 ¢ y = 40).

6. (0, I)maximiza;(-;—. é]minimizu.

7. Observe que Q (at, br) = 120 (¢« b), onde &+ bp= 5

16.5
6 1 L 6 1 L
1. a) == == | € ponto de maximo; | — — — — | € ponto de minimo.
V'38 \‘38 \,"38 \"38
6 1 6 6
by | ~— — | ¢ to de mdximo: | — —=—. — —— | ¢ ponto de minimo.
) (\-‘38 3% ] ponta de maxin ( AR \)"38) ¢ ponto de minimo
) [ LJ nto de minimo
[19' 19 P° '

D]
d) (JE. l’:J ponto de minimo.
€) (2. ) e (=2, = 1) pontos de maximo; (—2. lye (2. —1) pontos de minimo.
H (=1, 1} ponto de minimo.
) [-l— —LJPOHIO de minimo; [—l— S S ontos de maximo
] 7 2 3 ) Poties de maximo.

. 2 242 2 22
i) (2.0) ponto de maximo: | =, e 3 pontos de minimo.

373 3
e 13 17 .
i (1, 1) ponto de minimo local: (— = 7) ponto de maximo local.
( ! : )c( l : ) onto de maxim ( z | e( Cil ] nto de
=l = ) 0, | ==, — T
V3 \ﬁ \‘@ \"3 P \ V’6 ) V"ﬁ N .

minimo.

2. %4 160 =g o ponto de mngénciaé(z %)

Respostas, Sugesties ou Solugses

(Y

. . 2 2 ctes -
4. (2,4). [Sugesi@o: minimize f(x. ¥) = (x — 14)° + (3 = 1)° com a restrigdo y = x~.]

S
V7233

[

2 2,,2 32 de taneén idé[s 16 |2}
2 24 92 < taneéneia é | —, —, —
6. &~ + ¥ + 2y l9.() ponto de tangénc 19° 19" 19

7. Valor méaximo ¢ 4, sendo atingido em (1, 1. 1). O valor minimo ¢ —4, sendo atingido em
(=1, =1, -1

) oL
( 2. 4. E} |Sugestdo: minimize f(x, y, 7) = 2+ "‘2 + Z"comarestrigio v + 2y — 3z = 4],
771 1

2.2, 2 - _
(gﬂ - i Bl [Sugestdo: minimize x™ + ¥~ + " comas restriges x + 2y + 7= le2x +
1

[ B B
y+z=4]
2_\’R | 2“’\(‘*‘ o
= maximiza f.
10 [ 6 3 6 )

1. (i, 1)e(~1.~1)sdoos mais proximos daorigem; (3, — v3) e (— +/3, +/3)530 0s mais afastados.

rs u
'd
N i
\N,\u, ) .
X
P _‘) (CVERERVE )
N\

—

I |
Observagdo: Sejam w = (75— —’?J e
V2 W

- 1 I .
v = |~ ——, — |: sejam u ¢ v as componen-
V2 W2

S o - - ) 1 1 +
tesde (x, yynabase (u, v)iistoé: (x, y) =uu +vv, ouseja, (x, y) =u 75- x_[f

7 (7 -'—_ —l-) Verifique que a mudanga de coordenadas
A2 42
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-
- ,2

% ~ 7
transforma a equacio dada na equagio - +
2 O

v
—_=1,

11 )
12 (3 :) Vcrlﬁque que a mudnnqa de coordenadas x = _‘I:' "= ; wy= -—I— u+ L 1

4 V2 N2 V2

-~ 2 = 4
transforma a equagio dada na equagio 2v° — 22w + [ = () que é uma paribola,

X=—F/—= i — —=
10 / 1 2
3 o ou (x, y) = u[f-—. - ] + v(— L 5 _LJ
V=m— iyt —y VIO 410 10 V10
\"]0 v 10 b e ~-
I u

., - 23, !
transforma a equagio dada na equagio — — — = | que € umna hipérbole:
10 )

40

°"S°”eque7«'=( Lo 3 Yevafo3 1),
V10 Y10 v W m sd0 0s versores de (1. 3) ¢ (— 3, 1).

14.
15:
16.
18.

19.

. Paralelepipedo de arestas

, x=4y=2ez=

Respostas, Sugesties ot Solugoes

(1, 1. 1.

12 cada um.
Equilitero.

Cubo.

Cubo de aresta | m.

- rs

V&
Cubo de aresta —=.
v3

e —
V3

P
0
<
Sl

W |

. Temperatura maxima 200. Temperatura minima: —200.

. Gx+dy+3z= 1243,

53
.I’=(2,1)eQ_?(- }

10




