Quicksort e Select Aleatorizados

CLRS Secs 7.3, 74 e 9.2

Analise de Algoritmos — 22 sem 2017 1/52



Relembremos o Particione
Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re

Alp..q—-1] < Alq] < A[g+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x « Alr] > x é o “pivd’
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca

se A[j] < x

entdo /i« i +1
Alll < A[J]

Ali+1] + A[r]
devolva / + 1

O ~NO Ol & WD =

Invariantes: no comeco de cada iteracdo de 3-6,
(i0) Alp..i] <x (i1) A[i+1..j-1] > x (i2) A[r] = x
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Relembremos o Particione

Rearranja A[p..r] de modoque p<g<re
Alp..q—1] < Alq] < A[g+1..1]

PARTICIONE (A, p, r)
x < Alr] > x é o “pivd’
I+ p—1
para j < p até r — 1 faca

se A[j] < x

entdo /i« i +1
Alil + Al/]

Ali+1] < A[r]
devolva / + 1

O ~NOO1T A~ WDN -

Consumo de tempo: ©(n) onde n:=r — p.
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 Ali] & Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,qg — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A, g+ 1,r)
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...do que, mesmo?

Analise de Algoritmos — 22 sem 2017

7/



Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...do que, mesmo?

» Fixe uma permutacdo
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...do que, mesmo?

» Fixe uma permutacdo

» Considere as varias instancias do QUICKSORT-ALE em cima dela,
com a distribuicdo de probabilidade dada pelos sorteios ao longo da
execucao.
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Como analizar?

Vamos estimar o tempo médio...do que, mesmo?

» Fixe uma permutacdo

» Considere as varias instancias do QUICKSORT-ALE em cima dela,
com a distribuicdo de probabilidade dada pelos sorteios ao longo da
execucao.

» Determine o tempo médio para essa permutacio.

-
o
o1
N
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 All] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 All] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,qg — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A,q + 1,r)
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 All] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,qg — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A,q + 1,r)

Consumo esperado de tempo?
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Quicksort aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 i+ RANDOM (p,r)

2 All] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

QUICKSORT-ALE (A, p,r)

1 sep<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEA (A, p,r)
3 QUICKSORT-ALE (A, p,qg — 1)

4 QUICKSORT-ALE (A,q + 1,r)

Consumo esperado de tempo?

Basta contar o nimero esperado de comparacdes na linha 4 do
PARTICIONE.
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Consumo esperado de tempo

Basta contar o nimero esperado de comparacdes na linha 4 do
PARTICIONE.

PARTICIONE (A, p, r)

1 x <« Alr] > x é o “pivd’
2 i+ p—1

3 paraj <+ patér—1faca
4 se A[j] < x

5 entdo /i +1

6 Alll < A[/]

7 Ali+1] < Alr]

8 devolva/+1
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Consumo de tempo esperado

Suponha A[p..r] permutag¢do de 1..n.

Xsp = nimero de comparacdes entre a e b na
linha 4 do PARTICIONE do QUICKSORT-ALE;

Queremos calcular

X = total de comparagdes “A[j] < x”

n—1 n
= Z Z Xab

a=1 p=a+1
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivo em {a,..., b} €aou b
Xab = 2
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivo em {a,..., b} €aou b
Xab = 2
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 N 1
b—a+1 b—a+1

Pr {Xab:]-} = = E[Xab]
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Consumo de tempo esperado

Supondo a < b,

1 se primeiro pivo em {a,..., b} €aou b
Xab = 2
0 caso contrario

Qual a probabilidade de X, valer 17

1 1
Pr{X,p=1} = = E[X
r{ ab } b—a+1+bfa+1 [ab]
n—1 n
X=2 2 X
a=1 b=a+1
E[X] = 7777
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Consumo de tempo esperado

n—1 n
EX] = Y > E[Xu]

a=1 b=a+1

n—1 n

= > > Pr{Xy=1}
a=1 p=a+1
n—1 n 2

N ; b_za;rl b—a+1
n—1 n—a

2
-85
a=1 k=1
n—1

< Y2(d+i++d)

a=1

< 2n (%4_%4_4—%) < 2n(1+Inn) CLRS (A.7), p.1060
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo QUICKSORT-ALE
é O(nlogn).

Do exercicio 7.4-4 do CLRS temos que

O consumo de tempo esperado do algoritmo QUICKSORT-ALE
é O(nlogn).
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k-ésimo menor elemento

CLRS 9
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k-ésimo menor
Problema: Encontrar o k-ésimo menor elemento de A[l.. n].
Suponha A[l.. n| sem elementos repetidos.

Exemplo: 33 é o 40. menor elemento de:
1 10

2219932883433 (11|97 |55]66]| A

11 | 22132133 |34| 55|66 |88 |97 |99 | ordenado
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Mediana

Mediana é o L";lj—ésimo menor ou o {”erlwésimo menor elemento.

Exemplo: a mediana é 34 ou 55:

1 10

22199 (32|88 (34|33 |11 |97 |55]|66] A

11 1221323334 |55 |66|88 |97 |99 | ordenado
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k-ésimo menor

Recebe A[l..n] e ktal que 1 < k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[l.. n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é ©(nlgn).
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k-ésimo menor

Recebe A[l..n] e ktal que 1 < k <n
e devolve valor do k-ésimo menor elemento de A[l.. n].

SELECT-ORD (A, n, k)
1 ORDENE (A, n)
2 devolva A[k]

O consumo de tempo do SELECT-ORD é ©(nlgn).

Da para fazer melhor?
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Recebe um vetor A[1.. n] e devolve o valor do menor elemento.

Menor

MENOR (A, n)

1
2
3
4
5

menor < A[1]
para k < 2 até n faca
se A[k] < menor
entdo menor « A[K]
devolva menor

O consumo de tempo do algoritmo MENOR é O(n).
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Segundo menor

Recebe um vetor A[l.. n] e devolve o valor do segundo menor elemento,
supondo n > 2.

SEG-MENOR (A, n)

1 menor < min{A[1], A[2]} segmenor < max{A[1l], A[2]}
2 para k < 3 até n faca

se A[k] < menor

4 entdo segmenor <— menor

5 menor < A[K]

6 sendo se A[k] < segmenor
7
8

w

entdo segmenor <— A[k]
devolva segmenor

O consumo de tempo do SEG-MENOR é ©(n).
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Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?
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Algoritmo linear?

Sera que conseguimos fazer um algoritmo linear
para a mediana?

para o k-ésimo menor?

Sim!

Usaremos o PARTICIONE do QUICKSORT!
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k <+ Ranbom (p,r)

2 A[k] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)

1 se p = r entdo devolva A[p]

2 g < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)

3 sek=g—p+1

4 entdo devolva A[qg]

5 sek<qg—p+1

6 entdo devolva SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)

7 sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1, r, k—(g—p+1))
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k <+ Ranbom (p,r)

2 A[k] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)

1 se p = r entdo devolva A[p]

2 g < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)

3 sek=g—p+1

4 entdo devolva A[qg]

5 sek<qg—p+1

6 entdo devolva SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)

7 sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1, r, k—(g—p+1))

Consumo esperado de tempo?
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Select aleatorizado

PARTICIONE-ALEA(A, p, r)

1 k <+ Ranbom (p,r)

2 A[k] < Alr]

3 devolva PARTICIONE (A, p, r)

SELECT-ALEA (A, p, r, k)

1 se p = r entdo devolva A[p]

2 g < PARTICIONE-ALEA (A, p, r)

3 sek=g—p+1

4 entdo devolva A[qg]

5 sek<qg—p+1

6 entdo devolva SELECT-ALEA (A, p,q — 1, k)

7 sendo devolva SELECT-ALEA (A, g+1, r, k—(g—p+1))

Consumo esperado de tempo?
X = nimero de comparacdes no PARTICIONE-ALEA
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Quebrar em fases

KT 13.5

Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas
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Quebrar em fases

KT 13.5
Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas

a fase muda quando o tamanho do vetor cai de pelo menos 3/4
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Quebrar em fases

KT 13.5
Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas

a fase muda quando o tamanho do vetor cai de pelo menos 3/4

) k
Na fase k, o tamanho do vetor é < (%)
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Quebrar em fases

KT 13.5
Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas
a fase muda quando o tamanho do vetor cai de pelo menos 3/4
Na fase k, o tamanho do vetor é < (%)k

Se X, é o namero de chamadas da fase k, vale

37/52
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Quebrar em fases

KT 13.5
Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas

a fase muda quando o tamanho do vetor cai de pelo menos 3/4

) k
Na fase k, o tamanho do vetor é < (%)

Se X, é o namero de chamadas da fase k, vale

X <Y Xyn <z>k

k>0
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Quebrar em fases

KT 13.5
Uma fase & uma sucessdo de chamadas recursivas

a fase muda quando o tamanho do vetor cai de pelo menos 3/4

) k
Na fase k, o tamanho do vetor é < (%)

Se X, é o namero de chamadas da fase k, vale

X <Y Xyn <z>k

k>0

Logo,

E(X)<n) E(Xy) (z)k

k>0
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Com piv6 sortudo

Suponha que cada pivé caia na faixa boa

25%

50%

25%
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Com piv6 sortudo

Suponha que cada pivé caia na faixa boa

25%

50%

25%

a chamada recursiva faz mudar de fase.
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Com piv6 sortudo

Suponha que cada pivé caia na faixa boa

25% 50% 25%

a chamada recursiva faz mudar de fase.
Dificil dar sorte sempre, mas quanto tempo precisa esperar?

N
o1
N
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Um pouco mais de probabilidade

Considere uma sequéncia de sorteios de bom ou mau, onde a
probabilidade de bom é p > 0 a cada sorteio.

quantos sorteios em média para aparecer o primeiro bom?
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Um pouco mais de probabilidade

Considere uma sequéncia de sorteios de bom ou mau, onde a
probabilidade de bom é p > 0 a cada sorteio.

quantos sorteios em média para aparecer o primeiro bom?

X = instante do primeiro sorteio favoravel
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Um pouco mais de probabilidade

Considere uma sequéncia de sorteios de bom ou mau, onde a
probabilidade de bom é p > 0 a cada sorteio.

quantos sorteios em média para aparecer o primeiro bom?

X = instante do primeiro sorteio favoravel

PriX =j]=(1-py'p
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Um pouco mais de probabilidade

Considere uma sequéncia de sorteios de bom ou mau, onde a
probabilidade de bom é p > 0 a cada sorteio.

quantos sorteios em média para aparecer o primeiro bom?

X = instante do primeiro sorteio favoravel

PriX =j]=(1-py'p

E(X) = Y JPrX =41 = Yt — p) s

j>1 j>1
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Um pouco mais de probabilidade

Considere uma sequéncia de sorteios de bom ou mau, onde a
probabilidade de bom é p > 0 a cada sorteio.

quantos sorteios em média para aparecer o primeiro bom?

X = instante do primeiro sorteio favoravel

PriX =j]=(1-py'p

E(X) = Y JPrX =41 = Yt — p) s

j>1 j>1
> , 1
<P ity =

=1 P
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Terminando

Para um pivd cair na faixa boa, p = 1/2. Logo, o nimero esperado de
sorteios para que o tamanho do vetor caia por 3/4 é < 2.
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Terminando

Para um pivd cair na faixa boa, p = 1/2. Logo, o nimero esperado de
sorteios para que o tamanho do vetor caia por 3/4 é < 2.
Da analise anterior,

E(X)<n) E(Xy) <z>k

k>0

o 0)
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Conclusoes

O consumo de tempo esperado do algoritmo SELECT-ALEA é
O(n).
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Proxima aula

CLRS Cap 6 Heapsort
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