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Heap

Um vetor A[1 . .m] é um (max-)heap se

A[⌊i/2⌋] ≥ A[i ]

para todo i = 2, 3, . . . ,m.

De uma forma mais geral, A[j . .m] é um heap se

A[⌊i/2⌋] ≥ A[i ]

para todo i = 2j , 2j + 1, 4j , . . . , 4j + 3, 8j , . . . , 8j + 7, . . ..

Neste 
aso também diremos que a subárvore 
om raiz j é um heap.
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Des
e-Heap

Re
ebe A[1 . .m] e i ≥ 1 tais que subárvores 
om raiz 2i e 2i + 1 são

heaps e rearranja A de modo que subárvore 
om raiz i seja heap.

DESCE-HEAP (A,m, i)
1 e ← 2i

2 d ← 2i + 1

3 se e ≤ m e A[e] > A[i ]
4 então maior ← e

5 senão maior ← i

6 se d ≤ m e A[d ] > A[maior ]
7 então maior ← d

8 se maior 6= i

9 então A[i ]↔ A[maior ]
10 DESCE-HEAP (A,m,maior)
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Consumo de tempo

h := altura de i =

⌊

lg

m

i

⌋

T (h) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

linha todas as exe
uções da linha

1-3 = Θ(1)
4-5 = Θ(1)
6 = Θ(1)
7 = O(1)
8 = Θ(1)
9 = O(1)
10 ≤ T (h − 1)

total ≤ T (h − 1) + Θ(1)
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Consumo de tempo

T (h) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

Re
orrên
ia asso
iada:

T (h) ≤ T (h − 1) + Θ(1),

pois altura de maior é h − 1.
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Consumo de tempo

T (h) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

Re
orrên
ia asso
iada:

T (h) ≤ T (h − 1) + Θ(1),

pois altura de maior é h − 1.

Solução assintóti
a: T (h) é ???.
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Consumo de tempo

T (h) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

Re
orrên
ia asso
iada:

T (h) ≤ T (h − 1) + Θ(1),

pois altura de maior é h − 1.

Solução assintóti
a: T (h) é O(h).

Análise de Algoritmos � 2º sem 2017 13 / 55



Consumo de tempo

T (h) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

Re
orrên
ia asso
iada:

T (h) ≤ T (h − 1) + Θ(1),

pois altura de maior é h − 1.

Solução assintóti
a: T (h) é O(h).

Como h ≤ lgm, podemos dizer que:

O 
onsumo de tempo do algoritmo DESCE-HEAP é O(lgm)
(ou melhor ainda, O(h)).
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Construção de um heap
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Construção de um heap

Re
ebe um vetor A[1 . . n] e rearranja A para que seja heap.

CONSTRÓI-HEAP (A, n)
2 para i ← ⌊n/2⌋ de
res
endo até 1 faça

3 DESCE-HEAP (A, n, i)

Relação invariante:

(i0) no iní
io de 
ada iteração, i + 1, . . . , n são raízes de heaps.

T (n) := 
onsumo de tempo no pior 
aso
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Construção de um heap

Re
ebe um vetor A[1 . . n] e rearranja A para que seja heap.

CONSTRÓI-HEAP (A, n)
2 para i ← ⌊n/2⌋ de
res
endo até 1 faça

3 DESCE-HEAP (A, n, i)

Relação invariante:

(i0) no iní
io de 
ada iteração, i + 1, . . . , n são raízes de heaps.

T (n) := 
onsumo de tempo no pior 
aso

Análise grosseira: T (n) é

n

2

O(lg n) = O(n lg n).

Análise mais 
uidadosa: T (n) é ????.
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T (n) é O(n)

Prova:

Consumo de DESCE-HEAP (A, n, i) é propor
ional a h, logo

T (n) =

⌊lg n⌋
∑

h=1

2

⌊lg n⌋−h

h

≤

⌊lg n⌋
∑

h=1

n

2

h

h

≤ n

(

1

2

1

+
2

2

2

+
3

2

3

+ · · ·+
⌊lg n⌋

2

⌊lg n⌋

)

< n

1/2

(1− 1/2)2
= 2n.
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T (n) é O(n)
Prova:

O 
onsumo de tempo de DESCE-HEAP (A, n, i) é O(h), onde h é a altura

da árvore de raiz i . Logo,

T (n) =

⌊lg n⌋
∑

h=0

2

⌊lg n⌋−h

O(h)

= O

(

n

⌊lg n⌋
∑

h=0

h

2

h

)

= O

(

n

∞
∑

h=0

h

2

h

)

= O

(

n

1/2

(1− 1/2)2

)

= O(2n) = O(n).
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Heap sort

Interferên
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Heap sort

Algoritmo rearranja A[1 . . n] em ordem 
res
ente.

HEAPSORT (A, n)
0 CONSTRÓI-HEAP (A, n) ✄ pré-pro
essamento

1 m← n

2 para i ← n de
res
endo até 2 faça

3 A[1]↔ A[i ]
4 m← m − 1

5 DESCE-HEAP (A,m, 1)

Relações invariantes: Na linha 2 vale que:

(i0) A[m . . n] é 
res
ente;

(i1) A[1 . .m] ≤ A[m + 1];

(i2) A[1 . .m] é um heap.
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Consumo de tempo

linha todas as exe
uções da linha

0 = Θ(n)
1 = Θ(1)
2 = Θ(n)
3 = Θ(n)
4 = Θ(n)
5 = nO(lg n)

total = nO(lg n) + Θ(n) = O(n lg n)

O 
onsumo de tempo do algoritmo HEAPSORT é O(n lg n).
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Próxima aula: Limites inferiores

CLRS 8.1
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