Mais programacgao dinamica

CLRS 15.4

i“ = 4
recursao—com-tabela
transformacao inteligente de recursao em iteracao

Analise de Algoritmos — 2° sem 2018

Problema: Decidir se Z[1.. mFg(seuli)cs %L%ncia de X[1..n]

SUB-SEQ (Z,m, X, n)

1 i<m

2 j<n

3 enquantoi>1lej>1faca

4 se Z[i] = X|j]

5 entaoi«—i-1

6 je—j—-1

7 sei>1

8 entdo devolva “nao é subsequéncia”
9 sendo devolva “é subsequéncia”

Consumo de tempo é O(n) e Q(min{m, n}).
Invariantes:

(i0) Z[i+1..m] é subsequéncia de X[j+1..n]
(1) Z[i..m] nao é subsequéncia de X[j+1..n]
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Subsequéncias

(z1,...,2x) € subsequéncia de (x1,...,Xm)
se existem indices i; <--- < i tais que

Z1 — X,'1

EXEMPLOS:

(5,9,2,7) é subsequéncia de (9,5,6,9,6,2,7,3)

Zie = Xj

k

(A, A, D, A, A) é subsequénciade (A,B,R,A,C,A,D,A B,R,A)

A A D A
| | |
A°B RACADA
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Subsequéncia comum maxima

Z é subsegcomumde XeY

se Z é subsequénciade X ede Y

SSCO = subseq comum

Exemplos: X=ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=BCA
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Exemplos:

X=ABCBDAB
Y=BDCABA
ssco=BCA
Outrassco=BDAB
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Problema diff

Problema: Encontrar uma ssco maxima de X e Y. > more abracadabra > more yabbadabbadoo
A Y
Exemplos: X=ABCBDAB B A
Y=BDCABA R B
ssco=BCA A B
. C A
ssco maximal=ABA A D
sscomaxima=BCAB D A
Outrasscomaxima=BDAB A B
B B
R A
LCS = Longest Common Subsequence A D
D
0
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oy diff -u abracadabra yabbadabbadoo Subestrutura 6tima
A
B Suponha que Z[1..k] é ssco maxima de X[1..m]e Y[1..n].
-R
-A » Se X[m] = Y[n],
-C entdo Z[k] = X[m] = Y[n] e
+B Z[1..k=1] é ssco maxima de X[1..m-1] e Y[1..n-1].
A
D » Se X[m] = Y[n],
A entao Z[k] # X[m] implica que
B Z[1..k] é ssco maxima de X[1..m-1] e Y[1..n].
-R
+B » Se X[m] = Y[n],
A entdo Z[k] # Y[n] implica que
+D Z[1..k] é sscomaxima de X[1..m]e Y[1..n-1].
+0
+0
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Simplificacao Algoritmo recursivo

Devolve o comprimento de uma ssco maxima de X[1..i] e Y[1..j].

Problema: encontrar o comprimento de uma ssco maxima. REC-LCS-LENGTH (X, i Y,j)
1 sei=0ouj—=0entidodevolvaO
cli,j] = comprimento de uma ssco maxima 2 seX[i]= Y]]
de X[1..i]e Y[1..j] 3 entéo c[i,j] « Rec-LCS-LENGTH (X, i—1,Y,j-1) 41
o 4 sendo q; < Rec-LCS-LenGTH (X,i-1,Y,))

Recorréncia: 5 g> <« REC-LCS-LENGTH (X, 7, Y,j—1)
c[0,j]=c[i,0] =0 6 se gy >2q2

o - ) ) 7 entao c[i,j] <« q1
cli,j] = cli-1,j-1] + 1 se X[i] = Y[j] 8 sendocli, ] — >
cli,j] = max(c[i,j-1],c[i-1,j]) se X[i] = Y[J] 9 devolva cli,j]
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Consumo de tempo Recorréncia

Note que T(m,n) =T(n,m)paran=0,1,...em=0,1,....

T(m,n):= namero de comparacdes fe|tés por Seja k := min{m, n}. Temos que
REC-LCS-LENGTH (X, m, Y, n) no pior caso
Recorréncia T(m,n)>T(k,k)>S(k),
T(0,n)=0 onde
T(m,0)=0

S(0)=0

T(m,n)>T(m-1,n)+ T(m,n—-1)+1 >lem>1
(m,n) (m n)+T(m,n-1)+1 paran em S(k)=2S(k-1)+1 parak=1,2,...

A L Q pert T(m,n)? i
que classe 2 pertence T(m,n) S(k) ¢ ©(2%) = T(m,n) é Q(Zm'”{m'”})

T(m, n) é exponecial
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo Rec-LEC-LENGTH é
Q(Zmin{m,n})_
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Programacao dinamica
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0
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J
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Programacao dinamica

Cada subproblema, comprimento de uma ssco maxima de
X[1..i] e Y[1..]],
é resolvido uma so6 vez.

Em que ordem calcular os componentes da tabela c?

Para calcular c[4,6] preciso de ...

c[4,5], c[3,6] e de ¢[3,5].

Calcule todos os c[i,j]comi=1ej=0,1,...,n,
depois todoscomi=2ej=0,1,...,n,
depois todoscomi=3ej=0,1,...,n,
etc.
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Simulacao
Y D 6 B A
X 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
A1l 0 7
B 2 0
C 3 0
B 4 0
D 5 0
A 6 0
B 7 0
3’,’ B D C A B A
0 1 2 3 4 5 6

N
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LEC-LENGTH (X, m, Y, n)

1

2
3
4
5
6
7
8
9
10

Consumo de tempo: O(mn)
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Algoritmo de programacao dinamica
Devolve o comprimento de
uma ssco maxima de X[1..m]e Y[1..n].

para i < 0 até m faga c[i,0] < O
paraj < 1 até nfaca c[0,j] < O

para i<« 1 até mfaca

paraj < 1 até n faca

se X[i] = Y[j]
entdo c[i,jl «c[i-1,j-1]+1
sendose c[i—1,j] > c[i,j - 1]

devolva c[m, n]

entdo cli,j] « c[i—1,j]
senao cli,j] « c[i,j—1]

20 sem 2018
)Subseq%énc]ga comum méé(im%
X o 1 2 3 4 5 6
0| * * * * * * *
A 1| + | « | « | < || T [N
B 2  « | N | T | T | < |~ |1
C 3| — |« | N\ ) — | «
B 4|+ N ||l N[ T
D 5| % |« |N |||« ]|«
A 6| % — | = = N =N
B 7| % [N |« |« |« ||«
20 sem 20l
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Conclusao

O consumo de tempo do algoritmo LEC-LENGTH é ©(mn).
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Algoritmo de programacao dinamica

LEC-LENGTH (X, m, Y, n)

1

OO UL N™NWN

9
10
11
12
13

para i < 0 até m faga c[i,0] < O
paraj < 1 até nfacac|0,j] <O
parai<« 1 até mfaca
paraj < 1 até n faca
se X[i] = Y[j]
entdo c[i,jl < c[i-1,j-1]+1
bli,j] « N
sendose c[i—1,j] > cl[i,j — 1]
entdo cli,j] « c[i—1,j]
bli,j] < “1”
sendo cli,j] « c[i,j - 1]
bli,j] « “«”

devolvaceb

Consumo de tempo: O(mn)

Anéalise de Algoritmos
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Get-LCS Exercicios

4
GeT-LCS (X, m, n, b,maxcomp) Exercicio 20.A
2 Escreva um algoritmo para decidir se (z1,..., 2k ) é subsequéncia de (x1,...,Xm ). Prove rigorosamente que o seu algoritmo
1 k « maxcomp esta correto.
2 I <— M Exercicio 20.B
3 . Suponha que os elementos de uma sequéncia (aj,...,an) sao distintos dois a dois. Quantas subsequéncias tem a sequéncia?
J < n
. . Exercicio 20.C
4 e nq uanto 1> 0 e ] > 0 fa(;a Uma subsequéncia crescente Z de uma sequéncia X e é maxima se nao existe outra subsequéncia crescente mais longa. A
.. “ , subsequéncia (5,6,9) de (9,5,6,9,6,2,7) é maxima? Dé uma sequéncia crescente maxima de (9,5,6,9,6, 2,7). Mostre que o
5 se b [I,j] == \ algoritmo “guloso” ébvio ndo é capaz, em geral, de encontrar uma subsequéncia crescente maxima de uma sequéncia dada.
~ . (Algoritmo guloso ébvio: escolha o menor elemento de X; a partir dai, escolha sempre o préximo elemento de X que seja
6 entao Z[k] «— X[I] maior ou igual ao Gltimo escolhido.)
7 k «— k — 1 j—i— 1 J «— J — 1 Exercicio 20.D
~ .. ” , Escreva um algoritmo de programagao dinamica para resolver o problema da subsequéncia crescente maxima.
8 sendo se bli,j] = “«
9 entaoj«—i-1
10 sendoj«j—1
11 devolvaZz
Consumo de tempo é O(m + n) e Q(min{m, n}).
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Mais exercicios Mais programacao dinamica

Exercicio 20.E [CLRS 15.4-5]

Mostre como o algoritmo da subsequéncia comum maxima pode ser usado para resolver o problema da subsequéncia
crescente maxima de uma sequéncia numérica. Dé uma delimitacao justa, em notagao ©, do consumo de tempo de sua
solugao.

Exercicio 20.F [Printing neatly. CLRS 15-2]

Considere a sequéncia P1,P5,..., Py de palavras que constitui um paragrafo de texto. A palavra P; tem [; caracteres. KT 64
Queremos imprimir as palavras em linhas, na ordem dada, de modo que cada linha tenha no maximo M caracteres. Se uma

determinada linha contém as palavras P;j, P,-+1,.,,, Pj (com i <j) e ha exatamente um espaco entre cada par de palavras

consecutivas, o nimero de espagos no fim da linha é

M=l +1+lipg +14++141).

Aproveite para olhar todo o Cap 6 do KT,

E claro que nao devemos permitir que esse niimero seja negativo. Queremos minimizar, com relagao a todas as linhas exceto que e SObre programa(}ao dl namica.
a ultima, a soma dos cubos dos ntimeros de espacos no fim de cada linha. (Assim, se temos linhas 1,2,...,L e bp espagos no

fim da linha p, queremos minimizar bf + bg +- 4 bE’_l )

Dé um exemplo para mostrar que algoritmos inocentes nao resolvem o problema. Dé um algoritmo de programacao dinamica
que resolva o problema. Qual a “optimal substructure property” para esse problema? Faca uma analise do consumo de
tempo do algoritmo.

i“" ~ 144
= “recursao—com-tabela
transformacao inteligente de recursao em iteracao
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Mochila

Dados dois vetores x[1..n] e w[l..n], denotamos por x - w o produto

escalar
w(1]x[1] + w[2]x[2] + --- + w[n]x[n].

Suponha dado um numero inteiro nao-negativo W e vetores
positivos w[l..n] e v[1..n].

Uma mochila é qualquer vetor x[1..n] tal que

x-w<W e 0<x[i]<1paratodoi

O valor de uma mochila é o nimero x - v.

Uma mochila é 6tima se tem valor maximo.
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Subestrutura otima
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Suponha que x[1..n] é mochila booleana étima para o problema

(w,v,n, W).
Sex[n]=1

entdo x[1..n—1] é mochila booleana 6tima para
(w,v,n=1,W-w[n])

sendo x[1..n-1] é mochila booleana étima para

(w,v,n=1,W)

NOTA. Nao ha nada de especial acerca do indice n.
Uma afirmacao semelhante vale para qualquer indice i.
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Problema booleano da mochila

Uma mochila x[1.. n] tal que x[i] = 0 ou x[i] = 1 para todo i é dita

booleana.

Problema (Knapsack Problem): Dados (w, v, n, W), encontrar uma
mochila booleana étima.

Exemplo: W=50,n=4

X X X < S
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Problema:

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10
840 | 600 | 400 | 100
1 0 0 0 valor = 840
1 0 0 1 valor =940
0 1 1 0 valor = 1000
Simplificacao

encontrar o valor de uma mochila booleana 6tima.

t[i, Y] = valor de uma mochila booleana étima
para (w,v,i,Y)

= valor da expressao x - v sujeito as restricoes

x-w<Y,

onde x € uma mochila booleana 6tima

Possiveis valores de Y: 0,1,2,...,W
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Recorréncia Solucao recursiva

Devolve o valor de uma mochila 6tima para (w, v, n, W).

t[i, Y] = valor da expressado x - v sujeito a restricao
REC-MOCHILA (w, v, n, W)

x-w<Y 1 sen=0o0uW=0
2 entao devolva O
t[0, Y] = O para todo Y 3 sew[n]>W
4 entdo devolva REC-MOCHILA (w, v,n-1, W)
¢[i,0] = 0 para todo i 5 a « REC-MOCHILA (w,v,n-1, W)
6 b« REC-MOCHILA (w,v,n-1, W=w[n]) + v[n]
tli, Y] = t[i-1, Y] se wli] > Y 7 devolvamax{a, b}
t[i, Y] = max{t[i—1, Y], t[i-1, Y-wl[i]] + v[i]} se w[i] < Y Consumo de tempo no pior caso é (2(2")
Por que demora tanto?
O mesmo subproblema é resolvido muitas vezes.
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Programacao dinamica Programacao dinamica
0 1 2 3 4 5 6 7Y
Cada subproblema, valor de uma mochila étima para ol o ololololololo
(w,v,i,Y), 11 0
é resolvido uma sé vez. 21 0 * % | % | % | %
Em que ordem calcular os componentes da tabela t? 31 0 7
Olhe a recorréncia e pense... 41 0
5/ 0
tli, Y] =t[i-1,Y] se w[i]>Y
6| 0

tli, Y] = max{t[i— 1, Y], t[i-1, Y=wli]] + v[i]} se w[i] < Y

71 0

i
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W=5en=4

- A~ WNFO
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W=5en=4

- A~ WNFO

w N = O
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Exemplo

W=5en=4
1 2 3 4
421173
500 | 400 | 300 | 450
o 1 2 3 4 5
0} O 0 0 0 0 0
1[0 ] 0
20
3/ 0
4|1 0
i
o 1 2 3 4 5
0O} O 0 0 0 0 0
1000
21 0
3/ 0
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Exemplo
W=5en=4
1 2 3 4
421173
500 | 400 | 300 | 450
o 1 2 3 4 5
0O O 0 0 0 0 0
11 0 0 0 0 | 500 | 500
2|70 | 0 [400| 400|500 | 500
3| 0 [300 400700 | 700 | 800
4] 0 |300 400|700 | 700|850
1
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Algoritmo de programacao dinamica Conclusao

Devolve o valor de uma mochila booleana 6tima para (w, v,n, W).

MOCHILA-BOOLEANA (w, v, n, W) O consumo de tempo do algoritmo MOCHILA-BOOLEANA é
1 paraY < 0até W faca o(nw).
2 t[0,Y] < 0
3 parai < 1 até n faca
4 a<—t[i-1,Y] NOTA:
5 se w[i] > Y O consumo O(n2'¢") ¢ exponenciall
6 entdob <0
7 sendo b « t[i-1, Y-wli]] + v[i] Explicacdo: o “tamanho” de W é lgW e nao W
8 t[i, Y] < max{a, b} (tente multiplicar w[l],...,w[n] e W por 1000)
9 devolva t[n, W]
Se W é Q2(2") o consumo de tempo é Q2(n2"),
Consumo de tempo é O(nW). mais lento que o algoritmo forca bruta!
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Obtencao da mochila Versao recursiva

MOCHILA (w, n, W, t)

1 YW

2 parai« ndecrescendo até 1 faca MEMOIZED-MOCHILA-BOOLEANA (w, v, n, W)
3 se t[i, Y] =t[i-1, Y] 1 parai«< 0aténfaca

4 entdo x[i] < 0O 2 para Y « 0 até W faca

5 sendo x|[i] « 1 3 ti, Y] « oo

6 Y — Y —wli] 3 devolva LOOKUP-MOC (w, v, n, W)

7 devolva x

Consumo de tempo é O(n).
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Versao recursiva

LOOKUP-MOC (w, v, i, Y)

1
2
3

O 00 N O

se t[i, Y] < oo
entdo devolva t[i, Y]
sei=0o0uY=0entao t[i,Y]« 0
senao
se w[i] > Y
entao
t[i, Y] « LOOKUP-MOC (w, v, i-1,Y)
senao
a « LOOKUP-MOC (w, v,i-1,Y)
b « LOOKUP-MOC (w, v, i-1, Y=wli]) + v][i]
t[i, Y] < max{a, b}
devolva t[i, Y]
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Exercicio das bandeiras

No dia da Bandeira na Rassia o proprietario de uma loja decidiu
decorar a vitrine de sua loja com faixas de tecido das cores branca,
azul e vermelha.

Ele deseja satisfazer as seguintes codicoes: faixas da mesma cor
nao podem ser colocadas uma ao lado da outra. Uma faixa azul
sempre esta entre uma branca e uma vermelha, ou uma vermelha e
uma branca.

Escreva um programa que, dado o nimero n de faixas a serem
colocadas na vitrine, calcule o nUmero de maneiras de satisfazer as
condicoes do proprietario.

Exemplo: Para n = 3, o resultado sao as seguintes combinagoes:
BVB, VBV, BAV, VAB.
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