Complexidade computacional

Classifica os problemas em relacao a
dificuldade de resolvé-los algoritmicamente.
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Exemplo 1
Grafo
] b © A f h i
ab ef ‘
G ac bd eg hi
be
c d g 1

Palavra:

({a,b,c,d,e,f, g h,i i}, {{bd},{egl fac}l {hi},{ab},{ef},{bc}})

Tamanho da palavra: 59
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Palavras
Para resolver um problema usando um computador é necessario
descrever os dados do problema através de uma sequéncia de
simbolos retirados de algum alfabeto.

Este alfabeto pode ser, por exemplo,
o conjunto de simbolos ASCIl ou o conjunto {0, 1}.

Qualquer sequéncia de elementos de um alfabeto é chamada de
uma palavra.

Nao é dificil codificar objetos tais como racionais, vetores, matrizes,
grafos e funcoes como palavras.

O tamanho de uma palavra w, denotado por (w),
é o numero de simbolos usados em w, contando multiplicidades. O
tamanho do racional ‘123/567" é 7.
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Exemplo 2

Grafo com funcao de peso nas arestas:

ab ef

G ac bd eg hi
be
[¢ d g 1
Palavra:
(({bd} 2)( :1),({ac},0), ({hi}, =3),
3/2)1( ) ({bc,0)}})
Tamanho da palavra: 67
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Tamanho de uma palavra Problemas e instancias

Para os nossos propésitos,
nao ha mal em subestimar o tamanho de um objeto.

Cada conjunto especifico de dados de um problema
define uma instancia.

Nao é necessario contar rigorosamente os caracteres

Tamanho de uma instancia é o tamanho de uma palavra que
/{ i ’r 4 i ’ ‘ ’ .
{,}Y,°(,7) e’,” dos exemplos anteriores.

representa a instancia.
Tamanho de um inteiro p é essencialmente Ig|p|. Problema que pede uma resposta do tipo siM ou NAO é chamado de
problema de decisao.
Tamanho do racional p/g é essencialmente lg|p|+ lg|q].

Problema que procura um elemento em um conjunto é um problema
Tamanho de um vetor A[1..n] é de busca.
a soma dos tamanhos de seus componentes

Problema que procura um elemento de um conjunto de solucoes
viaveis que seja melhor possivel em relagao a algum critério € um
problema de otimizacao.

(A) = (AL + (AL + - +(A[nD).
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Maximo divisor comum Maximo divisor comum (decisao)
Problema: Dados dois nimeros inteiros nao-negativos a e b,
determinar mdc(a, b). Problema: Dados nimeros inteiros ndo-negativos a, b e k,
mdc(a,b) = k?
Exemplo:
maximo divisor comum de 30 e 24 é6 Exemplo:
méaximo divisor comum de 514229 e 317811 é 1 maximo divisor comum de 30 e 24 é6
maximo divisor comum de 3267 e 2893¢é 11 maximo divisor comum de 514229 e 317811 é1

maximo divisor comum de 3267 e 2893 é 11

Problema de busca
Instancia: ae b Problema de decisdo: resposta SIM ou NAO
Tamanho da instancia: {(a) +(b), Instancia: a, b, k
Tamanho da instancia: (a) + (b) + (k), essencialmente
lga +lgb.

lga+lgb+lgk
Consumo de tempo do algoritmo CAFE-com-LEITE é O(b).
Consumo de tempo do algoritmo EucLipes é O(lgb).
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Subsequéncia comum maxima

Problema: Encontrar uma ssco maxima de X[1..m] e Y[1..n].

Exemplos: X=ABCBDAB

Y=BDCABA

sscomaxima=BCAB

Problema de otimizacao

Instancia: X[1..m] e Y[1..n]

Tamanho da instancia: (X) 4 (Y), essencialmente

m-+n

Consumo de tempo REC-LCS-LENGTH & Q(2min{m.n}y,

Consumo de tempo LCS-LENGTH é ©(mn).
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Problema booleano da mochila

Problema (Knapsack Problem): Dados n, w[l..n] v[l..n]e W,
encontrar uma mochila booleana étima.

Exemplo: W =50,n=4

w
|4
X

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10
840 | 600 | 400 | 100

0 1 1 0

Problema de otimizacao

Instancia: n, w[l..n] v[1l..n]e W

Tamanho da instancia: (n)+ (w) 4 (v) + (W), essencialmente

lgn+nlgW+nlgV+lgW
Consumo de tempo MocHILA-BoOLEANA é O (nW).
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valor = 1000
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Subsequéncia comum maxima (decisao)

Problema: X[1..m] e Y[1..n] possuem uma ssco > k?

Exemploo X=ABCBDAB

Y=BDCABA

sscomaxima=BCAB

Problema de decisao: resposta sIM ou NAO

Instancia: X[1..m], Y[1..n], k
Tamanho da instancia: (X) 4 (Y) + (k), essencialmente
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Problema booleano da mochila (decisao)

n+m+lgk

10/34

Problema (Knapsack Problem): Dados n, w[l..n] v[l..n]e W ek,
existe uma mochila booleana de valor > k.

Exemplo: W =50,n=4,k=1010

|4
X

Problema de decisao: resposta SIM ou NAO

Instancia: n, w[l..n]v[l..n], Wek

1 2 3 4
40 | 30 | 20 | 10
840 | 600 | 400 | 100

0 1 1 0

valor = 1000

Tamanho da instancia: (n) +(w) 4+ (v) + (W) + lgk, essencialmente

lgn+nlgW+nlgV+IlgW+lgk.
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Problema fracionario da mochila

Problema: Dados n, w[l..n] v[..n] e W, encontrar uma mochila

otima.

Exemplo: W =50,n=4

1 2 3 4
wl| 40 | 30 | 20 | 10
v | 840 | 600 | 400 | 100
x| 1 1/3| O 0

Problema de otimizacao

Instancia: n, w[l..n] v[l..n]e W
Tamanho da instancia: (n) + (w) 4 (v) + (W), essencialmente
lgn+nlgW+nlgV+1lgW
Consumo de tempo MocHILA-FRACIONARIA é O (nlgn).
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valor = 1040
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Modelo de computacao

E uma descricao abstrata e conceitual de um computador que sera

usado para executar um algoritmo.

Um modelo de computacao especifica as operacoes elementares
que um algoritmo pode executar e o critério empregado para medir
a quantidade de tempo que cada operagao consome.

Operacoes elementares tipicas sao operacoes aritméticas entre
ndmeros e comparacgoes.

No critério uniforme supde-se que cada operacao elementar
consome uma quantidade de tempo constante.
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Problema fracionario da mochila (decisao)

Problema: Dados n, w[l..n] v[1..n], W ek,
existe uma mochila de valor > k?

Exemplo: W =50,n =4, k=1010

1 2 3 4
wl| 40 | 30 | 20 | 10
v | 840 | 600 | 400 | 100
x| 1 1/3| 0 0

Problema de decisdo: resposta sIM ou NAO

Instancia: n, w[l..n] v[1..n], W ek

valor = 1040

Tamanho da instancia: (n) 4+ {(w) +(v) + (W) + (k), essencialmente
lgn+nlgW+nlgV+4+IlgW+lgk
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Problemas polinomiais

Analise de um algoritmo em determinado modelo de computacao
estima seu consumo de tempo e quantidade de espaco como fungao
do tamanho da instancia do problema.

Exemplo: o consumo de tempo do algoritmo EucLIpes (a,b) é

expresso como uma funcao de (a) + (b).

Um problema é sollvel em tempo polinomial se existe um algoritmo
que consome tempo O((I)“) para resolver o problema, onde a é uma
constante e | é uma instancia do problema.
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Exemplos

» Maximo divisor comum
Tamanho da instancia: lga +lgb
Consumo de tempo:
Caré-coM-LEITE € O(b) (nao-polinomial)

EucLipes é O(lgb) (polinomial)

» Subsequéncia comum maxima

Tamanho da instancia: n+m
Consumo de tempo:

REC-LCS-LENGTH é Q(2™n{m"}) (exponencial)
LCS-LENGTH é ©(mn) (polinomial)
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Classe P

Algoritmo polinomiais sao uma abstracao de algoritmos
eficientes.

Dava para ter outra?

Seria interessante que a classe de algoritmos eficientes
satisfizesse:

» Suponha que um algoritmo A usa um algoritmo B como
subrotina e, contando B como passo elementar A é

Mais exemplos
» Problema booleano da mochila
Tamanho da instancia: lgn+nlgW+nlgV +1lgW

Consumo de tempo:
MOCHILA-BOOLEANA é ©(nW) (nao-polinomial).

» Problema fracionario da mochila
Tamanho da instancia: lgn+nlgW+nlgV +1lgW

Consumo de tempo:
MOCHILA-FRACIONARIA é ©(nlgn) (polinomial).

» Ordenacdo de inteiros A[l..n]

Tamanho da instancia: nlgM, onde
M = max{|A[1],|A[2]],..., |A[n]]} + 1

Consumo de tempo:
MERGESORT é ©(nlgn) (polinomial).
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Classe P

Algoritmo polinomiais sao uma abstracao de algoritmos eficientes.

A classe de todos os problemas de decisao que podem ser resolvidos
por algoritmos polinomiais é denotada por P (classe de
complexidade).

Exemplo: As versées de decisdo dos problemas:

maximo divisor comum, subsequéncia comum maxima e

relativamente eficiente. Entdao, se B é eficiente, A também é. mochila fracionaria

» Algoritmos lineares sdo eficientes.

estdo em P.

Isso leva a classe dos polinomiais como a menor que é eficiente.

‘2

Lucro: fazer transformacoes polinomiais nos dados “é
permitido”.
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Para muitos problemas, nao se conhece algoritmo essencialmente
melhor que “testar todas as possibilidades”. Em geral, isso nao esta
em P.

19/34 Anéalise de Algoritmos — 2° sem 2018 20/ 34



mparelhamentos
Problema: Dado um grafo ipartido, encontrar um emparelhamento

perfeito.

Y
Problema: Dado um grafo bipartido, encontrar um emparelhamento

perfeito.
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Problema: Dado um%&?&%%&%%ﬂ&%%i&gﬁgmiltoniano.

Problema: Dado um grafo, encontrar um ciclo hamiltoniano.
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mparelhamentos
Problema: Dado um grafo ipartido, encontrar um emparelhamento

perfeito.

o X

Pﬁ@bﬁéﬁiﬁéﬁi!ﬂéﬁf@iﬁﬁagﬁ?gfo bipartido, encontrar um emparelhamento
bipartido.

* 2 2 :
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Grafos hamiltonianos

Problema: Dado um grafo, encontrar um ciclo hamiltoniano.

NAO existel Certificado? Hmmm ...
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Verificador polinomial para smm

Um verificador polinomial para a resposta siMm a um problema I'1 é
um algoritmo polinomial ALG que recebe

uma instancia | de 'l e um objeto C,
tal que (C) é O({1)%*) para alguma constante «

e devolve

siM para algum C se a resposta a I'(]) é sim;
NAO para todo C se a resposta a (1) é NAO.

No caso de resposta siM, o objeto C é dito um certificado polinomial
ou certificado curto da resposta sim a (/).
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Verificado polinomial para nio

Um verificador polinomial para a resposta NAO de um problema ['1 é
um algoritmo polinomial ALG que recebe

uma instancia | de 'l e um objeto C,
tal que (C) é O({I)%*) para alguma constante a

e devolve

siM para algum C se a resposta a (/) é NAO;
NAO para todo C se a resposta a (/) é sim.

No caso de resposta siM, o objeto C é dito um certificado polinomial
ou certificado curto da resposta NAO a (/).
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Exemplos

» Se G é hamiltoniano, entdo um ciclo hamiltoniano de G é um
certificado polinomial:

dados um grafo G e C, pode-se verificar em tempo
O((G)) se C é um ciclo hamiltoniano.

» se X[1..m] e Y[1..n] possuem uma ssco > k, entdo uma
subsequéncia comum Z[1.. k] é um certificado polinomial:

dados X[1..m],Y[1..n] e Z[1..k], pode-se verificar em
tempoO(m+n)seZ ésscode X eY.

» se n é um nimero composto, entao um divisor préprio d > 1 de
n é um certificado polinomial.
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Classe NP

Formada pelos problemas de decisao que possuem um verificador
polinomial para a resposta SIM.

Em outras palavras, a classe NP é formada pelos problemas de
decisao I para os quais existe um problema 1" em P e uma funcao
polinomial p(n) tais que, para cada instancia | do problema [, existe
um objeto C com (C) < p({/)) tal que

SIM se e somente se

arespostaall(l) é
I,C) ésim.

a resposta a ’(

O objeto C é dito um certificado polinomial ou certificado curto da
resposta sim a (/).
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Problemas de decisao com certificado polinomial para sim:

>

'S

>

>

Exemplos

existe subsequéncia crescente > k?

existe subcolecao disjunta > k de intervalos?
existe mochila booleana de valor > k?

existe mochila de valor > k?

existe subsequéncia comum > k?

grafo tem ciclo de comprimento > k?

grafo tem ciclo hamiltoniano?

grafo tem emparelhamento (casamento) perfeito?

Todos esses problemas estao em NP.
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P = NP?

29/

E crenca de muitos que a classe NP & maior que a classe P, ainda
que isso

Este é o intrigante problema matematico conhecido pelo rétulo

nao tenha sido provado até agora.

“P =+ NP?”

Nao confunda NP com “nao-polinomial”.
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P C NP

Prova:

se [1 é um problema em P, entdo pode-se tomar a sequéncia de
instrucoes realizadas por um algoritmo polinomial para resolver
(/) como certificado polinomial da resposta sim a (/).

Outra prova:

Pode-se construir um verificador polinomial para a resposta sim a [

utilizando-se um algoritmo polinomial para 'l como subrotina e
ignorando-se o certificado C.
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A solugao 6bvia

Topos que tomam conhecimento desse problema pela primeira vez
aparecem com a solugao
N=1

Nao é considerada muito original:

4

A primeira ocorréncia disto apareceu no rascunho da biblia...

junto com o comentario €ssa é velha.
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Classe co-NP P, NP e co-NP

A classe co-NP é definida trocando-se siM por NAO na definicao de
NP.

NPcoNP
Um problema de decisao 'l estd em co-NP se admite um certificado

polinomial para a resposta NAO. ©

Os problemas em NP N co-NP admitem certificados polinomiais para
as respostas SIM e NAO.

P = NP?
Em particular, P C NP N co-NP. NP N co-NP = P?
NP = co-NP?
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