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Sobre o nimero neperiano “¢”, exponenciais e logaritmos

n——4oo

1 n
Defini¢ao: e:= lim (1+E>

A defini¢do acima do ntimero neperiano “e” decorre do fato de que a sequéncia (ay,az,- -+ ,an, -+ ),
n

onde a, = (1 + ) n € N,n > 1, éestritamente crescente e limitada superiormente (ou seja,

a, < 3, para todo n < 1), conforme mostrado em sala.

Portanto a sequéncia dada converge, ou seja liIJIrl a, € um numero real e esse nimero real, por
n——+00

definicdo é denominado de “e ”.
e A funcao exponencial

e Lembrete: Dadosa € R,coma >0 e r € Q, apoténcia a" € R é definida da seguinte forma:

m
r=—, meZ
n ~
e Se ,entdo a’ = a"/" .=

nelN,n>1

n

am.

Com tal definicdo, paracadaa € R, a > 0, podemos definir a fun¢éo f, : Q — R, definida por
fa(r) = a’, paratodor € Q.

Observacio: Note que a fungdo f; é a fungdo constante g(x) = 1, para todo x € Q.

Teorema: Sejaa € R,coma > 0 e a # 1. Entdo existe uma funcéo ]?a : R = R, continua, tal que

ﬁ(r) = fu,(r) = a’, paratodor € Q.

A funcédo ﬁ, ¢ denominada fungio exponencial de base a e é também denotada por exp,,.

Portanto, escrevemos ng(x ) = qa° = exp a(x ), para todo x € R.

e Propriedades da func¢ao exponencial exp,

1. Domexp, = R e Imexp, =10, 4.
220=1 e al =a
3.4 .g%2 = g1t ¥, VYx;,x € R

4, a1 . g2 =1 — %2, Vxq,x0 € R



5. ()2 = a'"?, Vx,xp € R

2

Para a > 1, se x1 < xp entdo a*t < a*2. (i.é, exp, é estritamente crescente (E.C.))

Para0 <a <1, sex; < xp entdo a*! > a*2. (i.é., exp, é estritamente decrescente (E.D.))

7. lim a* = a%,comx, € R.
X—Xo

( lim a4 = 4o
X—r 400
Se a > 1 entdo (caso E.C.)
lim a* =
xX——00

lim a* =0
X—r+00
Se 0 <a <1 entdo (caso E.D.)

Iim a4 = 4+
\ X—r—00

e A funcao logaritma log,

Sejaa € R,coma > 0ea # 1. Usando a propriedade 1 acima, consideremos a funcdo exponencial
(¥) exp,: R —]0,+0o[, definidapor y = exp,(x) = a’.

Desde que a fungdo exp,, como foi visto acima, tem a propriedade 6 (i.¢, ¢ E.C. ou E.D.), entdo ela é
injetora. Por restricdo do contradominio a Imagem (ler em (*), entdo ela é invertivel.

A funcdo inversa da fungdo exp,, que serd denotada por log , é por definicdo a funcado

paracada vy > 0,
log, :]0,400[ = R tal que = a" = .
log,(y) = x
e Propriedades da funcao logaritmica log,
Lembrando que: log,x = vy <= a’=x
1. Domlog, =10,4+o[ e Imlog, = R
2.log1 =0 e loga = 1.

3. loga(xl ‘Xp) = log x1 + log x2, Vx1,x2 > 0.

4. log (%) = log x1 — log xa, Vx1,x2 > 0.
2

5. log x* = a-log x, Vx >0, Va € R.



Paraa >1, se 0<x; <x; entdo log, x; <log, x,. (i.é., log, é E.C.)

6.
Para0 <a <1, se 0<x; <x entdo log, x; > log, x,. (i.é,, log, é E.D.)
. < log, x
7.Seja b >0, b # 1. Entdo, paratodox >0, log x = log, a ( mudanca de base)
b

2108 x — x, Vx>0
8. Importantes:

log,(a*) = x, Vx € R

e Graficos das func¢des exp, e log, debase a, a > 1

y=a* y = log,x y=x L
y = 1n(x)
lim a*=aP, VpeR
X—=p

lim log,x =log,p, paratodop >0

x—p

llm ax = O js —;4
x> —oc0

lim a* = +o0
X—+0c0

lim log x = —oo
x—0" !

Jim log,x = oo

e Gréficos das fungdes exp, e log, debase 4, 0 <a <1
y=a* y =log,x y=x y = sxpi-s)

lim a* = aP, Vpe R

X—=p

lim log,x =log, p, paratodop >0

X—p

1 x — r T T T T T T T
xl—l>lzloo a* = 400 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

>
X

Iim a*=0
x—>+0o 27

lim log x = 4o0
x—0T 8a

Iim log x = —o0
X— 400 ga



e 2° Limite fundamental e outros limites relacionados

1 X
e lim <1 + —> =e
x5 — o0 X

e lim (1 + u)l/u =e
u—0
h
e —1
e lim =1
h—0  h
at —
e Exercicio: Seja 2 € R,coma > 0 e a # 1. Mostre que existe o }in& e que
—
t
at—1
lim = Ina.
t—0



