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Introducao

Em 1939, Kurt Godel publicou o trabalho Consistency-proof for the Gen-
eralized Continuum Hypothesis', em que provou a consisténcia relativa da
hipétese generalizada do continuo (2% = N, para todo ordinal ) com
a teoria dos conjuntos ZF (de Zermello e Fraenkel), obtendo uma férmula
L(zx) (dizendo que o elemento z é definivel por uma férmula ¢(x, y1, ..., yn),
com elementos y; ja definidos previamente) e demonstrando que sdo teoremas

K. Gédel, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 25 (1939), p. 220-224. Consulte-se também

sua monografia The Consistency of the Axiom of Choice and the Generalized Continuum
Hypothesis, 4* edi¢do, Princeton University Press, Princeton, EUA, 1958.
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da teoria ZF cada axioma de ZF, o Axioma da Escolha e a Hipdtese Gen-
eralizada do Continuo, quando relativizadas a férmula L(x)?. Essa técnica
ficou conhecida como método dos modelos internos, pois a férmula L(x)
selecionava, uma subclasse do universo dos conjuntos como um modelo de
ZF. Essa classe L tem a propriedade de que, qualquer que seja a classe
M (definida por uma férmula M (x)) satisfazendo os axiomas de ZF', é um
teorema de ZF que Va(L(x) — M(x)).

Restava a questao de saber se o Axioma da Escolha e a Hipotese (Gen-
eralizada) do Continuo serima teoremas de ZF', sem aquela relativizagao.
Uma restricao encontrada desde o inicio para atacar o problema da possivel
consisténcia das negagoes desses axiomas era que, se T' O ZF fosse uma teo-
ria consistente com o axioma V = L (ou seja, Va L(z)), entdao o método dos
modelos internos nao se aplicaria ao caso (veja a se¢do 5). Dessa forma era
preciso buscar modelos que estendessem a classe L e o método para isto é o
forcing, descoberto por Paul Cohen em 19632 e posteriormente desenvolvido
por varios matematicos.

O novo método consistia em produzir uma funcao sobrejetora f : 2% — ws
(ou, o que é equivalente, f : wxwy — 2 = {0, 1}), por exemplo, a partir de um
modelo inicial em que valesse a hipotese do continuo e contendo informagoes
parciais (finitas) sobre tal f: elementos do conjunto Fin(w X wy, 2) das partes
finitas de todas as fungbes f : w X wy — 2 = {0,1}. Mais geralmente,
gostariamos de obter uma f : A — B sobrejetora (A infinito e B # &) a
partir de partes finitas de f. Imaginemos que tal f exista e seja G = {p €
P =Fin(A, B) : p C f}. Tal conjunto tem que satisfazer certas condigoes de
compatibilidade:

1. @ €G;
2. sepe GeqCp, entao q € G;
3. sep,q € G, exister € G, tal que p C re g C r (por exemplo, r = pUq).

Além dessas propriedades, queremos que f tenha como dominio o con-
junto A e como imagem todo o conjunto B. Para isso, impomos mais as

20u seja, transformando indutivamente férmulas ¢ para ¢, pela mudanca dos quan-
tificadores Va¢ para Vo (L(x) — ¢¥) e Jx¢p para Iz (L(x) A o).

3P. Cohen, The Independence of the Continuum Hypothesis, I, II. Proc. Nat. Acad. Sci.
USA 50 (1963), p. 1143-1148, 51 (1964), p. 105-110. Consulte-se também sua monografia
Set Theory and the Continuum Hypothesis, W. A. Benjamin, Inc., Nova Iorque, 1966.
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condigoes de G intersectar os conjuntos D, = {p € P : 3b € B((a,b) € p)},
para todoa € Ae E, = {p € P:3a € A((a,b) € p)}, para todo b € B. Com
isto, se f = |G, entdo f € B (isto é, f ¢é funcdo de A em B), cuja imagem
sera todo o conjunto B.

O método de forcing consiste em construir um modelo M, por uma
variacao do método das constantes, usando uma ordem parcial P como acima
e um conjunto genérico G que fara o servico de garantir que em tal M exista
a funcgao (ou outra relagao) f.

A nogao de forcing foi estendida a Teoria de Modelos por Abraham Robin-
son* e posteriormente generalizado por H. Jerome Keisler®, versao que sera
apresentada, com pequenas modificacoes, neste texto.

E o que faremos a seguir.

2 Forcing em Teoria dos Modelos

Veremos na segao 5 que o método de forcing somente funciona com modelos
enumeraveis. Por isso, trabalhamos aqui com tais modelos.

Assumimos que L seja uma assinatura finita ou enumeréavel e que C' =
{¢n : n € N} seja um conjunto de novos simbolos de constantes (disjunto de
L) e denotaremos, como sempre, L(C) = L U C. Uma L(C)-estrutura M
serd chamada de modelo canonico se a aplicacao de interpretagao ¢ € C +—
cM ¢ M for sobrejetora.

Trabalharemos com a linguagem infinitaria L, ., em que permitimos \/ e
/\ de conjuntos finitos ou enumeraveis de féormulas, mas quantificagoes sobre
seqiiéncias finitas de variaveis. Para simplificar a exposi¢ao, suporemos que
L., tenha apenas os simbolos l6gicos \/, = e 3, sendo que A sca ¢ serd usada
como abrviagao de =\/ g4 ¢ € Yz como abreviagao de —(Jz—¢.

Como o conjunto de todas as L, -férmulas é nao enumerdvel, trabal-
haremos com um fragmento denotado por L4, que serd um conjunto L4 de
L, w-formulas fechado por subférmulas, por conjungoes e disjuncoes finitas,

4A. Robinson, Forcing in Model Theory, 1st. Nat. Alta Math., Symposia Math.,
5 (1970), 69-82. A. Robinson, Infinite Forcing in Model Theory, Proc. of the Second
Scandinavian Logic Symposium, North Holland, 1971, 317-340.

°H. J. Keisler, Forcing and the Omitting Types Theorem, em M. D. Morley (editor),
Studies in Model Theory, the Mathematicam Association of America, Inc., 1973, 96-133.
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e se ¢(r) € Ly et for um termo, entao ¢(t) € La; e Ly contém todas as
L-férmulas de primeira ordem.

Observemos que se ¥ C L., for um conjunto finito ou enumeravel, entao
o menor fragmento que o contém, L4(V), serd também enumerdvel. Para a
assinatura L(C'), os simbolos L(C'),,. € L(C') 4 terao os significados derivados
dos acima.

Uma propriedade de forcing é um par (P, f) tal que:

1.

2.

P = (P, <,1) é uma ordem parcial com elemento maximo 1;

f ¢é uma funcao que associa a cada elemento p € P um conjunto
finito de L(C')-sentengas atomicas, satisfazendo f(p) O f(q) para todos
p,q € P, tais que p < ¢; dado que uma L-estrutura M é determinada
pelo seu diagrama (conjunto de L(M)-sentengas atomicas satisfeitas
em (M,a)qaenr), a propriedade de forcing traz uma colecao de partes
finitas dos diversos diagramas possiveis de estruturas que queiramos
construir;

. se s et forem L(C)-termos sem varidveis e se a sentenca atomica (s = t)

estiver em f(p), entdo, para algum g < p, (t = s) € f(q);

. se s et forem L(C)-termos sem varidveis e se as sentengas atomicas

(s =t) e ¢(s) estiverem em f(p), entdo, para algum g < p, ¢(t) € f(q);

. se s et forem L(C)-termos sem varidveis e se a sentenca atomica (s = t)

estiver em f(p), entdo, para algum ¢ < p e para alguma constante

ceC, (c=t)e f(q).

Os elementos de P serao chamados de condi¢oes em P.

Definiremos agora a relagao I entre condigdes em P e L(C)-sentengas ¢,
p - ¢ (leia-se “p forga ¢), recursivamente na complexidade de ¢:

1.

2.

se ¢ for sentenga atomica, entao p I ¢ se ¢ € f(p);

se p k1, para alguma v € ®, entao p |- \/¢€<I, o;

. se q I ¢, para nenhuma condicao q < p, entao p IF —¢;

. se plk ¢(c), para alguma ¢ € C, entdo p IF Jxp(z).
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Definimos também a relacao IH*, p IF* ¢ (leia~se “p forca fracamente ¢),
se p Ik ——¢.

Lema 2.1 Seja P uma propriedade de forcing e seja ¢ € L(C') 4. Entao:

1. pIF* ¢ se, e somente se, para toda condigao g < p, existir uma condicao
r < q, tal que r IF ¢;

2. sepl-¢eq<p,entao ql- ¢;

3. nao pode ocorrer que p IF ¢ e também que p IF —¢;
4. se pl- ¢, entao p IH* ¢;

5. plF —¢ se, e somente se, p IF* —¢;

6. p IF Voo(z) se, e somente se, para cada ¢ € C' e cada ¢ < p, existe
r < g, tal que r IF ¢(c);

7. plk \/¢6¢¢ se, e somente se, para cada ¢ € ¢ e cada ¢ < p, existe
r < q, tal que r IF ¢.

Demonstracao: Os itens 1, 3, 6 e 7 decorrem facilmente da definicao de IF.

O item 2 é demonstrado por indugao na complexidade de ¢, sendo que
0 passo inicial, em que ¢ é atomica, decorre das defini¢oes, pois p I ¢ se
¢ € f(p) e, como ¢ < p implica f(q) 2 f(p), temos que ¢ € f(g). O mesmo
tipo de argumentagao aplica-se aos casos de \/ sea @ € de Jxo.

Para o item 4, suponhamos que p |- ¢. Entao, pela definicao de I e pelos
itens 2 e 3, q If —¢, para nenhum ¢ < p. Novamente, pela definicao de IF,
plF ==, ou seja p IF* ¢.

No item 5 precisamos apenas demonstrar que p IF* —¢ implica que p |- =,
devido ao item 4 ja provado. Assim, suponhamos que p IF =—==¢, ou seja,
nao existe nenhum ¢ < p, tal que ¢ IF =—¢. Entao, para todo ¢ < p, existe
r < q, tal que r IF =¢, pelo item 1. Portanto, nao existe ¢ < p, tal que ¢ IF ¢,
pois se r < ¢ for tal que r IF —¢ e se p F 6, para alguma sentenca 6, pelo
item 2 terfamos que r |- 6 e, pelo item 3, # nao pode ser ¢. Desta forma,
temos que p IF —¢. 0

Dizemos que um conjunto G C P é genérico, se:
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1. para todos p € G e q € P, tais que p < ¢, vale que q € G;
2. para todos p,q € G, existe r € G, tal que r < per <g;

3. para cada L(C)a-sentenga ¢, existe algum p € G, tal que p IF ¢, ou
p I =¢.

Lema 2.2 Para cada p € P, existe um genérico G C P, tal que p € G.

Demonstracao: Enumeremos todas as L(C')a-sentencas, {¢, : n € N}.
Seja pg = p e suponhamos que ja tenhamos definido pg > p; > ... > py,
com a propriedade que usaremos agora para definir p,,1: se p, IF —¢,, entao
Pni1 = Pn; Caso contrario, seja p,i1 < pn, tal que p,y1 I+ ¢,.

Seja G ={q€ P:3dn €N, p, <q}. Entao
L. p=po €G;

2.se ¢ € G er € P sao tais que ¢ < r, entao existe n € N, tal que
pn < g <71 e, portanto, r € G,

3. sejam q,7 € Gem,n € N, tais que p,, < gep, < r;entao puaximny < ¢
€ Pmax{mmn} < T, Ou seja, existe s € G, s <qge s <r;

4. se ¢ for uma L(C)a-sentenga, seja n seu indice na enumeragao; pela
defini¢ao da seqiliéncia p;, 7 € N, ou py41 IF ¢ ou ppiq IF ¢.

Isto significa que G é o genérico procurado. O

Dizemos também que o modelo canonico M foi gerado por G se M = ¢,
para toda L(C)4-sentenga ¢, tal que p IF ¢, para algum p € G.

Lema 2.3 Dado um genérico GG, existe um modelo canonico M gerado por
ele.

Demonstragao: Se T for o conjunto de todas as L(C)a-sentengas ¢, tais
que p IF ¢, para algum p € G, entao T' é um conjunto consistente maximal, e
que contém informacao para a construcao de M, pelo método das constantes.

De fato, o conjunto T satisfaz as seguintes propriedades, conseqiiéncias
imediatas da definicao de IF e de G
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1. se ¢ é uma L(C)a-sentenga, entdo exatamente uma dentre ¢ e —¢
pertence a T

2. a sentenca \/<z>e<1> ¢ estd em T se, e somente se, para alguma ¢ € P,
peT;

3. a sentenga Jx¢(z) estd em T se, e somente se, para algum ¢ € C,
¢(c) € T;

4. se s et forem L(C)-termos sem varidveis e (s =t) € T, entdo (t = s) €
T;

5. se s e t forem L(C)-termos sem varidveis e (s = t),¢(s) € T, entao
¢(t) € T;

6. para cada L(C)-termo t, existe ¢ € C, tal que (c=t) € T.

Se definirmos a relagao binaria em C, ¢ ~ d se (¢ = d) € T, o conjunto T
tem informagao para provar que é uma relacao de equivaléncia e para definir
uma interpretacao de L(C') em M, o conjunto de classes de equivaléncia, de
modo a torné-lo um modelo de 7', como no método das constantes. 0]

Com esses dois lemas, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Dado p € P, existe modelo p-genérico M. 0

Uma conseqiiéncia importante é a seguinte:

Teorema 2.2 Seja P uma nocao de forcing e seja p € P. Entao p IF* ¢
se, e somente se, ¢ for satisfeita em todo modelo p-genérico. Portanto, se
T ={¢ : ¢ é L(C)a-sentenca e p I-* ¢}, e se T |= 1, entao p IF* 1.

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente, que p IF* ¢, ou seja, que
p IF ==¢. Entao, se M for p-genérico, a demonstragao do teorema anterior
permite-nos afirmar que M = ——¢, ou seja, que M = ¢.

Para a demonstracao da reciproca, suponhamos que p IF* ¢ e seja g < p,
tal que ¢ IF —¢. Entao, se M for modelo g-genérico, M |= —¢. Como ¢ < p,
M também ¢é um modelo p-genérico. 0
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3 Aplicacao: O Teorema da Omissao de Tipos
— Uma Nova Demonstracao

Nesta segao usaremos as propriedades de forcing P(M) e P(M, @) descritas
nos exercicios 6.2 e 6.4, respectivamente, sendo M uma classe de L-estruturas.
Seja M uma classe nao vazia de L-estruturas. Dizemos que uma L(C)-
férmula é béasica se for atomica ou a negacao de uma formula atomica. Um
pedago finito de algum M € M é um conjunto finito de L(C')-sentengas
basicas satisfeitas em M para alguma interpretacao das constantes de C'
ocorrendo nelas — esses pedacos finitos serao chamados de condicoes. Seja
P(M) = (P, f) dada por: P é a ordem parcial de todos os pedagos finitos p
de estruturas M € M, com a ordem < dada por 2O, e f(p) o conjunto de
todas as sentencas atomicas contidas em p. Um modelo genérico para essa
propriedade de forcing serd chamado de M-genérico.

Uma L 4-férmula ¢ serd chamada de VV3-férmula se for da seguinte forma:

Vay ... Vo, \/ Jyr .. i, (P A A @ngn),

n<w

sendo que cada ¢y, é uma férmula basica. Denotemos por ¢(Z) a férmula
View 301 -+ i (O Ao A on)-

O seguinte teorema da uma boa caracterizacao das VVd-sentencas de L4
que sao satisfeitas em todos os modelos (M)-genéricos.

Teorema 3.1 Seja M uma classe de L-estruturas. Uma VVd-sentenca ¢ =
Yz (Z) (como acima) de L 4 serd satisfeita em todos os modelos M-genéricos
se, e somente se, para todo pedaco finito de M e para toda m-upla de con-
stantes ¢ € C™, o conjunto p U {1 (¢)} for satisfeito em alguma m € M.

Demonstracao: Como os quantificadores mais externos de ¢ sao todos
universais, temos que ¢ sera satisfeita em todos os modelos M-genéricos se, e
somente se, para todas as m-uplas ¢ € C™, 1(¢) for satisfeita em todos esses
modelos.

Como 1 pertence a todo conjunto genérico de P, a afirmagao anterior é
equivalente a dizer que para todo ¢ € C™, 1 IF* 9(¢).

Isto traduz-se na afirmacao equivalente que para todo ¢ € C™ e para todo
p € P, existe ¢ < p, tal que ¢ I 1(¢).
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Da definicao de I, obtemos a afirmacao equivalente de que para todo
¢ € C™ e para todo p € P, existem ¢ < P, n < we d € C™, tais que
qlFpni1(ed), ..., qlF @, . (cd).

Por inducao em k, 1 < k < j,,, chegamos a seguinte afirmagao equivalente
de que para todo ¢ € C™ e para todo p € P, existem n < w e d € C'», tais
que ¢ =pU{pni: 1<k < g} € P

Pela definicao da ordem parcial P, vemos que isso € equivalente a afirmacao
de que para todo ¢ € C™ e para todo p € P, o conjunto pU{t(¢)} é satisfeito
em algum M € M. O

Como conseqiiéncia imediata deste teorema, temos o seguinte resultado:

Lema 3.1 Se M for uma classe de modelos de um conjunto de VVd sentengas
de L4, entao todo modelo M-genérico pertencera a classe M. 0

Uma classe M de modelos de um conjunto de VVd sentencas de L4 serd
chamada de uma VVvd-classe.

Teorema 3.2 (Teorema da Omissao de Tipos - Versao I) Seja M uma
VVv3-classe e sejam ¢, = Yy ...Vx,, ¥,(Z), n < w, uma seqiiéncia de VV3-
sentengas de L. Suponhamos que para cada n < w, para cada pedaco finito
p de M e para cada ¢ € C"™", o conjunto pU{,,(¢)} seja satisfeito em alguma
M € M. Entao M contém um modelo enumeravel M que satisfaz cada ¢,,.

Demonstragao: Podemos assumir que o fragmento L, contém todas as
sentencas ¢, do enunciado. Entao qualquer modelo M-genérico pertence a
M e satisfaz cada uma das ¢,,. 0

O mesmo pode ser feito com a propriedade de forcing P(M, ®). Seja M
uma classe nao vazia de L-estruturas e seja & um conjunto nao vazio e finito
ou enumeravel de L(C),,,-formulas, cada uma delas com uma quantidade
finita de variaveis livres, e contendo as férmulas basicas. Dizemos que uma
L(C)-férmula é ®-bésica se pertencer a . Um pedago ¢ finito de algum
M € M é um conjunto finito p de L(C)-sentengas P-bdsicas satisfeitas em
M para alguma interpretacao das constantes de C' ocorrendo nelas. Seja
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P(M, @) = (P, f) dada por: P é a ordem parcial de todos os pedagos ® finitos
p de estruturas M € M, com a ordem < dada por DO, e f(p) o conjunto
de todas as sentengas atomicas contidas em p. Denotaremo por ®(C) o
conjunto de L(C') 4 sentencas obtidas das férmulas de ® pela substitui¢ao de
suas variaveis livres por constantes de C. Como, por hipotese, cada ¢ € &
s6 apresenta uma quantidade finita de varidveis livres, o conjunto ®(C') sera
enumeravel.

Uma L-férmula ¢ serd chamada de VVv3-férmula sobre ® se for da
seguinte forma:

Viy ...V, \/ Jyr .. i, (Pna Ao A @ngn),

n<w

sendo que cada ¢, ¢ uma férmula de ®. Denotemos por (Z) a férmula
\/n<w Hyl Ce Hyzn (Spn,l VANPIA <10H7jn)'

Lema 3.2 Seja p uma condigdo em P(M, ®) e seja ¢ € ®(C). Sep = ¢
(conseqiiéncia l6gica), entao p IF* ¢. Se p IF* ¢, entdo o conjunto p U {¢} é
consistente.

Demonstracao: Faremos uma inducgao na complexidade de ¢, sendo que o
passo inicial, o caso de ¢ atomica, é facil, pois p IF ¢ se, e somente se, ¢ € p;
e se p IF* ¢, entao existe ¢ < p, tal que ¢q IF —¢ e, portanto, nao podemos ter
que p = ¢, pelo Lema 2.1 e da definigao dessa propriedade de forcing.

Suponhamos que este lema seja verdadeiro para todas as formulas com
menos simbolos légicos que ¢ e seja ¢ < p.

Caso 1: ¢ = —p. Suponhamos que p = —t). Entdo ¢ = —) e, portanto,
q U {¢} ndo é consistente. por hipétese de inducao, temos que ¢ [* ¢, ou
seja, existe r < ¢, tal que r Ik —). Assim, p IF* —).

Agora, suponhamos que p IF* —. Entao, ¢ IF*, o que implica que ¢ [f*
¥. Por hipétese de indugao, ¢ = ¢ e, portanto, ¢ U {—)} é um conjunto
consistente. Isto implica que p U {—¢} também é um conjunto consistente.

Caso 2: ¢ = \/ ey ¥. Suponhamos que p =\ oy ¥. Entao g =V oy ¥
Como ¢ é satisfeita em algum M € M, existe alguma ¢ € U, tal que M |= 9.

Isto quer dizer que r = ¢U {¢} é uma condigao em P(M, ®), pois ¢ € (C).
Temos que r < g e r = 1. Por hipétese de inducao, r IF* ¢, o que implica
que s IF 1, para alguma condicao s < r. Portanto s I \/we\yw, ou seja,

p IE* \/%\Ij .
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Agora, suponhamos que p IF* \/weq, Y, ou seja, para algum r < ¢, r IF
\/zZJE\I/ 1, o que implica que r I+ v, para alguma ) € W. Por hipdtese de
inducao, r U {¢} é consistente e, postanto p U {1} também o serd. Mas isto
implica que p U {V cq ¥} ¢ consistente.

Caso 8: ¢ = Jx1p(x). Suponhamos que p = Jz¢(x). Entdo ¢ E Jz(x)
e, como ¢ é satisfeita em algum M € M, Jx¢)(x) também o serd. Seja c € C
um simbolo de constante que nao ocorra em nenhuma féormula de ¢ e nem
em Jz 1 (x) — tal constante existe, pois dxp(z) € ®(C) o que implica que a
férmula 3z ¢ (x) pode conter somente uma quantidade finita delas, e o mesmo
se d& com as férmulas em ¢. Com isto, temos que r = qU {1(c)} é satisfeita
em M, com a interpretagao conveniente da constante ¢, ou seja, r é também
uma condic¢ao e r = ¥(c). Por hipétese de inducao, r IF* ¢(c) e, portanto
sk 1(c), para alguma condigao s < r. Portanto s |- 3z 1), o que implica que
plIE* Jz .

A demonstracao de que p IF* 3z ¢ implica que pU {3z ¢} é consistente é
parecida com a do caso 2, depois das observacoes acima. ([l

Com isto, podemos generalizar os resultados anteriores, com pequenas
modificagoes nas respectivas demonstragoes.

Teorema 3.3 Seja M uma classe de L-estruturas. Uma VV3-sentenca ¢ =
Yz (Z) sobre ¢ serd satisfeita em todos os modelos M-genéricos se, e somente
se, para todo pedaco finito de M e para toda m-upla de constantes ¢ € C™,
o conjunto p U {¢(¢)} for satisfeito em alguma m € M. O

Teorema 3.4 (Teorema da Omissao de Tipos II) Seja M uma VV3-
classe e sejam ¢, = Vri...Va, ¥,(T), n < w, uma seqiéncia de VV3-
sentencas sobre ® de L,. Suponhamos que para cada n < w, para cada
pedago @ finito p de M e para cada ¢ € C™", o conjunto p U {1, (¢)} seja
satisfeito em alguma M € M. Entao M contém um modelo enumeravel M
que satisfaz cada ¢,. O



R. BIANCONI - Forcing EM TEORIA DOS MODELOS 12

4 Aplicagao: Grupos Algebricamente Fecha-
dos

Lembramos que um grupo é uma estrutura sobre a assinatura L = {-, 1, 7'},
satisfazendo o conjunto ¥ contendo os seguintes trés axiomas:

1. VaVyVzl[(z - y) -z =2 - (y - 2)]
2. Ve[z-1=aA1l x=x
3.Ve[z -zt =1A2" 2 =1]

Observe-se que a classe M de todos os grupos é uma VVd-classe.

Seja n € N. Denotaremos por 2" o termo dado por: 2° = 1, 2" = z.2™.
Um grupo G é um grupo de torsao se G = Vx \/,_, ., 2" = 1. Um grupo

g ¢ chamado de grupo divisivel se G = \,_,, ., Y23y (y" = z).

Aplicando os resultados da secao anterior, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Seja § uma VV3-classe de grupos.

1. Suponha que para cada pedaco finito de G e cada ¢ € C, existe n > 0,
tal que p U {¢™ = 1} seja satisfeito em algum G € G. Entao G contém
um grupo de torsao. Na verdade, todo grupo G que seja G-genérico é
de torsao.

2. Suponha que para cada n > 0 e cada pedaco finito p de G, o conjunto
pU{Jy (y" = ¢)} seja satisfeito em algum G € G. Entao § contém um
grupo divisivel. Na verdade, todo grupo G-genérico é divisivel.

Demonstracao: Em qualquer um dos dois casos, o Teorema 3.1 da a re-
sposta adequada. O

Dizemos que o grupo G ¢ algebricamente fechado se, para todo conjunto
finito p(Z,y) de férmulas béasicas e todo ¢ € C", se existe H O G, tal que
H =3y Ap(e,y), entao G =3Iy Ap(c, 7).

Sejam Gy um grupo finito ou enumeravel e G, a classe dos grupos G D
Go. Uma extensao genérica de Gy é qualquer grupo G, tal que a espansao
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(G, a)acc, (na assinatura L(Gy)) seja Go-genérico para a linguagem na assi-
natura L(Gp). Observe-se que, considerando essa assinatura, a classe Gy é
uma VVd3-classe.

Teorema 4.2 Toda extensao genérica de um grupo enumeravel é algebrica-
mente fechado.

Demonstracao: Ja sabemos que todo grupo Gg-genérico pertence a classe
Go. Como estamos trabalhando com a assinatura L(Gy), todo grupo Go-
genérico G é uma extensao de Gy, que sera enumeravel, porque Gy também
o é.

Sejam G um grupo Go-genérico, p(Z,y) um conjunto finito de L(Gy)-
férmulas bésicas, ¢ € C", e H O G um grupo tal que H = 3y A p(c, 7).
Queremos mostrar que G | 3y A p(¢, 7).

Seja G um conjunto genérico que gera o modelo (G, g.)ccc- Sejam q € G
e d € D™, tais que as constantes d ndo ocorram nas férmulas de ¢ e nem em
¢. Como q € G, temos que G = ¢ e o conjunto p(¢,d) U g é satisfeito em
uma extensdo de G (que forgosamente estd em Gy), ou seja, esse conjunto
é um pedaco finito de §. Usando o Lema 2.1, obtemos que p(¢,d) U g I-*
Iy A p(¢,4), o que implica que ¢ ¥ =35 A p(¢, 7). Como o elemento ¢ € G
era arbitrario, nenhum elemento g € G pode forcar =3y A p(¢, y) e, portanto,
(G, 9c)ecc E Y A\ p(E,9), ou seja, G ¢é algebricamente fechado. O

Seja G um grupo (finitamente) gerado pelos elementos ¢i,...,9, € G
(isto é, para cada g € G, existe um L({cy, ..., c,})-termo ¢ sem varidveis, tal
que (G,91,...,9,) F t = ¢g). Uma apresentagdo de G é um conjunto A de
equagoOes nas constantes ¢y, ..., ¢, (isto é, s(¢) = t(¢), sendo que t(Z) é um
L-termo), tal que

L. (G7gl7"'agn) ’:A7
2. se (G,g1,...,9n) F t1(¢) = t2(¢), entao LU A t1(¢) = to(c).
Um grupo finitamente gerado GG é recursivamente apresentado se o con-

junto A for recursivo. O grupo G tem o problema da palavra resolivel se o
conjunto de todas as equagoes satisfeitas em G formar um conjunto recursivo.

6A. Robinson, Forcing in Model Theory, 1st. Nat. Alta Math., Symposia Math., 5
(1970), 69-82.
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Teorema 4.3 Uma condigao suficiente para que o grupo finitamente gerado
(G, recursivamente apresentado, tenha o problema da palavra resoluvel é que
G possa ser incluido em todo grupo algebricamente fechado.”

Demonstracao: Seja G um grupo finitamente gerado, com geradores gy,

., gn, € suponhamos que G nao seja recursivamente apresentado com um
preoblema da palavra resoluvel. Seja ®(xy,...,x,) o conjunto de todas as
L-férmulas basicas que nao sejam satisfeitas em G pelos elementos ¢y, . . ., g,.
Como as férmulas bésicas sao equagoes e desigualdades, pela hipotese sobre
G, o conjunto ® nao pode ser recursivo. Portanto GG nao podera ser incluido
num grupo H se, e somente se

(1) H EVar... .V, Ve 6(Z).

De fato, se valer (1), claramente G € H. Reciprocamente, se nao valer
(1), teremos que H |= Jw1 ... 3z, \yey A(Z) € se by, ..., hy € H sd0 teste-
munhas de tal existéncia, a aplicacao que leva cada g; em h; podera ser
estendida a uma inclusao de grupos G — H.

Do modo como foi definido o conjunto ®, temos que, para cada férmula
atomica ¢(xy,...,x,), exatamente uma das férmulas entre ¢ e =¢ pertence
a ®. Isto implica que o conjunto ® nao poderd ser r.e. (recursivamente
enumeravel), pois, sendo, seu complemento também seria r.e. e, portanto, ®
seria recursivo.

Seja, agora, L4 um fragmento enumerdvel contendo a férmula \/ ;g (7).
Mostraremos que todo grupo genérico satisfara a propriedade (1).

Sejam ¢y, . .., ¢, € C esejapum pedago finito de §. Seja ¥ = U (xq,...,x,)
o conjunto de todas as L-férmulas basicas ¢ ((x1,...,x,), tais que pU{(¢)}
nao seja um pedaco finito de G (isto é, p U {¢(¢)} nao serd uma condicdo),
o que implica que ¥ U p U {t(¢)} néo é consistente e, portanto, que X Up -
—(0).

Disto concluimos que, para cada féormula atomica v, no maximo uma
dentre 1) e —) pertencerd a W. Como o conjunto de todas as sentencas
demonstradas a partir de uma teoria é r.e., concluimos também que o con-
junto ¥ é r.e. Das defini¢oes e propriedades de ® e W, segue que & ¢ ¥

"Este Teorema deve-se a A. Macintyre, Omitting quantifier free types in generic struc-
tures, The Journal of Symb. Logic, 37 (1970), 512-520. Essa condi¢ao também é necesséria
e isso foi provado posteriormente por B. H. Neumann, The isomorphism problem for alge-
braically closed groups, em Word Problems, North Holland, Amsterda, 1973, 553-562.
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(ambos sdo conjuntos de férmulas bésicas!). Portanto, existe 1 € ® \ U, e
pU{¢(¢)} é um pedago finito de §.
Assim, o Teorema 3.1 implica que todo grupo genérico satisfaz a pro-

priedade (1) e o teorema anterior diz que tais grupos sao algebricamente
fechados. 0

5 Nocoes de Forcing em Teoria dos Conjun-
tos

Vamos apresentar® agora a teoria do forcing em Teoria dos conjuntos.

A Teoria dos Conjuntos deveria ser chamada, na verdade, de Teorias dos
Conjuntos, no plural, pois ha mais de uma axiomatizagdo em voga. A mais
usada ¢ a Teoria de Zermello e Fraenkel, ZF'| que na verdade é também de
Skolem, cujos axiomas na assinatura L%Y = {€} sao:

1. Extensionalidade: Vz,y ((x = y) < Vz (2 € x < 2z € y)) (ou seja,
todo conjunto é determinado por sua extensao (seus elementos).

2. Existéncia do Conjunto Vazio: JzVy—(y € z) (usamos o simbolo
metalinguistico® @ (ou também ()) para designar tal conjunto, que, pelo
axioma da extendsionalidade, é inico.

3. Par nao ordenado: Va,b3zVi(t € z < (t = a V1 = b)) (usamos o
stmbolo metalinguistico {a,b} para designa-lo).

4. Unijao: VzIyVi(t € y < Jw(w € z At € w)) (usamos o simbolo
metalinguistico y = | J x para designa-lo).

5. Separagao: Para cada ¢(7,y) uma L?F-férmula com varidveis livres
T (para os parametros) e y, a sentenca Vr,a3bVy((y € b) < (y €
a A (Z,y))) (usamos o simbolo metalinguistico b = b(z) = {y € a :

¥(z,y)} para designé-lo).

80s resultados desta secio sao baseados nas exopsicoes de H. J. Keisler, j4 citado, de J.
R. Shoenfield, Unramified Forcing, Axiomatic Set Theory, proc. Symp. Pure Math. Vol.
XIII, part I, AMS, 1971, p. 357-381; em na monografia de P. Cohen ja citada.

9Em uma linguagem mais ampla para descrevermos o que estamos fazendo.
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6. Substituigao: Para cada t(x,y) uma LZ¥-férmula com varidveis livres
x e y (e possivelmente outras, para os parametros), a sentenca

(Va,y, 2((b(z, y) AN (2, 2)) = (y = 2))) —
Va3bVy(y € b« Jx(z € a Np(z,vy)))

(ou seja, se ¢ define uma fungado, a imagem do conjunto a é um con-
junto b — se houver variaveis para parametros, deverao ser quantificadas
universalmente no comego da férmula).

7. Partes: VodyVz(Vi(t € 2 — t € ) — (2 € y)) ((usamos o simbolo
metalinguistico y = P(x) para designa-lo).

8. Existéncia de um conjunto infinito: Jx((By(Vz(—z € y)) Ay €
r)AVz(z € x — Jy(z € y ANy € x))) (ou seja, T € x e, se z € x entdo
existe y 3 z, tal que y € ).

9. Regularidade: Vz3y(y € x AVz(z € y — —(z € x))) (ou seja, existe
y € x, tal que yNx = @, sendo que y Nz é definido pela férmula
t € y At € x e sua existéncia deve-se ao axioma da substitui¢ao).

10. Axioma da Escolha: Este axioma nao faz parte de ZF e sua adjuncao
a ZF cria uma nova teoria ZFE: Vz[(Jy(y € x) A (Vy(y € z — Fz2(z €
v)))) — Jw((Vt(t € w — Jy(y € At € y))AVy(y € v — Ft(t € yAt €
wAVs((s € yANs €w) — s =1t)))))] — isto tudo quer dizer que se x
for uma familia nao vazia de conjuntos nao vazios y, entao existe um
conjunto w que contém exatamente um elemento de cada y € x.

Outro axioma refere-se aos conjuntos construtiveis de Godel — existe uma
féormula L(z) (que nao serd explicitada neste texto) dizendo que z é definivel
por uma férmula de ZF usando como parametros conjuntos previamente
definidos. Em particular, podemos tomé-los como sendo ordinais. O Axioma
da Construtibilidade afirma que Vz L(x) e é denotado na literatura como
V=L

Teorema 5.1 (Godel)!® Para cada axioma ¢ de ZFE, ZF F ¢"® ¢
também ZF FV = L — Vk2" = k™ (a Hipétese Generalizada do Continuo.

10Consulte algum livro de Teoria dos Conjuntos que trate do tema: por exemplo,
seguimos o livro de P. Cohen, Set Theory and the Continuum Hypothesis, j4 mencionado.
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Como o Segundo Teorema da Incompletude de Godel diz que nao pode-
mos demonstrar em ZF sua prépria consisténcia, o que vale dizer que nao
podemos demonstrar a existéncia de um modelo para ZF', assumiremos essa
existéncia como um axioma a mais.

Lembramos que um conjunto M é transitivo se para todo x € M e todo
y € z, temos que y € M. Lembramos também que o Axioma da Regulari-
dade traz uma estratificacao do universo dos conjuntos, definindo-se V) = @,
Vag1 = P(Va) e Vi = U, <) Vas se A for um ordinal limite. O posto de um
elemento zinV é o menor ordinal «, tal que z € V.

Lema 5.1 Um conjunto transitivo M serd um modelo de ZF' (ou, mais pre-
cisamente, (M, €) sera uma modelo de ZF) se satisfizer as quatro condigoes
a seguir:

1. we M;
2. para todo A C M, se existir x € M, tal que A C x, entao A € M,

3. para toda féormula “y = F(z)”(isto é, uma férmula tal que M [
Va,y,2(y = F(z) Nz = F(z)) — (y = 2))) e para todo a € M,
seb={y:3Jr edom (F)NM, (y= F(z))}, entdo b € M;

4. para todo a € M, existe b € M, tal que P(a) N M C b.

Demonstracao: Por ser transitivo o conjunto M, valem os axiomas da
extensionalidade, da existéncia do conjunto vazio e o da regularidade. O
item 1 implica que vale também o axioma do infinito; o item 3 implica que
vale o axioma da substituicao; o item 2 implica que vale o da separacgao e os
itens 2 e 4 implicam que vale o axioma das partes. Se F'(z) = Uz, como vale
o axioma da substituicdo em M, se x € M, entdo Ux € M (pois Uz € M),
ou seja, vale o axioma da unido. Como {a,b} € P(P(a U b)), vale também o
axioma do par nao ordenado em M. 0

A existéncia de um conjunto transitivo M, tal que (M, €) seja modelo
de ZF é um axioma um pouco mais forte do que simplesmente assumir
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a consisténcia de ZF. Por conveniéncia, usaremos tal axioma, mas lem-
bramos que todas as demonstracoes de independéncia em ZF' podem ser re-
duzidas a demonstracoes puramente sintéticas, da forma ZF + Consiszrp —
Consiszp4e. Antes de prosseguirmos, vamos apresentar duas limitagoes quanto
as demonstragoes de independéncia em ZF', s primeira diz respeito ao uso de
modelos internos e a segunda impce o uso de modelos enumeraveis.

Teorema 5.2 (Godel) Seja M uma classe transitiva que seja modelo de
ZF. Entao existe uma subclasse M* de M que é modelo de ZF +V = L.
Ou seja, nao existe subclasse prépria de L. Em particular, supondo que
existam conjuntos transitivos que sejam modelos de ZF'| existe um modelo

minimo M que nao contera nenhum submodelo préprio de ZF, e que sera
modelo também de V = L. O

Teorema 5.3 E impossivel demonstrar a independéncia da Hipétese do Con-
tinuo, ou do Axioma da Escolha por modelos internos. Mais especificamente,
dada uma L-férmula A(x), ndo se pode demonstrar em Z F' (supondo que seja
consistente) os axiomas de ZF e =V = L relativizados a férmula A(x).

Demonstragao: Seja M o modelo minimo de ZF (e, portanto, de V = L).
Entao,para cada A(z) definindo uma classe transitiva que seja modelo de
ZF, M N A= M e, portanto tem que ser modelo de ZF +V = L. Pode-se
evitar o modelo minimo usando argumentos mais enrolados. 0

Teorema 5.4 Assumindo a existéncia de modelos transitivos para ZF, é im-
possivel obter modelos nao enumeravel de ZF E em que nao valha a Hipétese
do Continuo (2% = R;), ou mesmo que contenha um nimero real nao con-
strutivel.

Demonstracao: Seja M um modelo transitivo nao enumeravel de ZFE e
seja o« = sup{n € M : i é um ordinal}. Como M nao é enumeréavel, se « fosse
enumerdvel, existiria # < a tal que o subconjunto Rg C M dos elementos
de posto (3 seria nao enumeravel e, como vale o Axioma da Escolha em M,
poderia ser bem ordenado e seu ordinal (ndo enumeravel) estaria em M.
Portanto a tem que ser nao enumeravel. O Axioma V = L implica que todo
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nimero real é construtivel a partir de um ordinal enumeravel e, portanto,
todo ntimero real contido em M seria construtivel, o que implicaria a Hipétese
do Continuo em M. O

Esses dois resultados esbocados acima é que motivam a construcao do
forcing, e usando somente modelos enumeraveis.

Partindo de um modelo transitivo enumeravel M = ZF +V = L, se
P € M for uma ordem parcial com 1 = max P, se G C P for um genérico
(em geral G ¢ M), definiremos o modelo M[G] como a extensao genérica de
M construida a partir de M e de G.

A construgao da propriedade de forcing em Teoria dos Conjuntos é um
pouco diferente da que estamos fazendo neste texto, mas as duas chegam
aos mesmos resultados. Em Teoria dos Conjuntos é comum definir a relagao
p Ik ¢ como “para todo genérico G 3 p, M[G] |= ¢” (parece-se com o forcing
infinito de Robinson — veja os exercicios 6.2 e 6.3).

Comecemos com o enfoque usado normalmente usado em Teoria dos Con-
juntos. Depois mostraremos como reduzi-lo ao enfoque usado neste texto.
Em comum temos um modelo enumerdvel M = ZF +V = L, expandimos
a assinatura com novos simbolos de constantes C' = {¢, : a € M}, cotendo
também um simbolo de constante G para o conjunto {(p,p) : p € P} € M,
que ird representar o genérico G C P € M (lembrando que G ¢ M). Defini-
mos uma nova relacdo €5 em M pela férmula

a€gbe (Fp€G)({a,p) €H).

Observe-se que se a € b, entao o posto do elemento a é menor do que o de
b. Dai, podemos definir recursivamente Kq(b) = {Kqs(a) : a €g b}, obtendo
M|G] = {Kg(a) : a € M}. Observemos que, para cada b € M, se definirmos
recursivamente b = {(a,1) : a € B}, entdo K(b) = b € M[G], ou seja, existe
uma inclusao natural de M em M|G]. O resultado principal desta segao é o
teorema a seguir.

Teorema 5.5 O modelo M[G] satisfaz os axiomas de ZFE, M C M[G] e
G € MI[G]. Além disso, esse ¢ o menor modelo com estas propriedades.

Para a demonstragao deste teorema, vamos definir primeiramente a nogao
de forcing fraco, da seguinte maneira. Suponhamos que os simbolos logicos
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sejam V, = e 3 (como antes), e que os simbolos nao logicos sejam € e # (de-
sigualdade); os simbolos A, — e V serdo usados como as abreviag¢oes usuais.
Isto facilitard a exposicao — observe-se que x = y pode ser definido como
—(z # y).

Seja IF* a seguinte relagao entre elementos de P e L(M)-férmulas, por
inducao na complexidade de ¢ e também no posto dos elementos representa-
dos pelas constantes de M:

L. pl* (a €b) se 3e(Fq > p)({c,q) €bAPIF* (a = c)).

2. pIF* (a # b) se Ie(Fg > p)({c,q) € aNp IF* (¢ € b))V Je(Fq >
p)({c,q) €bAPIF (¢ & a))

3. plF* =¢ se (Vg < p)=(qIF* ¢);

4. plE oV ahse (pl-* @)V (plI-* ap);1t

5. plF* 3z ¢ se b (p IF* ¢(b)).

Observe-se que os dois primeiros itens sao definidos conjuntamente por
recursao no posto de a e b, com o auxilio do terceiro item. Desta forma, se

a linguagem pertencer a M, teremos que a relacao IF* sera definivel em M.
Também temos que se p IF* ¢ e ¢ < p, entao q I+ ¢.

Lema 5.2 (Lema da Verdade) Se G C P for genérico, entdao M[G] = ¢
se, e somente se, existir p € G, tal que p IF* ¢.

Demonstragao: Provaremos este lema por inducao na complexidade de ¢.
O passo inicial é provado por inducao no posto dos elementos a e b.

Provemos primeirament um resultado auxiliar: se este lema for verdadeiro
para ¢, entao:

(1) a €g be M[G] & ¢ se, e somente se (Ip € G)(Iq > p)({a,q) €
bAp I ¢,

1Se quisermos trabalhar com um fragmento enumeréavel L4 de L, ., suporemos que
ele seja um elemento de M e, assim, poderfamos definir p IF* \/ ® se Ip € (p IH* ¢).
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Suponha que a €5 b e M|G] E ¢. Entao existem ¢, € G, tais que
(a,q) €berl-* ¢. Sejap € G,p < gep < r. Entaop IF* ¢. Reciprocamente,
suponhamos que (Ip € G)(3q > p)({(a,q) € bAp IF* ¢. Entao M[G] = ¢ (por
hipétese, este lema vale para ¢) e como ¢ > p, ¢ € G e, portanto, a € b.

Passemos a demonstracao deste lema.

1. Pela definicao de K (), temos que M[G] |= (a € b) é equivalente a
dcfe €6 bA M[G] = (a = ¢)]. Pela hipétese de indugao (no posto de b) e por
(1), esta ultima sentenca é equivalente a

3e[(JinG)(3g = p)({c,q) €bAPIF" (a = c)]

e, portanto, também ¢é equivalente a (Ip € G)(p IF* a € b).

2. Temos que M[G] = a # b se, e somente se, ou Ic[c € AM[G] |= ¢ & b
ou dcfc €¢ bA MI[G] |= ¢ € a]. Novamente, por hipdtese de indugdo e por
(1), isto é equivalente a

Je(3g = p)((c,q) € aApIF" ¢ €b)V3c(Iqg 2 p)({c,q) €bAPIF ¢ & a),

o que é equivalente a (Ip € G)(p IF* a # b.

3. Por hipétese, M[G] | ¢ se, e somente se, (Ip € G)(p IF* ¢, ou
seja, M[G]| &= —¢ se, e somente se, =(Ip € G)(p IF* ¢. Se provarmos que
exatamente uma das assercoes dentre (Ip € G)(p IF* ¢) e (Ip € G)(p IF* ),
obteremos o lema para —¢. Seja D = {p € P:pl-* ¢ ou pIF* =¢}. Como a
relacao IF* é definivel em M e P € M, o conjunto D € M e é denso em P
(pois se p € P, existe ¢ < p, tal que ¢ IF* ¢ e, portanto, ¢ € D, ou, sendo,
plk—¢ e p e D). Agora, se existissem p,q € G, tais que p IF* ¢ e ¢ IF* —¢,
sejar € G, r < p,q. Dai, terfamos que r I-* ¢ (pois r < p) o que contradiria
a hipétese de que g IF* —¢. isto prova o caso da negacao.

4 e 5. Sao mais imediatos e deixados como exercicios. O

Se definirmos a relagao p IF ¢ se, para todo p-genérico G 3 p, M[G] = ¢,
teremos:

Teorema 5.6 Para todo p € P e toda férmula ¢, p IF ¢ se, e somente se,
pIF* ==¢.

Demonstracao: Observemos primeiramente que, pela definicao da relagao
IF acima, p I ¢ é equivalente a p IF =—¢.
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Suponhamos primeiramente que p IF* =—=¢. Pelo Lema da Verdade, Lema
5.2, para todo genérico G 3 p, M[G] | ——¢, ou seja, M |G| |= ¢ e, portanto
p Ik .

Reciprocamente, suponhamos que —(p IF* ==¢). Entao existe ¢ < p, tal
que q IF* =¢. Seja G 3 ¢ um genérico. Como p > ¢, p € G, ou seja, G é um
p-genérico e M[G] = —¢, pelo Lema 5.2, e, portanto, —(p IF ¢). O

Vamos finalizar esta se¢cao mostrando que o axioma V' = L é independente
de ZFE e mesmo se admitirmos a Hipdétese Generalizada do Continuo. Mas
antes, um lema auxiliar.

Lema 5.3 Sejam M = ZF transitivo e M[G] uma extensao genérica de M.
Entao M e M[G] contém os mesmos ordinais.

Demonstracao: Como M C M]G], basta mostrar que se o € M[G] for um
ordinal, entdo o« € M. Por indugao, podemos mostrar que o posto de Kg(a)
nao é maior do que o de a. A funcao posto é definivel em ambas as estruturas
e o de M é a restrigdo a M do posto de M|[G]. Como um P-nome de um
elemento de M |G| é um elemento de M, se a for um nome para o ordinal «,
seu posto ¢ um elemento de M e, como a é menor ou igual ao seu posto e
como M é transitivo, a € M, como queriamos. O

Como consqiiéncia imediata, M N L = M[G] N L (ambos tém os mesmos
conjuntos construtiveis).

Teorema 5.7 Seja P € M o conjunto das partes finitas de funcoes f : w —
2={0,1} e G C P um genérico. Entao G ¢ M e, portanto, M[G] =V # L.

Demonstracao: Paracada f € M, f:w — 2, seja Dy ={pe P: (In €
w)(n € dom(p) A p(n) # f(n))}. Entdo D € M e D é um denso em P.
Como o genérico G tem intersegao nao vazia com cada um desses Dy, se
F=UG:w — 2 entao F' # f, para toda f : w — 2, tal que f € M.
Portanto F' ¢ M e, como observamos acima, F' ¢ M[G]NL=MnNL. O
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6 Exercicios

Exercicio 6.1 Preencha os detalhes da demonstracao de que, dado p, existe
um modelo p-genérico.

Exercicio 6.2 Seja M uma classe nao vazia de L-estruturas. Dizemos que
uma L(C)-férmula é bésica se for atomica ou a negacao de uma férmula
atomica. Um pedago finito de algum M € M é um conjunto finito de L(C')-
sentengas basicas satisfeitas em M para alguma interpretacao das constantes
de C ocorrendo nelas — esses pedagos finitos serao chamados de condigoes.
Seja P(M) = (P, f) dada por: PP é a ordem parcial de todos os pedagos finitos
p de estruturas M € M, com a ordem < dada por DO, e f(p) o conjunto
de todas as sentencas atomicas contidas em p. Mostre que P(M) é uma
propriedade de forcing. (Este é o chamado forcing infinito de Robinson.)

Exercicio 6.3 Ainda no contexto do exercicio 6.2, mostre que p I ¢ se, e
somente se, para todo genérico G 3 p e todo modelo genérico M construido-se

usando G, M [ ¢.

Exercicio 6.4 Seja M uma classe nao vazia de L-estruturas e seja & um
conjunto finito ou enumeravel de L(C),,.-féormulas, cada uma delas com
uma quantidade finita de variaveis livres, e contendo as férmulas basicas.
Dizemos que uma L(C)-férmula é ®-basica se pertencer a . Um pedago ¢
finito de algum M € M é um conjunto finito p de L(C)-sentengas $-basicas
satisfeitas em M para alguma interpretagao das constantes de C' ocorrendo
nelas. Seja P(M,®) = (P, f) dada por: P é a ordem parcial de todos os
pedagos @ finitos p de estruturas M € M, com a ordem < dada por D, e
f(p) o conjunto de todas as sentengas atomicas contidas em p. Mostre que
P(M, ®) é uma propriedade de forcing.

Exercicio 6.5 Seja L uma assinatura, C' = {c, : n € N} um conjunto de
novos simbolos de constantes, disjunto de L, e seja T uma L-teoria consis-
tente. Uma condigao relativa a T é um conjunto finito p de L(C')-sentengas
bésicas (vide o exercicio 6.2), tal que T'U p seja consistente. Seja Pr o con-
junto de tais condigdes, com a ordem < sendo a inclusdo D e 1 = &. Seja f(p)
o conjunto das sentengas atomicas em p. Mostre que Pr = ((Pr, <, 1), f) é
uma propriedade de forcing. Este é o chamado forcing finito de A. Robin-
Sson.
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Exercicio 6.6 Sejam L, C' e T' como no exercicio anterior. Denotamos por
Ty o conjunto de todas as L-sentengas universais (ou seja, logicamente equiv-
alente a uma sentenca da forma V;...Vzr,¢, com ¢ sem quantificadores).
Seja p um conjunto finito de L(C')-sentengas bésicas. Mostre que p é uma
condicao relativa a T se, e somente se, p for uma condicao relativa a T¥.

Exercicio 6.7 Ainda com as defini¢oes do exercicio 6.5, se p for uma condi¢ao
relativa a 7', denotaremos por T(p)f o conjunto das L-sentengas (preste
atengdo a assinatural), tais que p IF* ¢ (ou seja, p IF =—¢); denotaremos
também por T7 a teoria T(!)/, que se chama de teoria forcing compan-
heira de 7. Mostre que se p for uma condigao relativa a T, entao T(p)’
é uma teoria consistente, tal que se T(p) F ¢, entdao ¢ € T(p)/, para toda
L-sentenca ¢.

Exercicio 6.8 Ainda estamos no contexto das defini¢oes do exercicio 6.5.
Mostre que se T for uma L-teoria consistente, entao T/ = (T3)/.

Exercicio 6.9 Ainda estamos no contexto das defini¢oes do exercicio 6.5.
Seja p uma condigao relativa a T e ¢ uma L(C')-sentenga universal. Mostre
que p - ¢ se, e somente se, T'Up = ¢. Mostre que Ty = (T7)y. [Sugestao:
induc@o na complexidade de ¢.]

Exercicio 6.10 Ainda estamos no contexto das definicoes do exercicio 6.5.
Seja p = p(¢4q, - - -, ¢i,) uma condigao, tal que as constantes de C' que apare-
cem em alguma sentenca béasica em p sao aquelas mostradas. Sejam ¢y, ..., t,
L(C')-termos sem variaveis e denotemos por p’ = p(ty, ..., t,) a nova condigao
obtida de p pela troca das constantes c;; pelos termos t; (1 < j < n), respec-
tivamente. Se ¢ = ¢(ciy, ..., ¢, Cjys - -, ¢5,.) for uma L(C)-sentenca, cujaos
simbolos de constantes de C' sdo as mostradas, denotaremos por ¢’ a sen-
tenca obtida de ¢ pela troca das constantes c;; pelos termos ¢; (1 < j < n),
respectivamente.

Mostre que p I ¢ se, e somente se, p’ IF ¢'. [Sugestdo: indugdo na
complexidade de ¢.]

Exercicio 6.11 Novamente no contexto das defini¢oes do exercicio 6.5, seja
P uma condicgao relativa a T. Mostre que se M for um modelo P-genérico,
entdao M | T(p)/.
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Exercicio 6.12 Mostre que um grupo algebricamente fechado nao pode ser
finitamente gerado e é divisivel.

Exercicio 6.13 Mostre que nao ha circularidade na definigao de IF* em teo-
ria dos conjuntos.

Exercicio 6.14 Seja M um modelos transitivo e enumeravel de ZF e P =
(P,<,1) € M uma ordem parcial. Seja MF a subclasse dos P-nomes,
definidos recursivamente como sendo os conjuntos contendo elementos da
forma (a, p), @ também um P-nome. Mostre que M* é definfvel em M.

Exercicio 6.15 Uma ordem parcial (P <,1) é separativa se satisfizer
VaVy((Fz(z <z Az <y)) — x=y).

Mostre que existe uma dlgebra booleana (isto é, uma estrutura B = (B, V, A,
— 0, 1), talque zV (yAz)=(zVy)A(xVz), zA(yVz)=(xAy)V(zAz),
tVO=z,2AN0=0,zV]i=1zAl=x,2V(-z)=1 A (—z) =0)
completa (isto é, se X C B for nao vazio, existem sup X € B e inf X € B,
calculados pela ordem parcial z < y < Ay = z) e uma inclusao e : P — B,
tal que:

1. sex,y € Pex <y, entao e(x) < e(y) (em B);

2. para todos x,y € P, existird z € P, 2 < x e z < y se, e somente se,

e(x) Ne(y) # 0.

[Sugestao: chamaremos um conjunto U C P de cortese p < g€ U — p € U;
sejam U, = {# € P : x < p}; um corte U ¢ regular se p ¢ U — Jq <
p(UNU, = @); seja B o conjunto de todos os cortes regulares em P e
e(p) =Upy, com UVV =UUV (o fecho da uniao), A=N,0=0,1=U; e
-U={peP:UNnU,=0}]

Exercicio 6.16 Seja (P,<,1) uma ordem parcial nao separativa (veja o
exercicio anterior). Mostre que * ~ y < Vz(z < z < 2z < y) é uma
relacao de equivaléncia, e o quociente de P por ~ torna-se uma ordem parcial
separativa.
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Exercicio 6.17 Seja B uma algebra booleana completa e M um modelo
transitivo de ZF. Definimos a classe M® dos B-nomes como sendo a classe
dos conjuntos x € M, tais que (Vy € x)(3z € M®)(Ip € B)({(z,p) € z) e que
r seja uma fungao = : dom(z) C M® — B. Definimos, recursivamente em
a,b,ay,...,a, € M® com a = (ai,...,a,), os valores:

L. H(Z S bH = \/xedom(b)<|’$ = CZH A b(l’)),

2. ||a' C b|| = /\xedom(a)(_a(’x) \ ||ZL‘ S b||)7
3. [la =0l = [la C Ol AflbC all;
4|V 4ea #(a)|| = sup{[[¢(a)|| : ¢ € @}, sendo que @ ¢ um conjunto de

férmulas, com VL(®) = {z1,...,2,};

- NI=o@)l = =llo(a)ll;
. |Ba ¢z, a)l] = sup{[l¢(b, a)|| : b € MP}.

|2

O conjunto (ou classe) M2 junto com a fungao ||¢(a)|| assim definida é
chamado de modelo a valores booleanos. Mostre que ||¢|| = 1, para todo

axioma ¢ de ZF'E (assumindo a teoria ZFFE).

Exercicio 6.18 Ainda no contexto do exercicio anterior, mostre que p <
||¢p(a)|| define uma propriedade de forcing p Ik ¢(a). Mostre que se G C B
for um ultrafiltro, definindo recursivamente Kq(z) = {Kg(y) : ||y € z|| € G}
define uma classe M[G], tal que M[G]| = ZFE, M C M[G] e G € M[G] e
que M[G] = ¥(Kg(ar), ..., Kg(ay,)) se, e somente se, existir p € G, tal que
plEo(ay, ... a,).

Exercicio 6.19 Mostre como transformar a nocao de forcing em teoria dos
conjuntos para o contexto apresentado nas secoes anteriores.
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