MATO0317 & MAT5741 - TOPOLOGIA GERAL
1° SEMESTRE 2025

LISTA 2

. Sejam X = {0,1} e Y = {0,1,2}. Determine todas as possiveis topologias sobre X e
sobre Y.

. Seja X um conjunto e seja A C X. Considere
r={UCX:ACU}U{0}.

Prove que (X, 7) é um espago topologico.

. Prove que a topologia usual
7 ={UCR:VzeU Je >0tal que |z —e,x +¢[ CU}

é de fato uma topologia sobre a reta real R.

. Prove que se X é um conjunto nao-enumeravel entao a topologia co-enumeravel
7 ={U C X : X \ U é enumeravel} U {(}}

é de fato uma topologia em X.

. Considere Rg, ou seja, a reta real munida da topologia de Sorgenfrey
Ts ={UCR:Vzx €U e >0 tal que [,z +¢[ CU}

Determine int(A) e A, nos seguintes casos: A = [0,1[; A =)0, 1[; A =]0, 1[U]1,2[; A = Z;
A=Q.



6. Dizemos que duas métricas sao equivalentes se elas induzem a mesma topologia. Mostre

10.

11.

que, dado um espago métrico qualquer (X, d), existe uma métrica d’ sobre X equivalente

a d e limitada (i.e. existe M > 0 tal que d'(z,y) < M para quaisquer =,y € X).

. Sejam n > 1 e p € [1,00]. Para cada n-upla x = (z1,...,z,) de nimeros reais, defina
1/p
(21, ... 20)|lp, = (Z \x1|p> se p <00, e
|(z1,...,2 )Hoo—lrgax |z;| se p=oc.

(a) Seja p = 1,2 ou co. Mostre que d,(z,y) = ||z — y||, define uma métrica sobre R".

(b) Mostre que as métricas acima sdo equivalentes.

(c) Sejam z,y, z € R" tais que, na norma euclidiana, vale a seguinte igualdade ||z—z|| =
|z —y|| + |ly — z||. Prove que existe ¢t € [0,1] tal que y = (1 — t)z + tz. Mostre
ainda que isso nao vale nas normas da soma ou do maximo.

. Seja (X, d) um espago métrico. Dados 2 € X e A C X, definimos d(z, A) = inf{d(z,y) :

y € A}. Mostre que A = {z € X : d(z, A) = 0}.

. Seja X um conjunto (infinito) munido da topologia cofinita. Descreva A e int(A), para

cada A C X.

Considere a reta real R munida de sua topologia usual. Mostre que se S é um subgrupo
aditivo de R, entdo ou S = S ou S = R. Sugestio: considere a = inf{x € S: 2 >0} e
analise 0s casos a =0 e a > 0.

Seja (X, 7) um espago topologico e sejam A, B C X.

(a) Prove que ANBC ANBe AUBC AUB.

(b) Dé exemplos em que as inclusoes inversas nao valem.



