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LISTA 5

. Sejam I um conjunto de indices ndo-vazio e, para cada i € I, (X;, ;) um espago topolo-
gico. Considere as projecoes 7; do espago produto X em X, dada por m;((z;)er) = ;.
Mostre que cada m; é sobrejetora, continua e aberta.

. Seja (X, 7i)ier uma familia de espagos topologicos que tém base enumeravel. Mostre

que o espaco produto ([[,.; Xi, 7) tem base enumerével se, e somente se, o conjunto

iel
J={iel:7; #{0,X;}} é enumeravel.
. Sejam X e Y espagos topologicos e f: X — Y uma funcao continua. O grafico de f é

o conjunto
Gr(f) == {(a,y) € X x Y 1y = f(a)}.

Considere em Gr(f) a topologia de subespago herdada de X x Y. Prove que X ¢é
homeomorfo a Gr(f).
. Seja w: X — Y uma aplicagdo quociente. Prove que:

(a) 7 & aberta se, e somente se, 7 ![[U]] é aberto para todo U aberto em X.
(b) 7 ¢ fechada se, e somente se, 7 ![r[F]] é fechado para todo F fechado em X.
. Considere X = NU{oc}er={Y C X : (0 ¢Y)ou (oo €Y eV écofinito)}. Mostre
que:

(a) 7 é uma topologia sobre X e que (X, 7) é homeomorfo a qualquer sequéncia con-

vergente nao trivial;
(b) N é denso em X;
(c) existe f : N — [0, 1] continua tal que néo existe f : X — [0, 1] continua que estende

f.



10.

11.

12.

. Dadas duas sequéncias infinitas (x,)nen € (Yn)nen de nimeros reais convergentes a e

y, respectivamente, tais que x,, # x,, se n # m e xr, # x para todo n € N, mostre que

existe uma fungao continua f : R — R tal que f(x,) =y, para todon € Ne f(x) =y.

. Seja (X, 7) um espago topologico e Y C X um subespago. Para cada i € {0,1,2,3,4},

decida se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa (e prove ou dé um contra-exemplo):

“se X ¢ T;,entao Y & T,.”

. Seja X um espaco topoldgico . Mostre que X é T} se, e somente se, para todo A C X

e todo = ponto de acumulacao de A em X, tem-se que V N A é um conjunto infinito

sempre que V' é uma vizinhanca de .

. Mostre que Q munido da topologia induzida pela topologia de Sorgenfrey de R é normal.

Sejam X e Y espacos topologicos com X sendo Ty. Prove que se existe uma fungao
f X — Y continua, fechada e sobrejetora, entao Y é Tj.

Seja (X, 7) um espago topologico. Mostre que:

(a) se X satisfaz é regular, entdo X satisfaz To;

(b) se X satisfaz é normal, entao X satisfaz Ty e Tj.

Mostre que existem F, G C R fechados disjuntos nao-vazios tais que d(F, G) := inf{d(z,y) :

x € F,y € G} = 0. Compare este exemplo com o fato que R satisfaz Tj.



