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Somas de Riemann

Da mesma forma como j3 foi feito no curso de Célculo | com a
integral definida, neste curso iremos definir o conceito de integral
dupla baseado num conceito mais geométrico; anteriormente, foi
usado o conceito de drea sob o gréfico, agora lidaremos com
volume sob o gréfico.

Comegamos com um conjunto limitado, D, do R2: isto &, contido
num retangulo R = [a, b] x [c, d]. Em seguida considerados uma
fungdo f = f(x, y) definida em D, continua e limitada com
f(x,y) >0, ¥(x,y) € R%
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Para cada retangulo R;, i =1,2,...,q, consideramos um ponto
(ai, Bi) € Ri; denotamos por A(R;) a drea do retangulo R; e
convencionamos que f(«aj, Bi) =0, se («j, i) € D.

O volume do paralelepipedo de base R; e altura f(«a;, 3;) é dado
por f(a;, Bi)A(R;), que é igual a 0 quando («j, B8;) & D.

q

A soma Y f(aj, Bj)A(Ri) é uma aproximagdo do volume de S.
i=1

Em geral, se diminuirmos |A| a aproxima¢do melhora. E “natural”

definirmos o volume de S como sendo um limite dessas somas,

quando |A| — 0.
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Gostariamos de medir o volume do sdlido
S={(xy,2)l(x,y) € D e0 <z <f(x,y)}.

Dado um retangulo R, seja uma particdo de [a, b] e uma particdo
de [c, d]. Consideramos os reténgulos R;, formados pelas retas
paralelas aos eixos coordenados que passam por pontos de cada
uma das parti¢cdes. Assim obtemos uma particdo

A={Ry,Ry,... Ry} de R.

A norma da particdo, denotada por |A|, é o comprimento da maior
diagonal entre os retangulos R;, i =1,2,...,q.
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Em geral, para f(x,y) definida em D, positiva ou n3o, continua ou

q
ndo, as somas Y f(a;, 3;)A(R;) estdo definidas e sdo chamadas
i=1
somas de Riemann de f, relativas a particdo A.
Dizemos que o niimero real L é o limite dessas somas para
|A| — 0, se dado ¢ > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que

q
L— Z f(ai, Bi)A(R;)| < € para qualquer A com |A| <6
i=1
e qualquer escolha de pontos (aj, 8;) € R; .

Prova-se que, quando existe L, ele é tnico e ndo depende da
escolha do retangulo R que contém D.



18/02/2016

Funcdes Integraveis

Definicao 1
Quando existe o limite L dizemos que f é integrdvel em D e

denotamos
L= // f(x,y)dxdy .
D

E possivel provar que, se D é limitado e f é integravel em D, entdo
existe um ntmero real M > 0 tal que |f(x,y)| < M, VY(x,y) € D.
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Exemplo 3
Seja D o retdngulo [0,1] x [0, 1] e seja f(x,y) = x, V(x,y) € D.
Escolhendo, novamente, R igual a D, consideramos a particao
Agq = {Rjj} de R, obtida da parti¢do
1 2 -1
0<—<—<---<q—<1de[0,1]:
qg q q
—1 -1
R’J:|:I 7I:| |:J7J:|7i7j:1727"'7q'
q 49 q9 49
7
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Exemplo 2

Seja D o retangulo [1,3] x [2,5] e seja f(x,y) = C, C um ndmero
real qualquer. Escolhendo R igual a D, temos que a soma de
Riemann de f, em relagcdo a uma particdo qualquer de R é

q

> flai, BA( ZCA(R CA(D) =6C.

i=1

Nesse caso, f é integrdvel em D e // f(«j, Bi) dxdy = 6C.
D

18/02/2016

Funcoes Integraveis, cont.

A soma de Riemann de f, relativa a A4, com a escolha

(o, Bi) = (L J) € Rjj, tem g2 parcelas, e como A(R;) = %, essa
soma é |gua| a:

q q q q
i1
Sq=D_ > flai B)ARy) =) > —— =
=1 i=1 =1 i=1 q4q
J J
q q q
1 1q(g+1) g+1
=2 SlH2tta) =) 575 D 5 =
j=1 j=1 j=1
g+l gq+1 1 1
T2¢2 ~ 2g 2" 2q°
. 1
logo, qﬂrroo Sq = 5
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Nesse calculo ndo consideramos todas as particdes possiveis e
fixamos uma escolha de pontos nos retangulos. Mais a frente
veremos que f é integravel em D e ent3o esse limite deve ser a
integral de f em D, isto é

1
xdxdy = — .
Sl =3

Observacao

Quando f >0em D, a // f(x,y) dxdy, quando existe, é igual ao

“volume” do sélido S, menEc)ionado no inicio. No Exemplo 2, temos
C dxdy = 6C que, no caso C > 0, é o volume do

parglelepl'pedo [1,3] x [2,5] x [0, C].
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Exemplo 5
Calcular // (3 — 5x) dxdy, sendo D = [0, 1] x [0, 1].
D

Do exemplo 2 sabemos que // 3dxdy =3A(D) =3 edo
D

exemplo 3 temos que // x dxdy = 1/2. Pelo teorema anterior:
D

1 1
//3—5xdxdy://3dxdy—5//xdxdy:3—5:.
D D D 2 2
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Para efetuar os célculos de integrais duplas as seguintes
propriedades s3o muito (teis:

Teorema 4

Se D C R? é um subconjunto limitado, e f e g sdo funcbes
integraveis em D, entdo f + g e cf, ¢ € R sdo integrdveis em D e
vale

[+ onaas = [[ sy + [[ sty anay
/A@W&ﬂWW=c[Lﬂ&mw@.

Além disso, se f(x,y) < g(x,y), V(x,y) € D entdo

//D f(x,y)dxdy < //D g(x,y) dxdy .

10

18/02/2016

Dominios de Integracao

Seja D um subconjunto limitado do R?, e
S={(x,y,2)|(x,y) € De0<z<1}, ouseja, Sé um cilindro de

base D e altura 1. E natural esperar que a “area” de D seja igual
ao volume de S. A observacdo 9 sugere que a drea de D deveria

ser definida como // 1 dxdy, desde que essa integral exista. Nao
D

nos interessam dominios de integracao para os quais a integral de
uma fun¢do constante (ou mesmo de uma fungdo continua) ndo
exista. Queremos trabalhar com dominios para os quais seja
possivel definir area.
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Vejamos um exemplo de um conjunto onde a fun¢do constante ndo
¢ integrével:

Exemplo 6

Seja D = {(x,y) € [0,1] x [0,1]|x,y € Q}. Seja f definida em D,
dada por f(x,y) = 1.

Para qualquer particdao Ry, Ro, ..., Rq de D podemos escolher

q
pontos («j, 5;) € R; de maneira a obter Z f(ai, Bi) A(Ri) =0 ou
i—1

q
S flan ) A(R) = 1.
i—1

Como n3o é possivel encontrar um ndmero real L para o qual
exista o limite da soma de Riemann, temos, pela definicdo, que f
nao é integravel em D.
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Observe que para qualquer i, dD; = S* e D; = Bi(0,0).
opsP
,I \\\ ,I ‘\
l‘ l; X l‘ l; X
D2 .yL D4 yl
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Definicdo 7

Dado um subconjunto D de R?, dizemos que um ponto

(x,y) € R? é um ponto de fronteira de D se qualquer retangulo
centrado em (x,y) contém pontos de D e de seu complementar. O
conjunto de todos os pontos de fronteira de D é chamado fronteira
de D, denotado 9D. Um ponto (x, y) diz-se ponto interior de D se
(x,y) € (D —0D). O conjunto de todos os pontos interiores de D
chama-se interior de D e denota-se D. O conjunto D é fechado se
D=DuaD.

14

18/02/2016

Dominios de Integracao, cont.

Observe que o conjunto D do exemplo 6 tem todos os seus pontos
na fronteira. Nesse caso, qualquer reunido finita de retangulos que
cobre 9D tem area maior ou igual a 1.

Para que as escolhas dos pontos nos retangulos n3o interfiram na
existéncia do limite das somas de Riemann, é necessdrio que
possamos cobrir 3D com um ndmero finito de retdngulos com
soma de areas t3o pequena quanto se queira.
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Definicao 8

Um subconjunto A C R? diz-se de conteiido nulo se, dado € > 0
arbitdrio, existem retangulos Ry, R», ..., Rq de lados paralelos aos
eixos coordenados tais que

q
ACUL Rie) AR)<c.
i=1

Teorema 9
Seja D C R? limitado.

Ent3o existe / / 1 dxdy se, e somente se, 0D tem contetido nulo.
D
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Definicao 10
Se D C R? é um subconjunto limitado, dizemos que D tem 4rea se
existe // 1 dxdy. Neste caso, definimos

D

A(D) = //Dldxdy.

Teorema 11
Seja D C R? limitado e com drea. Se D tem &rea zero, entdo tem
contetido nulo.
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Observacao

1. Subconjuntos finitos do R? tem contetido nulo.
2. Unido finita de conjuntos de contelido nulo, tem contetdo nulo.

3. Um retangulo, ou um disco, ndo tem contetdo nulo.

Observacao
O fronteira do conjunto D do exemplo 6 ndo tem contetido nulo.
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O resultado a seguir sera muito atil para decidirmos se um
conjunto tem fronteira com contetdo nulo.

Teorema 12
Se h: [a, b] — R € uma fungdo de classe C*, entdo seu grafico é
um subconjunto do R? que tem contetido nulo.

Observamos que o teorema acima € verdadeiro para funcdes

h: [a, b] — R apenas continuas. [O teorema foi enunciado dessa
maneira pois a demonstracio no caso C' é mais facil, uma vez que
se utiliza do teorema de Weirstrass e do teorema do valor médio.]
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