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Um dos métodos usados para resolver integrais de funcGes de uma
varidvel foi o método da substituicio ou de mudanca de varidveis,
usando a férmula

/ " () di = / " (e () du

onde g é uma fung¢do com derivada continua em um intervalo /
que contém c e d, e onde ¢ e d s&o tais que g(c) = a e g(d) = b.
Além disso, supomos f continua na imagem de g.

Para as integrais duplas teremos uma férmula andloga.
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Mudanca de Varidveis, cont.
Se Ri,R», ..., Rq é uma parti¢do de um retangulo que contém D,

eSi=¢(Ri), i=1,2,...,q, sejam ~y; e 75 as imagens por ¢ dos
lados de R;, que passam por (uj,v;), i =1,2,...,q.

Podemos parametrizar as curvas 7 e 75 por

1 = ¢(u,vi) = (x(u,v), y(u, vi)), u € [uj, uj + Alu]
Y = p(ui,v) = (x(ui, v), y(uj, v)), v € [vi,vi + A'vV]

Assim, o vetor tangente a v em (x;, ;) é

0 0 .
T, = <az(u;, vi), 8—Z(u,-, v,-)> e o vetor tangente a 5 em (x;, y;) é

ox oy
E(Un Vl)7 a(un V:)>-
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Mudanc¢a de Varidveis na Integral Dupla

Uma mudanga de varidveis num subconjunto do R? é dada por
uma transformacao

©: D,y C R? — R?
(u,v) — (x,y) = (x(u, v), y(u,v)) .
Como vamos trabalhar com dominios de integracdo, consideramos
D, subconjunto limitado e com area. Vamos supor também que
@ € C! é injetora.
Nosso trabalho agora é descobrir quem vai desempenhar o mesmo
papel que a derivada g’ tem no célculo da integral.
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Mudanca de Varidveis, cont.

Seja P; o paralelogramo formado pelos vetores TiA'u e ToA'v.
Sabemos que sua area, A(P;), é dada por

ox oy
S Ju Ou o
A(P,) = ’Tl AN TQ‘A’UA'V = (uh Vi)A’UAIV —
ox oy
ov  Ov

= | J()(ur, vi)| AT ul v = a(x’i)(u;,v,-) A(R)),

i=1,2,...q.

Podemos esperar que a area de P; seja uma boa aproximacado para
a area de §;, sob condi¢Bes adequadas.
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Mudanca de Varidveis, cont.

Se f = f(x,y) é uma fung¢do continua em D,, = ¢(D,,), temos

q q

D O y)A(S) =) F(x(uis vi), y(uis vi)) [ I(e) (i, vi) | A(R:) -

i=1 i=1
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Como a definicdo da integral dupla se d4 por meio de somas de
Riemann, isso nos leva a

//ny f(x,y)dxdy =

= // f(x(u,v),y(u,v))|J(p)(u, v)| dudv .

Temos o seguinte teorema
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Exemplo 2

Calcule as integrais abaixo, usando uma mudan¢a de coordenadas
conveniente.

1. // (x — y)?sen(x + y) dxdy, sendo D o paralelogramo de
vértices (,0), (2, ), (r,27) e (0, )

2. //D é In(x + y) dxdy, sendo D a regido limitada pelas retas
x+y=1,x4+y=2,x=yey=0.

3. // ety dxdy, onde
D

D={(x,y)eR?|1<x®2+y?><9e —x<y<x}

4. // vV x2 + y2 dxdy, onde

D
D={(x,y)eR?|(x —2)2+y? <4ey>0})
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Mudanca de Varidveis, cont.

Teorema 1

Seja D,, C R? limitado e com drea e Q C R? um aberto que
contém D, U dD,,. Seja ¢: Q — R?,

o(u,v) = (x,¥) = (x(u, v), y(u, v)) uma transformacdo de classe
C! em Q, injetora no interior de Dy, e com |J()(u, V)| # 0 para
todo (u, v) no interior de D,,. Nessas condicdes, se f = f(x,y) é
continua em Dy, = ¢(D,y), temos

//ny f(x,y)dxdy =

://fUan@mmx@@@umw
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Massa

Se D C R? é um subconjunto limitado e com drea e a funcio
continua p: D — R, p = p(x, y), representa a densidade
q

superficial de massa, entdo a soma Zﬁ(a;,ﬁ;)A(Ri) é uma
i=1
aproximacao da massa de D, onde

- B (x,y), (x,y)e D
M‘”{p %,2&&%¢D’

R; sdo retdngulos de uma particdo de algum retangulo que contém
D e («j, Bi) € Ri é uma escolha de pontos.
Da definicdo de integral dupla, é razodvel definir a massa de D por

'ﬂ(ﬁnizi/ygfﬁxay)dde.
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Exemplo 3
Calcule as massas das regides D com as densidades de massa
p(x,y) dadas.

1. D limitada por y =0 e y = va? — x2; p(x,y) = 3y.
2. D limitada por y = x2 e y = x +2; p(x,y) = x°y.
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Centro de Massa, cont.

Se considerarmos uma chapa plana, podemos tratar esse novo
problema (ndo discreto) da mesma forma que fizemos para
determinar o célculo da massa de uma chapa D C R? a partir de
um sistema finito.

Assim, obtemos as coordenadas para o centro de massa (X,y) da

chapa:
// p(x,y) x dxdy // p(x,y) x dxdy
%= JJD _JJp
M
“/)i)p(x,y)cﬁ«iv

/LM&NWMW_/AM&WyWW

- M B L/)Zfﬁx,y)dkdy
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Centro de Massa

Os momentos de massa, em relacdo aos eixos 0x e Oy, de um
sistema finito de particulas P;(x;, y;), cada uma delas com massa
mi, i =1,2,...,q s3o definidos por

q q
Mox =Y _ miyi, Moy =Y mix .
i=1 i=1

O centro de massa desse sistema é o ponto (X,¥), que tem a
propriedade de manter os mesmos momentos de massa em relagdo
aos eixos, quando consideramos nesse ponto uma particula com
massa M, igual a de todo o sistema.

q q
Assim, Mx = Z mix; e My = Z m;y; ou seja,
i=1 i=1

q q
E miX; E miyi
i=1 i=1

Twm YT M
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Exemplo 4
Determine as coordenadas dos centros de massa das regides R com
as densidades de massa dadas.

1. R é determinada por x? + y? < a® e a densidade é
pxy) = Vx> +y%

2. R é limitada por um laco da curva r
é constante.

3. R é limitada pela cardidide r = 2(1 4 sen #) e a densidade de
massa em cada ponto é proporcional a distancia do ponto a
origem.

2 — 32 cos 26 e a densidade
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Momento de Inércia

Se D é como nas aplicacdes anteriores e E é um eixo qualquer do
R2, definimos o momento de inércia, Ig, de D em relacdo ao eixo
E por

IE://Dd%(Xay)p(Xay)dXdY7

onde d2(x,y) é a distancia do ponto (x, y) ao eixo E.
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Exemplo 5
Calcule o momento de inércia da chapa D cuja densidade pontual
de massa é dada, em relagdo aos trés eixos coordenados.

1. D={(x,y) e R?|x*+y* < a®}; p(x,y) = k/x2 + y2, k> 0.

2

2. D é limitada por um laco da curva r?> = a?cos 26 e a densidade

¢ constante.

Exemplo 6

Calcule o momento de inércia da chapa
D={(x,y) eR?| —1<x<2,x?><y<x+2} cuja densidade
pontual de massa é constante, em relacdo ao eixo y = 4.
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Momento de Inércia, cont.

Assim teremos o momento de inércia em relacdo ao eixo Ox

lox = / /D A (x, ¥)p(x, y) dxdy = / /D y2p(x,y) dxdy

o momento de inércia em relagdo ao eixo Oy

loy = / /D do, (x, y)p(x,y) dxdy = / /D X p(x,y) dxdy

e o momento de inércia em relacdo ao eixo 0z, também conhecido
como o momento de inércia polar, com pdlo na origem

oz = / /D dg, (%, y)p(x, y) dxdy = / /D (< + y?)p(x, y) dxdy .
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