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Curvas no R3

Definicao 1
Uma curva em R3 é uma funcio continua v: | — R3, | C R um
intervalo, que associa a cada t € [ um ponto

y(t) = (x(t), (1), 2(1)) € R®.

O conjunto dos pontos (x(t), y(t),z(t)), quando t percorre I, é o
traco da curva . Se | é um intervalo fechado [a, b], os pontos

(a) = (x(a),y(a), z(a)) e 7(b) = (x(b), y(b), z(b)) sdo chamados
respectivamente ponto inicial e ponto final de ~.

04/04/2016

Exemplos

Exemplo 2
A curva

x(t) = xo + at
v 4§ y(t)=yo+ bt t € R,

z(t) =29+ ct
com a? + b? + c? # 0, tem como T
trago a reta que passa pelo ponto Y A
(x0, Y0, Z0), na dire¢do do vetor x
(a, b, c).

onde (xo, y0,20) = (2,6,7) e
(a, b,c) =(2,0,0)
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Observe que todas as definicdes feitas nesta sec¢do para curvas no
R3 s3o adaptdveis as curvas no R?, bastando para isso suprimir a
teceira coordenada.

Diremos que «y é continua, Ck, k € N, ou C*, se cada uma das
suas fun¢des componentes for Ck7 k € N, ou C*, respectivamente.

Também usamos a notag¢ao

x = x(t)
vy y=y(@)  tel
z =z(t)

As equagdes x = x(t), y = y(t), z = z(t) sdo as equagSes
paramétricas de .
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Exemplos, cont.

z
Exemplo 3
A curva
x(t) =2t \
v y(t)=7t—1 te]0,1], \\
z(t) = —4t+3 \ Y
representa o segmento de reta de

extremidades inicial (0, —1, 3) e final
(2,6,—1). x



Exemplo 4
O arco de parabola y = x2,
x € [—1,2], tem representagdo

paramétrica

v {0

t
y(t)=t> te[-1,2],

Exemplo 6
A curva

[ x(t) =cost
v { y=1 tel-11]

tem por trago o segmento de reta
que vai de (cos(—1),1) a (1,1),
e volta a (cos1,1).
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Exemplo 5
A clibica y = V/x2, x € [-1,1],
pode ser parametrizada por

[ x(t)=1¢

Tlve =2 tel-L1),
Exemplo 7
A curva

x(t) = acost
v: § y(t)=asent teR,
z(t) = bt

é chamada hélice cilindrica, e
estd “apoiada” no cilindro

x> + y? = a?, pois os pontos de
seu traco satisfazem a equacao
do cilindro.
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Exemplo 8
A espiral logaritmica é a curva
definida em coordenadas polares

por L + - t
r=r(t)=eb 3

- _ _
6 =06(t)=at t e R, -

com a, b # 0.
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Curva e traco, cont.

Ent3o, fique atento, uma curva é uma fungdo, enquanto o traco é
a imagem dessa funcdo. Quando n3o ha ambiguidades, ndo ha
problema em identificar uma curva e seu traco. Por isso muitas
vezes descreveremos uma curva (trago) pela intersec¢do de duas
superficies.

11

04/04/2016

Curva e traco

Curvas diferentes podem ter o mesmo tragco. As seguintes curvas
representam a mesma circunferéncia x2 +y2 =1,

y(t) =sen2t

o {xﬁ):cmt N {xﬁ):sam s {XU):C%Qt

y(t) =sent y(t) = cost
para t € [0, 27].

No entanto, 1 e 2 tem comprimento 27, enquanto 73 tem
comprimento 4.

Além disso, o ponto inicial de 1 e v3 é 0 (1,0), ja o de 12 é (0,1).
Tanto 71, quanto 3, sd3o percorridas no sentido anti-horario; v, é
percorrida no sentido horario.
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Exemplos
Exemplo 9
A curva
S XPHyP+ 44
' z=1
tem seu traco descrito como a interseccdo da esfera de centro
(0,0,0) e raio 2 com o plano horizontal z = 1, e pode ser
parametrizada por
X =2cost
v: K y=2sent tel0,2n]
z=1
12
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Exemplo 10

X2 2
A interseccao do cilindro T + 9= lcomoplanoz=x+y

pode ser parametrizada como

x =2cost
v: ¢ y=3sent t € [0, 2n]
z=2cost+3sent

Exemplo 11

Uma equagdo também pode representar uma curva, como a elipse
2 2

X .

-+ o 1, que pode ser parametrizada

a b?

[ x=acost
T\ y=bsent te [0, 27]
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R
I >§:\N fechada curva
curva curva n3o-simples ndo-fechada
fechada n3o-fechada nao-simples

simples simples
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Curvas fechadas e curvas simples

Definicao 12

Uma curva v: [a, b] — R3 é fechada se seus pontos inicial e final
coincidem, ie. y(a) = y(b).

Definicdo 13

Um ponto P pertencente ao trago da curva v: [a, b] — R3 é
ponto muiltiplo de =, se existem t; e t, € [a, b], t1 # to,

[t1, t2] # [a, b] com ~(t1) = ~(t2).

Definicao 14

Uma curva v é uma curva simples, se nao contém pontos muiltiplos.
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Exemplo 15
A curva
[ x=(2cost+1)cost
s y =(2cost+1)sent t € [0, 27]
admite ponto(s) miiltiplo(s)?
Dica
Encontre t tal que 2cost+1 = 0.
16
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Teorema 16 (Jordan)

Seja v: | — R?, uma curva continua, fechada e simples. Ent3o
R?2 — Im v = Dy U Dy, onde Dy é um subconjunto aberto, conexo e
limitado do R? e D5 é um subconjunto aberto, conexo e
ndo-limitado do R?, Dy N Dy = () e o traco de «y é a fronteira
comum de Dy e Ds.

Definicdo 17

Seja v: | — R?, uma curva continua, fechada e simples. O
interior de «y é a componente limitada (D;) da decomposi¢do do
R? dada pelo teorema de Jordan.
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Exemplo
Exemplo 20
Seja
x=1t>+1
v y=2t—1 teR
z=3t>—t

Em to = 0 ela tem vetor posicdo 7 (0) = (1,—1,0) e vetor
velocidade V'(0) = (0,2, —1).

A reta tangente no instante typ = 0 é obtida da equacdo vetorial
<~ .

X = 7 (to) + tV(to), e assim temos

x=1
r: y=-142t teR
z=—t
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Definicdo 18

Seja v: | — R3, uma curva Ct. A velocidade de v no instante t é
1\ 1\ AT

o vetor V(t) = x'(£)7 +y (t)7 +Z(t) k.

Defini¢cao 19

Seja v: | — R3, uma curva C! e P = v(t). Se 7/(to) # I (ie.,
x'(to) + y'(to) + Z'(to) # 0), a reta tangente a v em ty € a reta
que passa por P com direcio V (to) = +/(to).

Como P pertence ao traco de v dizemos também reta tangente a
v em P.
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Definicao 21
Seja 7v: [a, b] — R3. Diremos que v é lisa se for C! em [a, b],

V(t) # 0, Vt €]a, b; caso seja fechada, V' (a) = V(b) # 7.

Definicdo 22

Uma curva v: [a, b] — R3 é lisa por partes se for possivel
decompor [a, b] em um niimero finito de subintervalos, onde ~y é
lisa.
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Exemplo 23
As curvas

L) x=t [ x=13
* ST ”1'{y=tr te[-1,1] ”2'{y=|t3| te[-1,1]
sdo lisas por partes (seu trago é |x|).
% m/ N3o sao lisas:

~1 nado é derivavel em t = 0;
curva

curva fechada curva 72 é derivavel em t = 0, mas apresenta uma mudanca brusca de
nio-fechada lisa [isa curva ndo-fechada lisa velocidade na vizinhanca do 0, pois seu versor velocidade é
fechada n3o-lisa  POr partes >
, te[-1,0]
Wy ) V2
2 =
[72(t)] 747
, telo,1]
V2
21 22
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Exemplos, cont.

Exemplo 24
7: [0,3] — R? definida por

t, 0<t<?2
“”_{2,2gt<3

[ t/2, 0<t<?2
yU%_{t—L 2<t<3

é lisa por partes.
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