Exemplo 12.1. Uma industria usa, como um dos componentes das maquinas que pro-
duz, um parafuso importado, que deve satisfazer a algumas exigéncias. Uma dessas €
a resisténcia a tracdo. Esses parafusos sdo fabricados por alguns paises, e as especificacdes
técnicas variam de pais para pais. Por exemplo, o catdlogo do pais A afirma que a
resisténcia média a tracdo de seus parafusos é de 145 kg, com desvio padrio de 12 kg.
Ja para o pais B, a média € de 155 kg e desvio padrao 20 kg.

Um lote desses parafusos, de origem desconhecida, serd leiloado a um preco muito
convidativo. Para que a industria saiba se faz ou ndo uma oferta, ela necessita saber qual

pais produziu tais parafusos. O edital do leiloeiro afirma que, pouco antes do leilao, sera
divulgada a resisténcia média x de uma amostra de 25 parafusos do lote. Qual regra de
decisdao deve ser usada pela indistria para dizer se os parafusos sao do pais A ou B?

Uma resposta que ocorre imediatamente € a que considera como pais produtor
aquele para o qual a média da amostra mais se aproximar da média da populagdo.
Assim, uma possivel regra de decisao seria:

Se x < 150 (o ponto médio entre 145 e 155), diremos que os parafusos sdo do pais
A; caso contrario, isto é, x > 150, sdo do pais B.

Na Figura 12.1 ilustramos essa regra de decisdo.

Figura 12.1: Regra de decisdio para o Exemplo 12.1.
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Suponha que, no dia do leildo, fossemos informados de que x = 148; de acordo
com nossa regra de decisdo, diriamos que os parafusos sao de origem A. Podemos
estar enganados nessa conclusdao? Ou, em outras palavras, € possivel que uma amostra
de 25 parafusos de origem B apresente média x = 148? Sim, € possivel. Entdo, para
melhor entendermos a regra de decisdo adotada, € interessante estudarmos os tipos de
erros que podemos cometer e as respectivas probabilidades.

Podemos cometer dois tipos de erros, ¢ vamos numera-los para facilitar a linguagem:

Erro de tipo I: dizer que os parafusos sao de A quando na realidade sdao de B. Isso ocorre
quando uma amostra de 25 parafusos de B apresenta média x inferior ou igual a 150 kg.

Erro de tipo II: dizer que os parafusos sdo de B, quando na realidade eles sdao de A. Isso
ocorre quando uma amostra de 25 parafusos de A apresenta média x superior a 150 kg.

Para facilitar ainda mais, vamos definir duas hipdteses também numeradas:

H: os parafusos sao de origem B. Isso equivale a dizer que a resisténcia X de cada
parafuso segue uma distribuicao com média u = 155 e desvio padrao o = 20.

H : os parafusos sao de A, isto €, a média u = 145 e o desvio padrio o = 12.
Finalmente, vamos indicar por RC a regido correspondente aos valores menores
que 150, ou seja,
RC = {y € /Ay < 150}.

Com as notagdes indicadas acima, a probabilidade de se cometer cada um dos
erros pode ser escrita:

P(erro D = P(X € RC|H, é verdadeira) = o

P(erro II) = P(X & RC |H, é verdadeira) = 3.



Quando H, for verdadeira, isto €, os parafusos forem de B, sabemos do TLC que X tera
distribuicao aprommadamente normal, com média 155 e desvio padrao igual a 20/ V25 = 4,
1Sto €,

X ~ N(155,16).
Denotando por Z a v.a. com distribui¢ao N(0,1), temos
P(erro I) = P(X € RC|H, ¢ verdadeira)
= P(X < 150|X ~ N(155,16))

150 — 155)
4

= P(Z = -1,25) = 0,10565 = 10,56% = «.

p(z=

De modo analogo, quando H, for a alternativa verdadeira, teremos que a v.a. Xé
tal que, aproximadamente,

X ~ N(145; 5,76).
Teremos, entdo,
P(erro 1) = P(X & RC|H, é verdadeira)
= P(X > 150|X ~ N(145; 5,76))

150 — 145

= P(Z >
2.4

) = P(Z > 2,08) = 0,01876 = 1,88% = f.



Observando esses dois resultados, notamos que, com a regra de decisdao adotada,
estaremos cometendo o erro de tipo I com maior probabilidade do que o erro de tipo II. De
certo modo, essa regra de decisdo privilegia a afirmacdo de que os parafusos sdo de A. No
Quadro 12.1 ilustramos as conseqiiéncias que podem advir da regra de decisao adotada.

Quadro 12.1: Resumo do teste H:pu =155 H:u=145 com RC =]-, 150].

Origem Real Decisao
dos RC : .
P f 150
arafusos A< .=
A Sem erro Erro tipo II
B =1,88%
Erro tipo I
2 o = 10,56% Sem erro

Para cada regra de decisdo adotada, isto €, se escolhermos um Valorfc em vez de 150 no
Quadro 12.1, apenas as probabilidades o e 8 mudardo. Se x_ for escolhido menor que 150,
notamos que o diminuird e 3 aumentara. Logo, deve existir um ponto em que « seja igual a
B, ou seja, uma regra de decisao em que a probabilidade de errar contra A seja a mesma que
errar contra B. Mostre que esse ponto € x_ = 148,75, e nesse caso o = B =594%.

Do exposto acima constatamos que, escolhido um valor de x_, podemos achar as
probabilidades « e 3 de cometer cada tipo de erro. Mas também podemos proceder de
modo inverso: fixar um dos erros, digamos o, e encontrar a regra de decisdo que ird
corresponder a probabilidade de erro de tipo I igual a c.



Por exemplo, fixemos o em 5%, e vejamos qual a regra de decisdo correspondente.
Temos

5% = P(erro ) = P(X <Xx|X ~ N(155,16))
= P(Z < —1,645),

mas da transformacdo para a normal padrao sabemos que

~1.645 = X — 155
4

ou seja,x = 148,42, Entdo, a regra de decisdo sera:

Se x for inferior a 148,42, dizemos que o lote é de A; caso contrdrio, dizemos que é de B.

Com essa regra, a probabilidade do erro de tipo II sera

B = Plerro II) = P(X > 148,42|X ~ (145; 5,76))
= P(Z > 1,425) = 7,93%.

Figura 12.2: llustragéio dos erros de tipo | e Il para o Exemplo 12.1.
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A hipotese que nos interessa agora €:
H_: os parafusos sdo de origem B (u = 155 ¢ o = 20).

Caso essa ndo seja a hipotese verdadeira, a alternativa ¢ muito mais ampla ¢ pode
ser expressa como:

H : os parafusos nao sao de origem B (u ¢ o desconhecidos).

H : os parafusos ndo sdo de origem B (u < 155 e o qualquer).

Isso significa que s6 iremos desconfiar de H se x for muito menor do que 155. Ou
seja, a nossa regra de decisdo devera ser semelhante a vista anteriormente. Como o0s
parametros sob a hipétese alternativa sao muitos, a melhor solu¢do para construir a
regra de decisdo € fixar ¢, a probabilidade do erro de tipo I (rejeitar H quando ela for
verdadeira). Se fixarmos novamente o = 0,5, e nesse caso a regra de decisdo depende
apenas das informagdes de H, a regra de decisdo serd a mesma anterior:

Se x for superior a 148,42, diremos que o lote é de origem B; caso contrdrio,
diremos que ndo é de origem B.

Com essa regra de decisdo e com a hipétese alternativa mais ampla, ndo podemos
encontrar 3, pois niao temos um unico parametro i como alternativa e nada sabemos
sobre ¢. Entdo, ndo podemos controlar o erro de tipo II. As implicacdes dessa regra de
decisdo estdo resumidas na Figura 12.3 e no Quadro 12.2.

Figura 12.3: Teste H : u=155vs H, : u < 155, com RC =]-; 148 42].
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Quadro 12.2: Resumo do teste H; p=155H: u< 155, comRC=]-, 148 42].

Origem Real RC Decisao
dos 148,42 S x
Parafusos | » ndao B L B
B Erro tipo I, o0 = 5% Sem erro
nao B Sem erro Errotipo I, = ?

Podemos reescrever as hipdteses nessa situacdo da seguinte maneira:
H :pu=155
H :u <155

O calculo de B depende do valor de u, que nao é especificado. Mas podemos
considerar a seguinte e importante funcao.

Definicio. A funcdo caracteristica de operacdo (fungao CO) do teste acima é definida como
B(w = Placeitar H |u) = P(X > 148,42 | w.

Ou seja, B(u) € a probabilidade de aceitar H, considerada como uma fungio de .

Usualmente, considera-se a fung¢do m(u) = 1 — B(u), que é a probabilidade de se

rejeitar H , como fun¢do de u. Essa fungdo € chamada funcdo poder do teste e sera

estudada abaixo com certo detalhe. Nesses casos consideramos que ¢ € o mesmo para
todos os valores de p.



Admitamos, agora, que ndo exista razdo alguma para acreditarmos que a resisténcia
média dos parafusos de B seja maior ou menor do que a de outros paises. Isso ird nos
levar a duvidar que os parafusos nao sao de B, se a média observada for muito maior ou
muito menor do que 155. Esta situacdo corresponde a seguinte hipotese alternativa:

H : os parafusos ndo sdo de origem B (u # 155).
Aqui, a regra de decisdo devera indicar dois pontos X, € X, tais que:

Se x estiver entre X, e X,, diremos que os parafusos sdo de origem B, se X estiver
fora do intervalo, diremos que ndo sdo de origem B.

Fixado a, a probabilidade do erro I, existirdo muitos valores que satisfazem a essa
condicdo. Daremos preferéncia aquelas solugdes x., e x.,, simétricas em relagao a mé-
dia. Veja a Figura 12.4.

Voltando ao nosso problema, e fixado o em 5%, temos
0,05 = P(erro ) = P(X <X, ou X > X, | X ~ N(155,16))
= P(Z < -1,96 ou Z > 1,96),

e daqui encontramos
—-1,96 = (x, — 155)/4 = x,, = 147,16

1,96 = (X, — 155)/4 = %, = 162,84.



Figura 12.4: Teste H: u =155 vs H : u # 155.

Portanto, nesse caso, a regidao de rejei¢do da hipétese H € (veja o Quadro 12.3)

RC={x € R|x <147,16 ou x > 162,34}.

Do apresentado nesta secdao, vemos que, dependendo do grau de informagao que
se tem do problema, podemos ter regras de decisdao unilaterais ou bilaterais. Na secdo
seguinte iremos dar os passos para a constru¢do de um teste de hipotese.

Quadre 12.3: Resumo do teste H: =155 H: u #155, com RC =]—, 147,16] U [162,84, +0c[.

O Real Decisao
r1gceim ea RC RC B
oS 147,16 | 162,84 X
Parafusos —
B«—————————+»nao B«
B Sem erro Errotipo I, f = ?
nao B Erro tipo I, o0 = 5% Sem erro




