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Simulacao Estatica

Objetivo: Em analise estatistica de dados, modelos

estocasticos sao adotados a dados reais e estudos de

simulacao sao usados para analise do modelo adotado

(Por meio destas técnicas pode-se estudar as propriedades de

um modelo estocastico)

= Gerar numeros aleatoérios (pseudo-aleatérios)
— Gerar valores de variaveis aleatorias arbitrarias (discretas e continuas)

= Usar v.a. para gerar o comportamento de um modelo estocastico = estudar
0 comportamento de estimadores



Motivacao

A Natureza e Fendmenos Aletérios

Y

f(X) + e

—
! ~-
Fendbmeno Modelo estrutural estocastico adotado
Real para explicar a variacao de Y em funcao

das variaveis X, além de um residuo

= O Modelo estrutural e estocastico deve ser 0 mais proximo possivel do
fendbmeno real, mas deve ser matematicamente tratavel

= Exemplo: tempo de vida, tempo entre chegadas, tempo de cura, tamanho
da ferida, diametro da folha, comprimento do recém-nascido, numero de
acidentes, numero de receituarios emitidos, ...



Modelo Estatistico

Y = [f(X) +
H_J H_J

e
N

Var. aleatoria  Var. explicativa Var. aleatoria

(dependente) (independente)

C EY) = f(X)=u
V(Y) V(e) = o2

Suposicoes comuns a conjuntos de dados:
= Amostra aleatoria simples de tamanho n (“id”)
= Distribuicao de probabilidade “conhecida”

= Parametros de Locacao e Escala comuns

(residuo)

= Analise de diagnostico
(graficos)



Motivacao
ANOVA — Efeitos Fixos

Suposicoes: modelo estrutural e distribucional sdo adotados aos dados

________

! ' iid
m— ! .. . 2
Yy =H; TE; ;i ~ N(0:;0%)
componente fixo
v normalidade
p— v ..
y ] ﬂ + (] j + E ij homocedasticidade

v’ independéncia
ﬂ efeito do tratamento

Ho: i, =, =..=l, = & 7,=.=7,=0

Hi: existe pelo menos uma diferenca

-

\

Analise de

. SSM /(k —1) . QMM sob Ho

F =
SSE/(n—k) OME

k—=1,n—k Diagnéstico



Numeros Aleatorios

X : Variavel aleatoria
X = x: Valor da variavel aleatéria

c Geradores de Numeros aleatérios: Tabelas, calculadoras, computadores

= Computadores: geram # pseudo-aleatérios pois sao obtidos
deterministicamente, a partir de uma semente, e se “parecem” com U(0;1)

independentes

X ~ U(O ; 1) V.a. com distribuicdo Uniforme no intervalo (0,1)

X ~Ula;b)

Jx(x)= L 0<x<n E(X)=jxfx(x)dx=
b—a

b+a

a

V(X)= E(X = ECOY = (b-a)




Geradores de Numeros Aleatorios

= Método Congruencial Multiplicativo

X, - Semente (valor inicial)

x, =ax,, modulo m, n=1

n n

a x, ,:eédvisivelporm X, = R=0.1,2,....,m—1:¢éorestodadivisao

al ~U(O;1)

m
Ex: Computador 32 bits = m=231-1 a=7°=16.807

36 bits = m=23>-31 a=5°

= Método Congruencial Misto (envolve termos multiplicativo e aditivo)

X,; X, =ax,,+c modulo m; nz1




Geradores de Numeros Aleatorios

* Maioria das linguagens ja tem um gerador de # aleatérios implementado

No Aplicativo R:

> K<-10 # numero de amostras
> X<-runif(k)
> X

[1] 0.97009484 0.65791503 0.68147775 0.24834995 0.20636895
0.97331990

[7] 0.05213162 0.06984107 0.23460813 0.12680279




Aplicacao
1
= Calculo de Integrais 0 = jg(x) dx ?
0

=U-~U00;1) = 6=E(g))

Lei Forte dos Grandes NUmeros:
iid

=U,,U,,., U ~U(0;1)
— 8(U1 ), 8(U2 ),.-., 8(Uk ) v.a. iid com valor esperado 6

Com probabilidade 1 tem-se:

k U k —>o00
— Z g(k ! ) > E(g(U))=6  Pesquisa de Monte Carlo!

J=1



Aplicacao
= Calculo de Integrais

1
Ex.1: @ = jexp(ex) dx > k<-1000 # numero de amostras
0 > x<-runif(k)
> gx<-exp(exp(x))
> mean(gx)
[1] 6.205932

1
Ex.1: @ = jln(x +1) dx > k<-1000 # numero de amostras
0 > X<-runif(k)

> gx<-log(x+1)
> mean(gx)
[1] 0.3935435



Aplicacao

= Calculo de Integrais

————————————————————————————————————————————————————————

0= [ gly(d—a)+alb—a)dy

0

= [h(ndy;  h(y)=b-a)gla+b-a)y)



Aplicacao

= Calculo de Integrais

_____________________________________________________________________________




Aplicacao
= Calculo de Integrais Multidimensionais
11
o=|].
00

iid
=6=E(gU,U,,..U)) = U, ~U(0;1)

|
..jg(xl,xz,...,xn)dxldxz,...,dxn ?
0

Célculo aproximado: Gerar k conjuntos independentes de n U(0;1) independentes

u, U, .. U,
Uu: U: U’ S

= | ! 2 o= g(U{,UZ.’,...,U,,{) sdo iid com média 0
vy U, ..U,




Aplicacao

= Estimacao do Numero &

Y
1

(x,y)

= P((x,y) € circulo)= P(x2 +y° < 1):%

-

Gerar pontos no quadrado (um grande numero de vezes) e a proporcao
de pontos que caem dentro do circulo sera aproximadamente /4.



Aplicacao
= Estimacao do Numero &

= X-~U(-11) Y~ULl) XL1Y

11 1

= fwEyY)=f®fH)== === —-1<x,y<1
2 2 1

=U-~U(01); 2U~U(02); QU-1)~U(-11)

= X=20U,-1 Y=2U,-1

:1:{1 se 4y <L o p()=p(1=1)=P(x?+Y? <1)=
0 cc



Aplicacao
= Estimacao do Numero &

> k<-1000 # numero de amostras

> n<-2 # tamanho da amostra

> z<-numeric(0)

> for(i in 1:k)

+{

+ Xy<-runif(n) # amostra de tamanho n da U(0,1)
+ Z[i]<-xy[1]*2+xy[2]"2 # z calculado para cada amostra
+

> vi<-ifelse(z<1,1,0) # variBvel indicadora

> sum(vi)/k

[1]1 0.775 Conclusao:



Simulacao Estocastica

Gerando Variaveis Aleatorias Discretas

— Método da Transformada Inversa
— Meétodo da Rejeicao (Aceitacao/Rejeicao)

— Método da Composicao



Metodo da Transformada Inversa

X: variavel aleatéria discreta

P(X:xj)zpj; j=0,1,... ijzl
/xo se U < p,
x, se p,<U<p,+p,
= U ~U(01) = X =

Desde que: 0<a<b<l Pla<U<b)=b-a

J—1 J
:>P(X =xj)=P[Zpi SU<Zpi]=pj
i=1 i=1




Metodo da Transformada Inversa

ALGORITMO:

PX=x,)=p; j=0l2,..
= Gerar U ~U(0;1)

g
1. Se U<p,=X=x,, pare
2. Se U<p,+p =X =x,, pare
3. Se U<p,+p +p,=>X=x,, pare
4. ...

N



Metodo da Transformada Inversa

Exemplo: Simular X, tal que:

PX=x,)=p,; j=1234 p =02 p,=0l15 p, =025 p,=04
4
—~U ~ U(O'l) I. Se U<020= X =1, pare

{ 2. Se U<035= X =2, pare
3. Se U<0,60= X =3, pare
4. ce. X =4

N

Outra alternativa (mais eficiente):

g
:>U~U(O;1) 1. Se U<04= X =4, pare

J 2. Se U<0,65= X =3, pare
3. Se U<085= X =1, pare
4. ce. X =2

N



Metodo da Transformada Inversa

X: variavel aleatoria discreta
PIX=x)=p;  j=0l.. Y p =I
J

[xO se U<p,




Metodo da Transformada Inversa

Exemplo: Simular X: variavel aleatdria uniforme discreta

_HX:j%¥L ji=12,...n

=U ~U(01)

=X =x, se F(XJ_I)SU<F(XJ')

1 :
=>X=j se I <u<! = j=1<nU < j
n n

=X = [nU]+1 Escreva o algoritmo!



Metodo da Transformada Inversa

Exemplo: Uso da v.a. uniforme discreta

Gerar uma permutacao aleatoria dos numeros 1, 2,..., n

=>U ~ U(O;l) = 1= [nU]+1 ocupard a posicdo n

SU-~U0l) =1I= [(n — 1)U]+1 ocupard a posicdo n—1

=U-~U(0]) =1I= [(n — 2)U]+1 ocupard a posicdo n—?2

Para um conjunto geral de n numeros seguir com a ordenacao e atribuicao
da série 1,2,...,n = aplicar o algoritmo acima.



Metodo da Transformada Inversa

Aplicacao:

= Gerar a Geométrica: X ~ Geom(p) P(X =i)=pqg™" i>1

= Gerar a Poisson: X ~ P(1) = Plx=1i)

= Gerar a Binomial: X ~ Bino(n;p) = P(x = i) = p'q"”

Escreva os algoritmos!



Metodo da Transformada Inversa

Aplicacao:

= Gerar a seguinte v.a. X tal que:

R T T T A e I

| 0T 012 08 008 012 0f 009 0® 01 0
(

Se U<0,08= X =4, pare

. Se U<0,17= X =3, pare
Se U<0,26= X =7, pare
Se U<035= X =8, pare
Se U<045= X =6, pare
Se U<055= X =9, pare
Se U<0,65= X =10, pare
Se U<0,76=> X =1, pare
Se U<088= X =2, pare
cc. X =5

= U ~U(01)

A
AW LW WL W s




Método da Rejeicao
= Alternativa mais eficiente:

= Gerar a seguinte v.a. X tal que:

x | 1 2 3% 4 5 6 1 8

10

P | O 02 008 008 012 01 009 009 0

U -~U1) = Y=[10*U]+1 Y ~U(10)

P(XZY)ZPX()’)ZPX()’)SC- c=>1

> X=y se
PY=y) py(y) 1/10

0,



Método da Rejeicao
(Aceitacao/Rejeicao)
Suponha que a variavel aleatéria Y tem sido gerada eficientemente:
Y; P(Y = yj): q, Jj=20 Em geral Y € a uniforme discreta
Y é usada para gerar a variavel aleatoria X, tal que,
P(X=j)=p, j20

da seguinte forma:

4 : :

1. Simule Y;P(Y = ])=qj Note que:

2. Gere U ~U(;)) p;

< —<c
Py q;
: =Y

3. 8¢ U< cqy = X » pare para todo Jip;#0; c21

L 4. c.c. retorne ao passo 1



Algoritmo:
4

9 4. c.c.

3. Se U<

Gera Y; gy
Adota ¢

Método da Rejeicao

l. Simule Y;P(Y=j)=gq,
2. Gere U ~U(;))

Py
Cqy

retorne ao passo 1

—> X =Y, pare

Gera U
U~u(o;1)

z ‘\m

Y



Método da Rejeicao

e

Algoritmo: 1. Simule Y;P(Y=j)=6]j
2. Gere U ~U(;))
< 3.8 U<Pr o x=v, pare
Cqy

9 4. c.c. retorne ao passo 1
Prova:

P(Y =i; Aceit)
P(Aceit)

—lply=iu< | Lpypplu<cPo| -G P,
k cq, k cq, k cq, ke

|

P(X =i)=P(Y =il Aceitagcdo) =

| 1
=1=Y P(X =i)=) %:k—c



Método da Rejeicao
Simule a v.a. X tal que:

R T T e I

P | 01T 012 009 08 02 01 009 0®  0f 0

Algoritmo:
(
1. GereU, ~U(0;)) =Y =[10U,]+1 czmax{py}
2. Escolha c=Max&=1,2 o
Ty U <Ly
< 3. Gere U, ~U(O;41)/ Ccqy
4. Se U2<i Pr L x-=v, pare
0,12

L 4. c.c. retorne ao passo 1




Método da Rejeicao
Simule a v.a. X tal que:

R T T e I

P | 01T 012 009 08 02 01 009 0®  0f 0

Algoritmo:

‘
1. GereU, ~U0;]) =Y =[10U,]+1

2. Escolha c= Max& =1,2

Ty U <Ly
< 3. Gere U2~U(O;41)/ Ccqy
4. Se U2<i Pr L x=v, pare
0,12

L 4. c.c. retorne ao passo 1




Metodo da Composicao
(Mistura)

Suponha que podemos gerar eficientemente X, e X,, tal que:
P(X,=j)=q, P(X,=j)=p; j=20
Entao, para gerar X definida como:

PX=j)=ap +(1-a)g;; j20, O<a<l

basta fazer:

¥ - X, com probabilid ade o
|l x , com probabilid ade (1- )



Metodo da Composicao
Aplicacao: Gerar X tal que,

P(X=j)=05p,+05q,; j=12,..10
p, =010  j=12,.10

[0 j=12345
177002 j=6789.10

-

X« |t 2 3% 4 5§ 7T 8

9

10

P(X=X) ‘0,05 005 005 005 006 01 01 01

0,13

0,15



Metodo da Composicao

Aplicacao: Gerar X tal que,

P(X=j)=05p,+05¢q,; j=12..10

: 0 j=L2345
Pj= 0,10 j=12,...,10 q, =

0,2 j=6,7,8,9,0

-
Algoritmo: 1. Gere U, ~U(0;])

d 2. Gere U, ~U(0O;])
3. Se U, <O,5:>X:[10U2]+1, pare
L 4. c.c. X=[5U2]+6




Simulacao Estocastica

Gerando Variaveis Aleatorias Continuas

— Método da Transformada Inversa
— Meétodo da Rejeicao (Aceitacao/Rejeicao)

— Método Polar (v.a. Normais)



Metodo da Transformada Inversa

Gerar X, variavel aleatéria continua, tal que:

P(X<x)=F,(x) = x=F

ALGORITMO: = Gerar U ~U(0;1)

= X=F"'(U)

~

Prova:

F.(x) =P(x <x)=P(F'(U)<x)
P(F(F'(U)) < F(x))
P(U < F(x))=F(x)

T



Metodo da Transformada Inversa
Gerar X, variavel aleatéria continua, tal que:
P(X <x)=F,(x)=x"; O<x<l

U~U@0D = x=F"'(u)
= u=F(x)=x" o x=u""

Algoritmo: = Gerar U ~U(0;1)
<

= X=U'""

~



Método da Transformada Inversa
Gerar X, variavel aleatoria com distribuicao exponencial de parametro A=1
X ~exp(A=1), Iy (x)=Ae™ =e™; x>0

P(X<x)=F,(x)=1-¢"; x>0

= x=F_1(u):>u=F(x)=1—e_x:>1—u=e_x = x=—-In(1-u)

Algoritmo: = Gerar U ~U(0;1)
<

= X =-In(l-U)

~



Metodo da Transformada Inversa

Gerar X, variavel aleatoria com distribuicao exponencial de parametro A=1

X ~exp(A=1), Iy (x)=Ae™ =e™; x>0

P(X<x)=F,(x)=1-¢"; x>0

4 4

Algoritmo: | = Gerar U ~U(0;1) Algoritmo = Gerar U ~U(0;1)
< P
= X =-In(1-U) mais rapido: | = x =—In(U)

N T N T

Qr-eoltk  £()=de™:  y>0

P(YSy)zFY(y)zl—e_’”; y>0

( Y=4AX = Yz—%an



Metodo da Transformada Inversa

Gerando o processo de Poisson a partir da soma de variaveis exponenciais:

N ~ P(1) Y. : tempos entre chegadas sucessivas (i=1,...)

ZYZ. : Tempo total até a n-ésima chegada
i=1

N() ~ Poisson(/l = 1) = N()= max{n : Zn:Yl. < 1}

" = Gerar U, ~U0;), i=12,..,n

N = max{n;Z—zani < 1}

i=1

Algoritmo:

= max{n;Zani > —/1} = max{n;In(U, *U, *..*U )> -1}
i=l1

. :max{n;(U1 *U, *...*Un)Ze_/l}



Metodo da Transformada Inversa
Gerando o processo de Poisson a partir da soma de variaveis exponenciais:

Algoritmo mais eficiente:

.
= Gerar U, ~U(0}1), i=12,.,n

N =minin; (U, *U, *..%U )< e*}-1
N



Metodo da Transformada Inversa

Gerando a distribuicdo Gama:

X ~ Gamal(n, A); fy(x)=2e™* (A" ; x>0
(n—1)!
P(XSx)zFX(x):ji/'te_’ly(/b}—)wdy ?

< 0 (n—1)!
X ~ Gama(n,A) = X :ZH:YZ.; = Y ~exp(4)
i=l1

-

Algoritmo: = Gerar U, ~U(0}1), i=12,.,n
<
X = —llnu1 —...—lann = —lln(Ul...Un)
A A A




Método da Rejeicao
Suponha que a v.a. Y pode ser gerada eficientemente,

=Y, gy (y) Em geral, Y € Uniforme ou Exponencial

A variavel X pode ser gerada a partir de Y, como:

fx(y)

<c para todo 'y
gy (y)

= X =Y se

[ 1.Gerar Y; g,(y)

Algoritmo:
2.Gerar U ~U(0,1)
<
c gy(y)

L 4.c.c. retornar ao passo 1



Algoritmo:

Gerar Y; gy

Calcular ¢

Método da Rejeicao

(1. Gerar Y; g,(y)
J
2.Gerar U ~U(0,1) = max{gx
- Y
c gy (y)
 4.cc. retornar ao passo 1
S =Y
_ .| GerarU | __, /'
U~U(0;1) N

= O numero de iteracdes necessarias € uma variavel exponencial com média c



Método da Rejeicao

Aplicacdo: Gerar X, talque, £, (x)=20x(1-x)° O<x<l

= Seja Y ~U(0;])= g,(y)=1 0<y<l

/

—x)’ = 1-x)*|=0
= c¢?  max Fx ) _ max{ 20x(1- x)3} J 2001 =x) 20x[3( *) ]
gy (y) 3
. = x=1/4 piterenciar e
(1/4) 103 135 igualar a zero
B i zzo_(_j:_
g,(1/4) 4\4) 64

256

= fx ) :135{20x(1—x)3 :EXO_Xf

cgy(y) 64




Método da Rejeicao

Aplicacdo: Gerar X, talque,  f,(x)=20x(1-x)° O<x<l

Sy~ U(0)= L2 1350010} = 20—y
cg,(y) 64 27
r .
Algoritmo: 1. Gerar U, ~ U(0;1)

2.Gerar U, ~ U(0:1)

<
3.5¢ U, szzifula—Ulf = X =U,

L 4.c.c. retornar ao passo 1



Método da Rejeicao

-1
Aplicacao: Gerar X ~ Gama (%;l] = f,(x)=e" (%) x>0

2 2
= Seja Y~exp(ﬂ=%):>gy(y)=§e 7 y>0

1/2 —X
— ¢? max fx () _ max I/T(3/2) x — = max 3 x' e
g, (%) 3/2 ¢ 2" 21°(3/2)

1/2
= x=3/2 =c= 3 Ej o (1/3G/2)
o1(3/2)\ 2

fx (x) (23)1/2 1/2 —x/3
X ‘e
c gy (x) 3




Método da Rejeicao

-1
Aplicacdo: Gerar X ~ Gama (%;lj = f (x)=e (x)

ri)

1/2
=Y~ eXp(/l :l):> Jx(0) _(Zej 12,13
3

c gy(x) 3

( . _
Algoritmo: | |- Gerar U, ~U0;1)=Y=-2InU,

2.Gerar U, ~U(0;1)

1/2
3. Se UQS(%j Y'"?e™? = X =Y, pare

L 4.c.c. retornar ao passo 1

= Neste caso, o numero de iteracdes necessarias é c=1,257

x>0



Método da Rejeicao

. 1
Aplicacdo: Gerar Z ~ N (0;1)= f,(z)= o e 2 —00 < X< 0
2 @
: _ ; >0 = Obter Z, tal que,
Gerar ‘Z Sz (x) YT e X P(Zox)-P(Zox)0.5

= c?

ax f|Z| (X) _ max{ (Z/E)I/ZQX_XZ/Z} — yx=1 — = (2/7[)1/261_1/2

gy (x)
|

fX (x) exp{x — ﬁ — 1} — exp{— (x— 1)2 } #médio de

c g, (x) iteracoes




Método da Rejeicao

I,

1 -k

Aplicacdo: Gerar Z ~ N (0;1)= f,(z)= —e ’ —o0 < x < o0
(27)
P
Gerar X :‘Z; Iy (x)= —e > ; x>0 = ObterZ, tal que,
(27) P(Z=x)=P(Z=-x)=0,5
/
_ 1. Gerar U, ~U(O;1):Y=—an1
Algoritmo:

2.Gerar U, ~ U(0:1)
(Y -1)°

< 3. Se UZSGXP{— }:>X=Y,vcipam passo 5

4.c.c. retornar ao passo 1

5.Gerar U, ~ U(O;l):> Se U,<05=Z7Z=X, pare

6.cc. Z=-X,pare

\



Método da Rejeicao

Um algoritmo mais eficiente pode ser obtido, por notar que:

[ 1.Gerar U, ~U(0;1])=Y =-InU,

2.Gerar U, ~U(0;1)

Y -1’

}:>X=Y,vcipam passo 5

< 3.85¢ U, < exp{—

4.c.c. retornar ao passo 1
5. Gerar U3~U(O;l):Se U,<05=Z7Z=X, pare
6.cc. Z=-X,pare

2
-1 . —InU, ~exp(A=1)

—InU, 2



Método da Rejeicao

1 -

Aplicacdo: Gerar Z ~ N (0;1)= f,(z)= e’ —o0 < x < 0
(27)
/
Algoritmo 1. Gerar Ul ~ U(O,l):Yl :_anl
mais 2.Gerar U, ~U(0;1)=Y, =—InU,
eficiente:

< 3.8¢ Y, 2

(¥, -1
2
4.cc retornarao passol

5.Gerar U, ~ U(O;l) = SeU, £05=7Z=X, pare
6.cc.Z =—X, pare

— X =Y,,vd para passoS

\



Simulacao de Variaveis Normais

2 1 _;(x;ﬂjz
Gerar X~N(,u;6 ):>fX(x)— e —00 < x < oo

-

o (2%’0‘)1/2

X2

[N

Gerar Z ~N (0;1)= f,(z)= 1 _ —oc0 < x < o0

o (272_)1/2 ¢

Obter X; X=0Z+U



Método Polar para Gerar Normais

Coordenadas cartesianas e coordenadas polares:

-

— |R*=X*+Y"

I . (X,Y)
Y i < % (Y
| tan 6 = — f=tan | —
'y g N X X
3] | = | X =Rcosd
"X <
\Y=Rsen6’

Transformacao de Box-Miller: Obter variaveis Normais padrao
independentes (X e Y) a partir de variaveis Uniformes

= X =Rcosf = \/—2an1 cos (272U ,)
Simulacéo: limitagcbes com o
Y =R senf = \/— 2InU, sen(27U,) célculo de senos e cossenos




Método Polar para Gerar Normais

V2

1 — X =Rcosd

Y =R sen@
----- )
RY vz -
0

<

1/2
-1 0 V1 1 Vi R — (V12 +V22) S = R2
V
< S€n9=§2 cosf =—

-1 g

> |

1/2
.y :VZ(—ZlnSj

S



Metodo Polar

V2

Pontos (v1,v2) estao distribuidos uniformemente
no circulo de raio unitario. Logo:

. /
V2 = U, ~U(0;1)

o

;
-1 Q y 1 V1 Vi=2U,-1;, V, ~U(—1;1)
= U, ~U(0])
-1

V,=2U,-1; V, ~U(-1l)

172 1/2
_ szl(—zslnsj Y=V2(_2;n5j S=V24V?

X e Y sao variaveis aleatorias independentes com distribuicdo Normal Padrao:

X ~ N(0:1) Y ~ N(0;1)



Validacao Estatistica de
Simulacao Estocastica

Geracao de Variaveis Aleatorias Discretas:

= Gréficos Q-Q

— Testes de Bondade de Ajuste (Aderéncia): testes Qui-Quadrado

Geracao de Variaveis Aleatorias Continuas:

— Graficos Q-Q

— Testes de Bondade de Ajuste (Aderéncia): categorizando a variavel
em pequenos intervalos

— Testes de Kolmogorov-Smirnov



Validacao Estatistica de Simulacao
Estocastica

— Testes de Bondade de Ajuste (Aderéncia):

~ X K-1
i=1 np,;

S(0,-E) &N, —np,)

Q — Z i i — Z 2
i=1 Ei

O; frequéncia observada (N) na “casela” /

E.: frequéncia esperada (np,) de observacoes na “casela” /

n observacdes foram geradas

K valores foram observados da variavel nas n simulagbes



Validacao Estatistica de Simulacao
Estocastica

= Testes Kolmogorov-Smirnov:

H, :Fe(x)zF(x)

D =max _|F,(x)- F(x)‘
4
0 se x<yx
! < E
Fe(x): ; se X SX<X, x1 X2 x X3 x4 x5 ... Xn
< ] Valores ordenados das simulacoes

" se X, Sx<Xx;,

1 se x <x

\



Validacao Estatistica de Simulacao
Estocastica

= Testes Kolmogorov-Smirnov:

F,(x)-F(x)

e

D =max

D:max{l—F(xj),F(xj)— j_l;jzl,...,n}; X <X, <..<X,
n n

Suponha que para o conjunto de n valores simulados = D=d

Calculo do nivel descritivo do teste:
p=P(D=d)

Pode ser mostrado que a distribuicao da estatistica D “nao depende de F”

= logo o valor p é calculado via simulacdo a partir da distribuicao Uniforme
COMO veremos a seguir.



Validacao Estatistica de Simulacoes

Aplicacao: Verifigue se os dados a seguir podem ser assumidos como tendo
uma distribuicao exponencial com média 100:

66 72 94 112 116 124 140 145 155

F(x)=1—¢" = d=0,4831

Calculo do nivel descritivo do teste de Kolmogorov-Smirnov:

[ 1.n=9

2.Gerar: U,,..,U,
< 3.Ordenar: U U

Algoritmo:

(==~ (n)
_ 1 _ 2 _ J_ —
3. D - maX{; U(l), n U(z),..., n U(j),...,l U(l)}

4. retorne ao passo 1 K vezes

p=P(D>d) :proporgio dos K valores que séo maiores ou iguais a d
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