Técnic
Probabilidade e

Aula VI

Chang Chiann
MAE 5704- IME/USP
10 Sem/2008 1



Analise Exploratoria

Duas Variaveis Quantitativas

/

Lembre-se da construgéo Graficos de Dispersao
destes graficos para estudar <
relagOes entre variaveis: Graficos P-P (Q-Q)

-

Coeficiente de Correlacao Robusto
Regressao Robusta

Suavizacao



Modelo Probabilistico

a) Variaveis quantitativas discretas

(X,y): caracterizada por uma funcao de probabilidade
1) P(X,y)=P(X=x,Y=y) : dist. Conjunta

1) P(X=X)=Zy P(X=x,Y=y): dist. Marginal de X

ii1) P(Y=y)=2xP(X=x,Y=y): dist. Marginal de Y.

X e Y independentes —P(x,y)=P(x)*P(y)



Propriedades:
1) P(x,y)=0;

ii) .3 P(xy)=1;
1) P(a<X<b, c<Y=d)= ) > P(X,y).

Transformacao:
Z=h(x,y)
E(Z): ZiZjh(XjayJ')P(X:XiaY:yj)



Distribui¢des condicionais:
P(Y =y/X=x)=P(X =Xx,Y = y)/P(X =X)
se P(X = x)>0.

Meédia da distribui¢cdo condicional:

E(Y/X=Xx) = Zy y P(Y=y/X=Xx)



b) Variaveis quantitativas continuas

Uma func¢ao de densidade de probabilidade t(x,y),
tal que:

1) 1(x,y)>0, para todos par(x,y);
11) Hf(x,y)cﬂxdyzl;
iii) P(a<X<b, c<Y<d)= | ®] ¢ f(x,y)dxdy

X e Y sao independentes —f(x,y)=f(x)f(y)



Densidades marginais:

f (x) =Jf(x,y)dy
f,(y) = If(x,y)dx
Distribui¢cdo condicional:

fy/X(y/X):f(X,y)/fX(X), t (x)>0.

Média condicional:

E(y/X=x)= jyfy
de y sobre Xx.

(y/x)dy: funcao de x, curva de regressao

/X
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Considere os dados
apresentados por
Frank Anscombe

11 observacoes de
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Vizualizando Dados Bivariados
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Considere os dados
apresentados por
Frank Anscombe

YJ.=3+O.5 XJ.

Mesmos valores de correlacao

Mesma equacao de ajuste
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Vizualizando Dados

Arquivo F. Anscombe

Tendéncia nao
linear
Y2
X1
Obs Obs
atipica atipica
Y4

2 X4



Vizualizando Dados

Arquivo F. Anscombe
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Vizualizando Residuos

R =66,7% ??

O que se espera da Dispersado dos residuos em
funcdo dos valores ajustados ??
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Analise Exploratoria

Dados Bidimensionais

Dados de poluentes ambientais

Day Nitrogen Hydrocarbons
Oxides

1 104 108
2 116 118
3 84 89
4 77 71
5 61 66
6 84 83
7 81 88
8 72 76
9 61 68
10 97 96
11 84 81




Analise Exploratoria - Grafico de

Dispersao
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» Graficos: antes que qualquer modelo seja ajustado
» Graficos: durante o processo de ajuste de modelos

» Graficos: depois que o modelo foi ajustado  (Chambers et al., 19%2)



Vizualizando Dados Bivariados
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Analise Exploratoria - Grafico de

Dispersao
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= Faixas verticais com igual numero de obs (tanto quanto possivel)

= Medianas (de Y) de cada faixa
17



Analise Exploratoria - Grafico de

1204

110+

100

90

801

70+

60

Dispersao

Medidas resumo para o poluente NO (“Y”)

Faixas do poluente HC (“X”)

66+ 79 /9+ 89 89+ 119

n 4 3 4
Mediana 66,5 84 100,5
Meédia 67,8 83 100,3

= Categorizando uma das variaveis = analise exploratoria da

variavel quantitativa em cada nivel da variavel categorizada

= Medidas resumo e graficos da variavel quantitativa em cada nivel

da variavel categorizada (depende de n em cada faixa)

18



Analise Exploratoria - Grafico de
Dispersao
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= Q@raficos de dispersao: relacao sistematica global entre Y e X = nao
permitem comparar diretamente os valores pequenos, medianos e
grandes dos dois conjuntos de dados

= Q@raficos Q-Q (P-P) 19



Grafico Quantis-Quantis

Dados de Poluentes

n=11: pares de obs

120

—Grafico P-P: Y(j) X X(j)

110- Mediana

100 das observacoes ordenadas
* 0S menores niveis do poluente
HC foram superiores aqueles do
poluente NO

ol e « 2 magnitude dos valores dos dois
60 70 R poluentes, ao longo dos dias, néo
- difere muito

Grafico de Dispersao: pareamento das observacdes € pela variavel que
define a ocorréncia dos dados (var. Day, neste caso)

Grafico P-P: pareamento € pela ordem das observacoes
(percentil/quantil) 20



P-P plot:
P (q9)=P(X<q)=F,(q)
P (q)=P(Y=q)=F(q)

Pares (PX(q),Py(q)), para qq g real — P-P plot:
grafico de probabilidades.

Q-Q plot:

Os pares (Q,(p),Q,(P), p/ 0<p<l — Q-Q

plot: grafico de quantis vs quantis.

Q.(p): um valor que deixa 100p% das obs. a

sua esquerda.

2




Se as distribuigdes de X e Y sao iguais, entao F.=F, e
as graficos P-P e Q-Q resultam em retas y=x.

Em geral, os graticos Q-Q sdo mais sensiveis a
diferencas nas caudas das distribuicoes, se estas forem
aproximadamente simétricas € com a aparéncia de uma
normal.

22



Considere:

Xl, X29 coey Xn e yl, Y2, ceey ym

a) Caso n=m:
cada par (X;,y;) € calculado p/

p=p,=(1-0,5)/n,1=1, ..., n.

23



Supondo que y=aX+b — distribuicdes sao as mesmas,
exceto por uma transformacao linear.

P =P(X<Q,(p))=P(aX+b<aQ,(p)+b)=P(Y<Q,(p))
l
Q,(p)=aQ,(p)+b

!

posi¢ao(y;)=a * posi¢ao(X;)+b
escala(y,)= ‘ a ‘ escala(x,)

O grafico Q-Q mostrard uma reta com inclinacdo a e

intercepto b.

24
Fceca nronriecdade nan vale nara oraficoac PP



b) Casom #n

X(l), XRY) X(n) e Y(l), XN Y(m)

1) Consideramos os valores ordenados y; calculados
para p.=(1-0,5)/m, 1=1, ..., m

11) Interpolamos um conjunto correspondente de
quantis para x1. Queremos um valor j tal que:

(3-0,5)/n = (i-0,5)/m — j = (i-0,5)n/m+0,5

25




Se j for inteiro:

Colocamos no gratico Q-Q os pontos(xX;,,y ;)
Se nao:

Considere j=k+r, com k inteiro e O<r<]1.

O quantil correspondente a y; €

Q. ((1-0,5)/m)=(1-1) X 10t X e 1)

26



Analise Exploratoria - Grafico de Dispersao

Dados de Poluentes
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le(Xj _)?)(Yj -Y)

S (x,-x) 3 7]

O coeficiente de correlacao de Pearson é uma medida nao resistente

= r=0,967

— Como obter uma medida robusta de relacao entre variaveis ? 27



Coeficiente de Correlacao

= r=0,961
N = Padronizar as varidveis pela variancia
. aparada = Obter somas e diferencas
"o . padronizadas
c_ X, S Y
10- oo’ XJ: YJ: ]:1,...,n
. Sx (@) sy (&)
2 2
Sz.7 (@) =55 (@)
X Y = rla)= ;“Y( ) ;(‘Y( )
202 24 S s (X)+5: (X
508 (388 o e
12 11,5
25,6 25,8
20,2 24
7,2 7.2 X(x=0,05=1486  Y(a=0,05)=1533
12 12 sy (@=0,05)=5.87 sy (@ =0,05)=6,40
T2l T2
19,3 18,5 = ra=0,05)=0,973
19,3 18,5 - -
19.3 18,5 (X+7ka)=493 (X-Tka)=0.14
10,2 11,1 sy (@=393 5% _(a)=0054
12 12,9
7,2 7,2

13,5 12,9 28




Outros Coeficientes de Correlacao Robustos
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Coeficiente de Correlacao de

Spearman:

“atribuicao de postos as obsem Y e
em X, independentemente”

= r,.,=0997
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Analise Exploratoria

Regressao Linear

Dados de Poluentes

120
1104
100+
S! 90
80

70+

60

T T T T T T
60 70 80 90 100 110 120

Propriedades do ajuste por Minimos Quadrados ?

30



Modelos de Regressao

Y. =0,+D0X.+E. =1,...,n .
ISRt ke Revisando
Y, = B +e*% te, j=l...n = Modelo nao-linear

Y, =B+ BX, +¢€, j=1,..n — Modelo linear aditivo

K .
Yj:ﬂ0+zkzlﬂkxkj+ZZﬂleijlj+€j J=1..,n
ko1

= Y =X

nXx1 nXpl~ px1

+ gnxl

Notacao matricial: Y é vetor de respostas

X é matriz de variaveis explicativas

£ e vetor de residuos; €= (Y - Xp 31



Modelos de Regressao %

Revisando

— Ynxl = X nxp + gnxl

pX1

4

;. min_; S(8)=(¥ - XB) (¥ - Xp)

>

=  XXpB=XY

=  B=(xX)'xY

= Y=XpB=X(XX)'X'Y=HY Projecdo HY

’

Minimos Quadrados Ponderados 3, ; min, ;S(8)=(v-x8) W(r - xp)

32
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Modelos de Regressao %

Revisando

Yoo=X, Bt = B=(XX)"'XY éestimadorde M.Q.Ordinarios

n

A Zn':l(xj _’_C)(yj _y) le(xj _’_C)yj L N oA
= f== . > Jn N, 2WiY; = py=y-px
_ (xj —)_c) ijl (xj —x) Z ’ g

J

= Teorema de Gauss-Markov:

EMQ tém variancia minima na classe dos estimadores nao viesados e
gue sejam funcgoes lineares das observagoes

33



Modelos de Regressao %

=X

nxXpl~ px1

>

Revisando

+e, = B=(XxX)'XY éestimador de MQO

= Supondo que a variavel explicativa é fixa e que os erros sao iid (0;62):

—

-

E(B1):ﬂ1 E(BO):ﬂO’

2 2 2

Var(By) =~ Var(B) =<2

nZ(x —x)*

se&;~N: y, ~N(ﬂ0+ﬁ1xj;0'2) e S sit0oEMVS

Z(xj _f)z ,

tBo O-IBO \/nZ(x _X) fn—z tﬁl — ﬁ_l gﬂl \/Z('xj _f)z ~ tn—2

> x;

34
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Modelos de Regressao %

Y.=Y + (Y].—Yj) + (?J.—I?) Revisando

J

> r-rf= Y v f + Y -rf
N N J

N— — %
SQTotal SQRes SQMod = Afz; (x, %)’
. p= OMMod porcentagem da variabilidade de y
OMTotal explicada pelo modelo

OMMod > (P, -y)/1
OM Res E (y;—=y;) [(n=2) ’

= F

35
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Modelos de Regressao %

Anélises Exploratérias Revisando

= Analises de Residuos

— Histogramas e box-plots dos residuos Simetria

— Quantis dos residuos contra quantis da normal | Normalidade

= &€;X ordem(obs), & Xx;; EX Y5 Y Xy
~ J N ~ J _ ~ J N ~ J
erros independentes erros homocedasticidade falta de ajuste

independentes de X tendéncias nao E=y—73

modeladas N\ (— A
g,:g(x.)? =(y-y)+(-7)
J J 36
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Modelos de Regressao %

Anélises Exploratérias Revisando

= Analises de Residuos
— Histogramas e box-plots dos residuos

— Quantis dos residuos contra quantis da normal

= &,XXx;; £ x ordem(obs), € X y.; y. XY,

C » |dentificacao de Pontos Aberrantes
» |dentificacao de Pontos de Alavanca

= |[dentificacdo de Pontos de Influéncia

37



Pontos Discrepantes (Atipicos)

Ajuste perfeito Ponto aberrante

Ponto de Alavanca Ponto Influente (e de Alavanca)

o —- N w B 15,1 (o)} ~N [o2] e}
1 L ! N 1 1 f ! N !
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Modelos de Regressao %

Revisando
= Y. =X, BatEnm = Y=Xp=X (XX)'X'Y=HY

» |[dentificacado de pontos de alavanca (alto
leverage):

A n / -1 ~ PN
yj:zj':lxj (XX) 'y, = yj:h'jij“(l_hjj)Xj By
alavanca do valor ajustado (hjj >2% )

= |[dentificacao de pontos aberrantes:

.8

[.= ~t
J /2

S (l_hjj

residuo studentizado (deletado)

= |dentificacdo de pontos influentes (Cook):

D = (ﬁ_ﬁ(]‘)) XX(/&_BU)) S
J pS2

2
Tt]. e/ou Thjj :>TD].

F (e p1) (1-a)

p
39



Dados de Poluentes

Analise Exploratoria - Regressao Linear

120
110+
100

8 901

80

70+

60

Fitted Line Plot
NO = 82,91 + 0,9936 HC-85

s 4,50678
R-Sq 93,6%
R-Sq(adj)  92,9%
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Fitted Line Plot
NO = - 1,546 +0,9936 HC
s 4,50678 1201
R-Sq 93,6%
R-Sq(adj)  92,9%
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% @ 10 i 1
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Analise Exploratoria - Regressao Linear

Analise de Residuos

Residual Plots for NO
Normal Probability Plot of the Residuals Residuals Versus the Fitted Values
99 = 9
. 0
90 ‘?
& z ! . °
] = °
S 50 g g
g T 0 ]
[} [ [ J
101 s S Joe °
1 . . . . . & ° . : :
-2 -1 0 1 2 70 80 0 100 110
Standardized Residual Fitted Value
Histogram of the Residuals Residuals Versus the Order of the Data
3 T 2
=
i
[ 2' “
(7} -]
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o N
o s 0
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|- -1
-5 -1,0 -05 00 05 10 15 20 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Standardized Residual Observation Order




Analise Exploratoria - Regressao Linear Simples

Dados de Poluentes

0,54
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é 8024 °
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g | e g
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NO NO
F,,(0.5)=0.757
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g ° L4
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=
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120

Dados de n
popluentes ambientais _ _|
80 @ .
Day Nitrogen Hydrocarbons
Oxides
______ \ 14 108
2 116 118
3 84 89
_____ 4 oI
5 61 66
6 84 83
7 81 88
8 72 76
9 61 68
10 97 96
11 84 81

Alavanca

Aberrante

43



Analise Exploratoria

Regressao Linear Simples Robusta
Dados de Poluentes

1204

110+

: , . Método dos 3
100- o) Grupos
: : ¢
2 90+
Y} »
80+ | °
¢ e
70 °
0 e
60- °e |
6|0 7|0 8|0 9|0 1(|)0 1i0 1io
HC
_
~ : = Dividir os n pontos em Trés grupos (por X
Construcao de Linhas P YR (el 2y

Resistentes

= Calcular pontos “medianos” (em Y) dentro de cadﬁ
-grupo




Analise Exploratoria - Linha Resistente

Dados de Poluentes

o. . E.M.Q
¢ :81:/35_1/ ﬁozy_ Al)_c
. ('XR’yR) . X
1001 . (0]
s01 (- i) Pontos Medianos
.G .:b

ol (6. 3' S (x> ) = (69.5:66.5)
o e (xyrs v ) = (83:84)

60 70 80 Isic(): 100 110 120 ( X, yL) — 102’1 00. 5)

yp=a +b’x = b°=1.046 a°=-5.06

— bO — yR _ yL

Ap — AL

1
=a’ zg[(h _bOxL)‘l'(yM _bOxM)+(yR _bOxR)]

la

45
A, ay,



Modelos de Regressao

120
110+
1001

g 901
801

70

60

T T T T T T T
60 70 80 90 100 110 120
HC

— Reta de MQ: y=-1.5464+0.9936 x
— Linha Resistente (Método dos 3 Grupos):j =-5.06+1.046 x

C Comparar os residuos. O que é esperado? 46



Analise Exploratoria - Linha Resistente

Método dos 3 Grupos

Pontos Medianos y=a+bx
(XR,)’R) :>bO: yR_yL
Xp — X
('xM’yM) 1R .
(XL’yL) =a’ :E[(yL_bOxL)_I_(yM _bOxM)+(yR_boxR)]

Interpretacdo de a = Ajuste em torno de um valor central x =X
y=a’+b"(x—%)

_ Yr ™YL
Xp — XL

=%

~

—=a’ :%[[)’L —b°(x, =X)1+[yy, —b°(x, = %) +[y, =D’ (x, —%)]]

T T | @



Analise Exploratoria

Melhorando o Ajuste da Linha Resistente

Propriedade dos Residuos: é esperado que os residuos nao
contenham nenhuma informacao que possa ser sumarizada
por meio de uma funcao linear dos valores X

£ =Y, —(ao +b° xj)
— Considere os pontos: (xj,é‘j) j=1...,n
Obtenhaa Linhade Resisténcia: €, x x, = J, 6,
Coeficientes Atualizados: b' =b°+68, a' =a’+9,
= )Azi =a1+b1xj = é'; =yj—)7$.
— Considere 0os novos pontos: (xj,é;) j=1...,n

P =b'+8 d*=d'+8> .. & —0
48



Dados “Patologicos”
(Hoaglin et al., 1983)

Analise Exploratoria - Linha Resistente

X Y
4 0
-3 0
2 0
-1 0
0 0
1 0
2 -5)
3 S}
12 1

5,0

2,54

i 0 ’
0,0- o (@ o i e @ o i
lteragdo  Linha Ajustada
; 0610687;;:8-?2‘; Em algumas situacdes
. e e extremas pode ocorrer
4 0.217X-0 542 problemas com o processo
5 0.573X+1.15 de convergéncia = prposta
6 -0.693X-1.39 de corregcOes no processo
7 0.833X+1.67 iterativo nas situacoes com
8 -0.694X-1.39 pontos de alavanca
9 0.833X+1.67

1N

N RAROAY_ 1 R0

49



Suavizacao
Considere (x,y;), i=1,2,...,n

Objetivo: visualizar alguma “tendéncia” nos
dados.

O primeiro passo € fazer o diagrama de
dispersao das variaveis X e Y.

Nas técnicas de suavizacao, substituiremos o
valor y do par(x,y) por um valor suavizado.
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Procedimentos:
e Médias moveis
e Medianas moveis

e [ .owess

Caso 1deal:

temos varios valores de Y, para um dado valor de X. O
valor suavizado poderia ser, por exemplo, a média
condicional de Y, dado esse valor de X.
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Suavizacao — Médias Moveis

y = chy St=m+1l,---,n—m
4 : I+

COIm.

Caso mais simples: Cj=1/ (2m+1)

Tecnica: (x,y,) € substituido por (x,.y)

Obs: perdemos m pares no 1nicio € m pares no final.
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Consumo de Energia Elétrica no Espirito Santo, 01/1977-12/1978

més energia M.M.(m=1) Med.M(m=1) més energia M.M.(m=1) Med.M(m=1)

1 84,60 13 110,30 112,67 110,30
2 89,90 85,47 84,60 14 118,10 114,97 116,50
3 81,90 89,07 89,90 15 116,50 122,93 118,10
4 95,40 89,50 91,20 16 134,20 128,47 134,20
5 91,20 92,13 91,20 17 134,70 137,90 134,70
6 89,80 90,23 89,80 18 144,80 141,30 144,40
7 89,70 92,47 89,80 19 144,40 149,47 144,80
8 97,90 97,00 97,90 20 159,20 157,27 159,20
9 103,40 102,97 103,40 21 168,20 167,53 168,20
10 107,60 110,47 107,60 22 175,20 172,63 174,50
11 120,40 112,53 109,60 23 174,50 174,47 174,50
12 109,60 113,43 110,30 24 173,70
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Y-Data

Scatterplot of energia; mmvs més

1801

160

140 1

1201

100

801

Variable
—@— energia
—#— mm

meés
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Suavizacao: Medianas Moveis

yt = mediana(yt_ , yt_ RO yH )

Técnica: (x,,y,) € substituido por ( X, yt)

VANTAGEM: MEDIANA E UMA MEDIDA
RESISTENTE A VALORES DISCREPANTES
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Y-Data

Scatterplot of energia; medm vs més
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5 10 15 20
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Suavizacao - Lowess

Lowess: Locally weighted regression scatter plot smoothing

1204

Para obter (xj,yj)

110+

100+

8 90

= Abrir uma faixa vertical centrada em
-7/-41/(’;,9]-) (X;;¥;), contendo g=[fn] pontos (0<f<1).
o Quando maior o valor de f, mais
oo | i _ suave sera o ajustamento. S-Plus

"c 1/3< £<2/3

= Definir pesos para os pontos vizinhos de(xj,y,-)

0 cC d.

J

3P -
h(u):{(l—lul ) selulkl  _ peso atribuido a(x,,y,) é h(xk)zh[xj xk)

= Ajustamos uma reta aos g pontos (M.Q.P.) distancia ao vizinho

mais afastado
y,=a+px; ZZ=1 h(x,)(y,—a—fx,)

T residuo:l peso 77
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f: 1/3 -2/3
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NO

Suavizacao - Lowess

Dados de Poluente

90 100 110
| | |

80
|

70

60
|

/70 80 90 100 110 120

> plot (X,y)
> lines(lowess(x,y,f=2/3))
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Suavizacao — Lowess Robusto

Na presenca de valores atipicos = Lowess Robusto (lterativo)
Atribuicao de pesos robustos as observac;ées(xj, y j)

h(u): Tri-cubica g(u): Bi-quadratica

y ; T e T T . y T T
60 70 80 90 100 110 120 60 70 110 120

HC

X; A
= Lowess (h) = Lowess robusto: pesos robustos (Q)

E=Y,—Y, Md : medianados valores| £, |

(I=1ulP) selukl o , 2
= — 0 peso atribuido a(x Y ) é — ( k j
gl) { 0 e o) € gl )=g 6Md

$i=a+pfx; D gh(x) (v, —a—pfx) -



Procedimentos:

1. Calculamos os residuos: € =Y,~Y;

Um grafico de dispersao ¢&xx, mostrara os valores
discrepantes.

2. Definimos novos pesos g(x, ). Assim,
a) Se g"j<<6m:> g(x)=1

b) Se &=6m=g(x)=0

Para dados normais 6 m~40 — raramente teremos
PEesos pequenos.

62



3. Ajustamos uma nova reta aos  pontos, atribuindo a
(X Yi) O peso hj(xk)g(xk). Assim, se (X.y,) for
discrepante, o residuo sera grande € o peso final sera
pequeno. O procedimento deve ser repetido duas ou mais
Vezes.
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Uma v.a. qualitativa e outra
quantitativa

Exemplo: sexo e salario

Técnica:

histograma, boxplot, ramo-e-folha, da variavel
salario para cada sexo e verificar como esta

varia segundo os dois atributos: masculino e
feminino.
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