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Quatro situacoes:

1. Tempo continuo e frequéncia discreta;
2. Tempo continuo e frequéncia continua;
3. Tempo discreto e frequéncia continua;
4. Tempo discreto e frequéncia discreta.

Tempo discreto e frequéncia discreta

Suponha f(t) uma funcao de quadrado integravel:

J|f(t)|2dt <

e queremos amostra-la em intervalos de tempos
equiespacados, 0, £At, £A2t, ...

Suponha f,, f;, ..., fn.o um numero finito de valores
amostrados de f(t).

Consideremos At =1, A,=2nn/N, n =0, 1, ..., N-1 (conjunto
das frequéncias de Fourier).

A transformada Discreta de Fourier da sequéncia f; é
definida por:
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FuOn) = d¥() = ) fre it
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Sendo que a transformada inversa é:

1 N-1
fo= ) FGn)eint
n=0

Essa transformada discreta é muito importante nas
aplicacbes e sera usada extensivamente neste curso, ao
se estimar o espectro de um processo estacionario.

Algoritmo direto: opera¢do N% FFT: NInN

Teorema de Parseval:
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Nucleos e Janelas

Uma funcdo periodica de periodo T e de quadrado
integravel:
T /2

j F(O12dt <

—T/2
Entao
f) = X% _ccpet, (1)
A, = 2nin/T: frequéncias de Fourier.

Os coeficientes c, (coeficientes de Fourier) sdo dados por
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CTl = T/zf(t)e l)\ntdt (2)
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Pristly (p. 437):

N 1
sen[{N + 5) 0]
Z cos(s0) = ( 2)
= sen()
= Dy(6):nucleo de Dirichlet
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Dn(t) € uma janela pela qual fy(t) “vé” f(t).

Propriedades:
1. Dy(t) € uma funcao par.
2. f_%; Dy(t)dt = 1.
3. DNZ(ZTE/T) €& uma funcao periddica de periodo 21

4, DN(O) = 2N+1.

De um modo geral se f(t) e g(t) sao funcdes periddicas, de
periodo T, tal que



T
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Dizemos que K(.) € uma janela através do qual g(t) “vé”
f(t). As propriedades necessarias de K(.) sdo:
T/2 B
1. f_m K(t)dt =1.
2. K(-t) = K(t)
3. |K(t)| < K(0),para todo t.

Aproximacao de f(t) através de fy(t) sera boa se o nucleo
Dn(.) for concentrado ao redor do ponto t.
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Eshogo de D, (z) para &
Esboco de D, () para & z€[-L, L]fr&o?strando 5 Esboco de D, () para &

@ € [-L, L], mostrando a convergéncia para a distribuicio delta z€ {”L] mostrar?do.a .
convergéncia para a distribuic3o delta de Dirac. convergéncia para a distribuicao delta
de Dirac. de Dirac.
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¢ € [~L, L], mostrando a z € [-L, L], mostrando a
convergéncia para a distribuicdo delta convergéncia para a distribuicio delta
de Dirac. de Dirac.

Para que fy(t) convirja para f(t), quando N 00, em algum
sentido, f(t) deve satisfazer certas condi¢cdes de
regularidade.



Teorema de aproximacao de Weierstrass:

Se f(t) for uma funcdo real, continua, definida no
intervalo [a,b], existe uma sucessao de polinbmios que
converge uniformemente para f(t) em [a,b].

Fejér (1904) prop6s uma maneira de construir polinbmios
harmonicos convergentes para f(t):
Considere uma funcao perioddica de periodo T

f@) = %ao + ;(an cos(A,t) + bysen(A,t))

E considere a média
1

N+ 1 [fo(t) + f1(E) + -+ fy(t)]

on+1(t) =

Entao prova-se que:
a) oy +1(t) converge para f(t) uniformemente;
_ VN Inl At
b) oy +1(8) = Xp=_n(1 —m)cne‘ "
c)
T
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1 sen? [(N+%)t
T(N+1) [ sen? (5) ] para t #0, £T, £2T, ...

2

Fyi1(t) =

Propriedades do nucleo de Fejér:
a) Fy4+1(t) é uma fungdo par

T/2
b) [72 Fysa(®)de =1

~T/2



c) Fy4+1(2m/T) é continua, periddica, de periodo T
d)FN+1(O) =(N+1)/T
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Plot of several Fejér kernels =

Observacao:

1. Fy+,(t) é mais concentrado em torno da origem
gue o nucleo de Dirichlet.

2. Fy4,(t) =0 para todo t e os pontos laterais tém
magnitudes pequenas quando comparadas com a
do pico central.

De uma maneira geral:
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1 n —int
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h(n/N): fator de convergéncia, coeficientes geradores de
janelas, tapers e data Windows, que é definida no
dominio do tempo.

HY (.): nicleo ou janela, janela espectral, é definida no

dominio da frequéncia.
Example 4.1 A Periodic Series

Figure 4.1 shows an example of the mixture (4.3) with g = 3 constructed in
the following way. First, for ¢ =1,..., 100, we generated three series

Ty = 2eos(2w tﬂfl[l'l]_ - 35111{2 fﬂjlﬂ[l'_‘]

Ty2 = dcos(2mt 10/100) + 5sin(27t 10/100)

T¢3 = Geos(2xt 40/100) + 7 sin(27t 40/100)
These three series are displayed in Figure 4.1 along with the corresponding
frequencies and squared amplitudes. For example, the squared amplitude of
Ty 18 A% = 2% + 3% = 13. Hence, the maximum and minimum values that
re; will attain are £4/13 = +3.61.

Finally, we constructed

Iy = T + Tz + Tea
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Fig. 4.1. Penodic components and their sum as described in Example 4.1.
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Example 4.2 The Scaled Periodogram for Example 4.1

periodogram

In §2.3, Example 2.9, we introduced the periodogram as a way to discover
the periodic components of a time series. Recall that the scaled periodogram
is given by

2

P(j/n) = (% Z.‘I.‘g cos{ﬂ'rrtj,"nj) - (%Z;rlsin[ﬂﬂtjjn}) . (4.6)

and it may be regarded as a measure of the squared correlation of the data
with sinusoids oscillating at a frequency of w; = j/n, or j cycles in n time
points. Recall that we are basically computing the regression of the data
on the sinusoids varying at the fundamental frequencies, j/n. As discussed
in Example 2.9, the perindogram may be computed quickly using the fast
Fourier transform (FFT), and there is no need to run repeated regressions.

The scaled periodogram of the data, r;, simulated in Example 4.1 is shown
in Figure 4.2, and it clearly identifies the three components xy1, x4z, and xys
of r;. Note that

P(j/n)=P(l—-j/n), j=01,....,n-1,

so there is a mirroring effect at the folding frequency of 1/2; consequently,
the periodogram is typically not plotted for frequencies higher than the fold-
ing frequency. In addition, note that the heights of the scaled periodogram
shown in the figure are

P(6/100) = 13, P(10/100) =41, P(40/100) = 85,
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Fig. 4.2, Periodogram of the data generated in Example 4.1,



