MAES5871 — aula 6

Exemplos de Processos Estocasticos

Exemplo 2.1: Sequéncia Aleatdria

Consideremos {X,,,n = 1,2, ...} uma sequéncia de v.a. definidas no mesmo
espaco amostral €. Aqui, T = {1,2, ...}, e temos um processo com parametro
discreto, ou uma sequeéncia aleatoria. Para todo n > 1, podemos escrever

P{X|=aq, ....X,, = a,}

= P{)&rl = a-]_}P{JYQ = a-2|}{]_ = a.l} Ce P{}&rn = a.n\Xl =day, ... ,)&rn_l = a'-n—l}-
(2.13)

uma sequéncia { X, n > 1} de v.a. mutuamente independentes e, nesse caso, (2.13)

fica

P{Xi=ay, .... X, =a,} = P{X1 = a1} ... P{X,, = a,}. (2.14)

Se as v.a. X1, X, ... tiverem todas a mesma distribuicao, teremos, entao, uma
sequéncia de v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Nesse caso, o
processo X, é estaciondrio. Se E{X,} = pu.Var{X,} = 02, para todo n > 1, entdo

2 =0,
e = Cov{Xn. Xnsr} = {g ey (2.15)

Segue-se que pr = 1, para 7 =0, e pr = 0, caso contrario.

Definigao 2.5. Dizemos que {¢4,t € Z} é um ruido branco com tempo discreto se
as v.a. £; sao nao correlacionadas, isto é, Cov{c;,c5} = 0,1 # s.

Uma sequéncia de v.a. i.i.d., como definida acima, é chamada
processo puramente aleatorio.



Notacoes:

Ruido branco com média zero:

e~ RB(0,02).

Um processo puramente aleatorio:

R

¢ o~ ddd. (0,02).

T
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Figura 2.2: Fungao de autocorrelagao do ruido branco.

Exemplo 2.2. Passeio Casual

Considere uma sequéncia aleatéria {;.¢ > 1}, de v.a. i.i.d. (pue,02). Defina a

sequéncia
XNe=c1+ ... +cp (2.16)

Segue-se que E(X;) =tz e Var(X;) = to?, ou seja, ambas dependem de . Nao

é dificil mostrar que

vx (t1,t2) = Ggmin(tl, t2)

e, portanto, a autocovariancia de X; depende de t; e t5. O processo (2.16) é chamado
passeio casual, e a medida que o tempo passa, X; tende a oscilar ao redor de p.
com amplitude crescente. O processo é claramente nao estacionario.



Exemplo 2.3. Processo de Poisson

Suponha que estejamos interessados no nimero de eventos de certo tipo que
ocorrem num intervalo de tempo (0, #]. Por exemplo, podemos contar o niimero de
chamadas telefonicas que chegam a uma central de atendimentos nesse intervalo,
ou o numero de particulas radioativas registradas por um contador Geiger ete. O
intervalo (0, f] nao necessita ser um intervalo de tempo. Podemos estar interessados
no numero de defeitos de um fio a cada 100 m, ou no numero de acidentes em um
trecho de uma rodovia.

Denotando por {N (), > 0} o niimero de eventos em (0, ¢, dizemos que esse é
um processo de Poisson com intensidade \ se as condicoes seguintes forem satisfeitas:

(i) N(0) = 0;
(ii) para todas as escolhas de t5 < t; < ... < t, em (0,00), as v.a.’s N(f;) —
N(to).,...,N(t,) — N(t,—1) sao independentes;

(iii) para qualquer escolha de t1.t2 e T positivos, as v.a.s N(ta +7) = N(t1 +7) e
N(tz) — N(t1) tem a mesma distribuicao;

(iv) para todos s,t, s < t, av.a. N(f) — N(s) tem uma distribuicao de Poisson com
média A(t — s), ou seja,

e M \(t — 5)]F

P{N(t) — N(s) =k} = - X (2.17)

para k =0,1.2,....

Segue-se que E{N (1) — N(s)} = Var{N (1) = N(s)} = A(t — s). O parametro A da
a taxa de ocorréncia de eventos por unidade de tempo (ou outra medida). A Figura
2.3 ilustra uma trajetéria tipica de um processo de Poisson, queé nao é esta,cionério.l
mas tem incrementos independentes e estacionarios| Temos que p(t) = V() = At
e v(t1.t2) = Aty Aty), com #; Aty representando o minimo entre t; e ts. '

stepfun(x, y0, f=Ff)
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Figura 2.3. Trajetoria tipica de um processo de Poisson.



Exemplo 2.4. Processo de Wiener

O movimento de uma particula imersa num liquido foi analisada pelo botanico
inglés Robert Brown, em 1827. O fenémeno foi estudado por A. Eisntein em 1905
e depois por N. Wiener e P. Lévy. Outros nomes usados para esse processo sao
Movimento Browniano e processo de Wiener-Lévy.

Seja {X(t),t > 0} a posiciao da particula apds t unidades de tempo. O processo
diz-se um processo de Wiener se:

(i) X(0) = 0;
(ii) para todo t > 0, X (t) ~ N(0,t);

(iii) o processo tem incrementos estacionarios e independentes, no sentido de (ii) e
(iii) do exemplo 2.3.

0 processo é gaussiano

X(t1) 1 00 0 X(ty)

X(t2) 110 0 X(tz2) — X(t1)

X(tn) 111 -1 X(tn) — X(th—1)
e como X(t1), X(t2) — X(t1),.... X (tn) — X(f,—1) s@ao v.a.’s gaussianas indepen-
dentes, entao X (f;),....X(f,) tem uma distribuicao gaussiana n—variada. Uma

realizacao tipica de um proceso de Wiener é dada na Figura 2.4. A aparencia é de
uma curva serrilhada, e pode-se provar que, embora as trajetérias de um processo
de Wiener sejam continuas quase certamente, elas nao tém derivadas em qualquer
ponto.
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Figura 2.4: Uma realizacao tipica de um processo de Wiener.



Exemplo 2.5. Processo Autorregressivo

Dizemos que {X;,t € Z} é um processo autorregressivo de ordem p e escrevemos
X ~ AR(p), se satisfizer a equacao de diferencas

Xe—p=01(Xic1 —p) + 02(Xi—a — ) + ...+ 0p(Xy—p — 1) + <4, (2.18)

onde . @1, ....¢, sao parametros reais e c; ~ RB(0, a?).

Vamos definir o operador retroativo B. por B’X; = X;_;, se s > 1. Entao,
(2.18) pode ser escrita

H(B) X, = . (2.19)

ongle{ &(B)=1—¢1B — B> — ... — rppBP‘ é o operador autorregressivo de ordem p
e Xy = X} — pi. Suponha ¢ = 0 de agora em diante.
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(a) (b)
Figura 2.6: Funcao de autocorrelacao de um modelo AR(2).
(a) &1 =05, 02 =03 (b) o1 =-0,5, ¢ = 0.3.
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Figura 2.5: Funcao de autocorrelacao de um AR(1). (a) ¢ =08 (b) ¢ =-0.8.



Exemplo 2.6. Processo de Médias Moveis

Dizemos que {X;,t € Z} é um processo de médias méveis de ordem ¢ (denotado

por MA(q)), se satisfizer a equacao de diferencas

}{t :‘!L+ft—915t,1 — ___—gq(ft,q_. (230)
onde y1,01, ....0,; sao constantes reais e &, ~ RB(0, a?).
(=0, + 010,01 + .. A b0,_7), seT=1 ....q
=40, seT >q (2.32)
Y _r, se 7 < 0.
De (2.31) e (2.32), obtemos a f.a.c. do processo MA(q):
_Hfﬁfggﬁ:gﬁq&q—”. ser=1,...,q
Pr=13 0, s T >q (2.33)
pr se T < (.
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Figura 2.8: (a) Valores gerados de um modelo MA(1) com 6 = 0,8.

(b) Funcao de autocorrelacao.



Exemplo 2.7. Processo Autorregressivo e de Médias Moveis

Um processo autorregressivo e de médias méveis, de ordem (p, q), denotado por
ARMA(p,q), é definido por

Xi—p =01( Xy —p) + .o+ 0p(Xyp — 1)
+c¢ — glft—l — .. gq:t_q._. (2.41)

onde £, ~ RB(0,0?). Segue-se que a média do processo é ;1. Usando os operado-

res autorregressivos e de médias moveis, definidos anteriormente, podemos escrever
(2.41) na forma

H(B)X, = 0(B)z,, (2.42)
\
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Figura 2.9: (a) Valores gerados de um modelo ARMA(1,1) com ¢ = 0,8 e # = 0,3.
(b) Funcao de autocorrelacao.

Exemplo 2.8. Processo Linear Geral

Os exemplos 2.1, 2.3, 2.4 e 2.5 sao casos particulares do chamado processo linear
geral (PLG), que pode ser expresso na forma

"Yt — JU.. + Z U._}ft—j (246)
7=0

onde ¢, ~ RB(0.0?) e 4; sdo constantes satisfazendo E?O:tu i,? < oo. Essa condicao
é necessaria para que a variancia do processo seja finita e, neste caso,

oo
ok =y Ui (2.47)
j=0

Também, de (2.46), vemos que E{X;} =0 e para 7 > 0,
o0
Ny = o Z R (2.48)
j=0

admitindo-se que a série do segundo membro de (2.48) convirja para um valor finito.
Mas como

E{X,X\-}| < [E{XP}E{X2_}]"/* < .

usando o fato que gy < 00, vemos que 7, < 00 se LJ':D u; < oo, Logo, essa € a
condicao de estacionariedade para o PLG.




Exemplo 2.9. Processo Quase Periodico

Considere o processo estocastico { X (t),t € R}, definido por

oo
X(t)y= Y Ze™, (2.49)
k=—0oc
onde Z} = Xy +iYy b =0,£1, ... sao v.a. complexas. Para que X(f) seja um
processo real é necessario que tenhamos Z_j, = Zj, e A_, = — ;. Vejamos sob qual

condigdo o processo é estaciondrio. Supondo que E(Zy) = 0, E{|Z|*} = o para
todo k, temos que

E{JY(I()JY(L')} = Z Z JE{Z_.;’?&]»(_’i')\ﬂ_i)\ks1
k

J
dado que o processo € real. Segue-se que
Vt8) =3 g Y Y E{Z 7k} T
J J#k

logo a autocovariancia acima serd um funcao de |t — s| se E{Z;Zx} =0, j # k.
Assim, o processo é estacionario, com f.a.c.v.

y(r) = Z crj?cﬂﬂ. (2.50)

j=—oc0
se

E{Zj?k} =0, j#k (2.51)

Dizemos que um processd X (1) é quase periddico|se ele puder ser escrito na forma
(2.50) e as v.a. Z; forem nao correlacionadas, isto é, satisfizerem (2.51).

Demonstramos, acima, que se|X (¢) for quase periddico, entao ele é esta,cionérioJ
com f.a.c.v. dada por (2.50). A reciproca também é verdadeira: se X (¢) for um

processo estacionario, com f.a.c.v. da forma (2.50), entao ele é quase periddico. Isso
significa que existirao v.a. complexas Z;, satisfazendo (2.51) tal que (2.49) valha

(Breiman, 1969).

Representacbes Espectrais

um processo quase periodico € uma soma de componentes
periddicas, da forma

X(t) = Z et (2.49)
k=—nc

(1) = Z a3etiT, (2.50)
J=—

representacoes espectrais do processo X(t) e da f.a.c.v.
Y(T), respectivamente.



Caso geral:
~(7) = / T (3.18)

—

O fato importante é que, embora nem todo processo estacionario X (t) seja uma
soma de componentes harmoénicas, como em (2.49), ele pode ser aproximado por tal
soma. Ou seja, X (t) pode ser obtido como um limite de somas do tipo j
tomando-se as frequéncias A; bem proximas entre si e as v.a. Z; escolhidas de ta
sorte que o limite seja X ().

Para cada frequéncia A;| considere o intervalo A); centrado em A; ¢ a v.a.
complexa Z; associada ao intervalo, a saber Z; = Z(A\;). Tomando-se os interva-
los com amplitudes cada vez menores, as somas Zj VA (A/\j)e’)i convergem para a

integral ffooo ¢ Z(dN), de modo que podemos representar o processo na forma

X(t) = / h M Z(dN), (3.19)

—00

para todo t € R, que é uma integral estocdstica de Fourier-Stieltjes.

A funcao de conjunto 7, definida anteriormente, associa a todo intervalo I d¢
frequencias o valor Z(I), de modo que se [ e .J sao intervalos disjuntos, entao

Z(IUJ) = Z(I)+ Z(J).

Para que X (#) seja real devemos ter

X(t) = / T eMZ(dN) = / M7 (dN) = ] e M Z(—d))

o
de modo que as partes imagindrias de ¢*Z(AN) e e7"MZ(—A\) devem cancelar e

teremos

Z(—AN) = Z(AN).

que é o analogo de Z_j, = Z}, para processos quase—periddicos. Por —A\ entendemos
o intervalo simétrico de A\, em relacao a origem, centrado em —A\.



Para que X (f) dado por (3.19) seja estacionario, devemos ter (supondo média

Z€ero)
o0

E{X()X(s)} = E{ Y N'Z(AN) Y e Z(AN)}

j=—co

_ Z Z (._,z’)\jt—éAksE{Z(A/\j)Z(A/\k)}
ik

k=—oc

= eMEIRZ(AN) P+ 0D NN B{Z(AN) Z (AN}
J ik

em que a ultima soma € sobre os indices j # k. A esperanca acima s6 dependera de
t — s, e, consequentemente, o processo serd estacionario se

E{Z(AN)Z(AN)} =0, j # k. (3.20)

que ¢é a relacao analoga de (2.50). Segue-se que, se (3.20) estiver satisfeita, a f.a.c.v.
de X(t) sera

y(r)= Y NTF(AN), (3.21)
j==00
onde
F(A)\)) = E{|Z(aN)?}. (3.22)

Nessas condicoes, para que o processo seja estacionario, a funcao de conjunto 7
deve satisfazer

E{Z()Z(J)} =0, (3.23)

se I e J forem intervalos disjuntos de frequéncias.
A funcao F', definida por (3.22), é real, nao negativa e satisfaz

F(IU.J)=F(I)+ F(J),

se [N.J=0.

Quando os intervalos AA; tornam-se cada vez menores, a relacao (3.21) tende
para a integral

yr) = f_ x" ¢ATE(dN). (3.24)

Asrelacoes (3.19) e (3.24) constituem as representacoes espectrais de X (¢) e y(7),
respectivamente; Z é a medida aleatoria ou medida espectral, F' é chamada funcdo
de distribui¢ao espectral e (3.22) fornece a ponte entre as duas representacgoes.



As integrais (3.19) e (3.24) podem ser escritas como integrais de Riemann-
Stieltjes, considerando-se as funcoes z(\) = Z((—oc,A]) e pu(A) = F((—o0, A]).
Usando as mesmas letras Z e F' para denota-las, podemos escrever

X(t) = f_ x FMAZ(\) (3.25)
~(r) = f_ xll N AF (). (3.26)

Encarada como uma funcao pontual, Z(\) satisfaz

B{[Z(M + AN) — ZOW)][Z(02 + Aha) — Z(\2)]} = O, (3.27)

se os intervalos (A1, Ay + AN ) e (A2, Ao +A\y) forem disjuntos. Esta é a propriedade
equivalente a (3.23). Dizemos também que {Z(\), A € R} é um processo estocdstico

com incrementos ortogonais, no sentido que Z(\) varia de trajetéria para trajetoria
do processo.

dA= (A, A +dA),

E{Z(d\)Z(du)} =0, se A # . (3.28)

encarando Z como funcao de conjunto, ou

E{dZ(N)dZ(p)} =0, se A# pu, (3.29)

encarando-a como fun¢ao pontual. Aqui, dZ(\) representa o incremento de Z(A) no
intervalo (A, A + dX). Em ambos os casos, os intervalos sao tao pequenos que sao
considerados disjuntos se A # .

Do mesmo modo, escreveremos

dF(\) = E{|dZ(\)[?}. (3.30)

Teorema 3.2. Uma condicao necessdria e suficiente para que (1) seja a fa.c.v.
de um processo estacionario é que

(7) = / T AR, (3.31)

—00

para todo T real, onde F(\) é uma funcao real, nao decrescente e limitada.



Como F(A) tem o carater de uma funcao de distribuicao (f.d.), ela pode ser
escrita na forma

F(\) = a1Fg(A) + azFo(N) + asFe(N), (3.34)

para todo A, onde a;, as e as sao constantes nao negativas, com ay+as+as = 1; Fg(A)
é uma funcao em escada (a f.d. discreta), F.(\) é absolutamente continua (compo-
nente continua da f.d. espectral) e F5(\) é componente singular, com F!(\) = 0 em
quase toda a parte. Para modelos de interesse pratico, a ultima componente pode
ser desprezada, de modo que

F(\) = a1Fg(\) + asF. (M), (3.35)

com ap,az nao negativos e a; + az = 1. Em correspondéncia, a fa.c.v. +(7) pode
ser decomposta na forma

(1) = arya(7) + azye(7).
onde

va(T) = / - AT AF ()

—00

Ye(7) = / T TR,

.
A componente continua é tal que

A
FO) = [ fa)da.

ou seja, f.(\) = F.()), para todo A. Como F,.(A) é nao decrescente, f.(\) > 0, para
todo A.

A componente discreta F;(\) esta associada a uma funcao p(A) > 0, para todo A,
e p(A) > 0, para um conjunto discreto de frequéncias {A;}, de modo que dF () =0,
exceto em A; e dF'(\;) = p();j). Segue-se que

Fa) =Y ply)
Aj<A
e a f.a.c.v. y(7) pode ser escrita

A= Y )+ [ TR

j=—00 -



Se a condicao ffc'x 17e(T)|dT < oo estiver satisfeita, entao

fc(/\) 217 /x —%)\T.}C(T)d,r

Para obter os p(A;) em funcao de v4(7), considere
—iALT Ir — T(Aj— /\k)d’ )

Mas

AT se A=0
QT = se11(TA)‘ se A #£ 0,

de modo que, quando T" — oo,

1 T 1, se A; = A
- AT (A —AR) j k
2T o dr = {U. se \j # A\

e obtemos, entao, que

T
p(AR) = limf va(T)e AT dr,
T—oo J_T

Se em (3.35),[ar = 1. az = U dizemos que X (t) tem espectro puramente discreto.
O processo quase periodico do exemplo 2.9 é um exemplo dessa situacao. Nesse caso,
como vimos, 7(7) nao tende a zero, quando |7| — oc.

Se[a; = 0, a9 = 1] entdo X (t) tem espectro puramente continuo assim, v(1) — 0,
quando |7| = 0o. Sao exemplos o ruido branco discreto, os processos AR(p), MA(q),
ARMA(p,q) e o processo linear geral.

Sela; > 0,as > 0] entao X () tem|espectro misto] Nesse caso, 7.(7) — 0, quando
|7| = oo, mas y4(7) 4 0, quando |7| — co. Um exemplo de tal processo é dado por

X(t thq: j +2Ak cos(Art + o), (3.36)
j=0 k=1

que € um modelo adequado para muitas séries temporais reais. Em (3.36), o primeiro
termo do lado direitd, Y (). digamos, é um PLG, com a suposicao que ) 777 17 < oo,
e o segundo termo, ‘Z (t). digamos, é um processo harménico.| Supomos, ainda, que
esses dois processos sejam nao correlacionados. Segue-se que Y (t) tera um espectro
continuo e Z (t) tera um espectro discreto, de modo que X () tera um espectro misto.




Teorema 3.3. Sgja o processo X(t), como o acima. Entao, existe um processo
estocastico {Z(N), A € R}, de incrementos ortogonais, tal que

X(t) = /_ b e dZ(N), (3.37)

para todo t € R. O processo Z(\) tem as propriedades:

(i) E{dZ(\)} = 0, para todo \;
(ii) E{|dZ()\)|?} = dF()\), para todo ).

Observagoes: (a) Este resultado é também denominado teorema espectral de Cramér.
(b) O processo {Z(A)} é o processo espectral associado a X (t).

(¢) O fato importante contido em (3.37) é que as amplitudes aleatérias Z(AN),
correspondentes a intervalos de frequencias disjuntos, sao nao correlacionadas.

(d) Ha varias demonstracoes do teorema 3.3. Cramér (1950) usa métodos da teoria
de espacos de Hilbert, enquanto que Kolmogorov (1941) obtém (3.37) como caso
particular da teoria espectral de operadores unitarios.

Processos com Tempo Discreto e Processos Reais

Consideremos, agora, um processo estacionario com‘ tempo discreto { X, t € Z}'
Como vimos na secdo 3.1, a frequéncia angular \ nesse caso varia entre —7 e 7, de
modo que o correspondente do teorema 3.2 é o resultado seguinte, devido a Herglotz.

Teorema 3.4. Uma condicao necessaria e suficiente para v, k € Z, seja a f.a.c.v.
de X; é que

e = / ARAF (M), (3.38)

—T

para todo k € Z, onde F(\) é uma funcao real, nao decrescente e limitada.

Se

o0

>l < oo (3.13)

k=—00

estiver satisfeita, obtemos o espectro de X; como

f) = % Yo omem™ << (3.14)
k=—o00



Se a condicao (3.13) estiver satisfeita, entao F'(\) é derivavel, com f(A) =
f:_. dF(a) e (3.38) fica

Ve = / AR F(N)dA, (3.39)
e a relacao inversa é dada por
1 - —iAk
f) =5 k; e <A< (3.40)

O teorema seguinte da a representacao espectral de X; no caso de tempo discreto.
Teorema 3.5. Para um processo com tempo discreto, como o acima,
™ -
X, = / FAIZ(N), (3.41)
-
onde {Z(\),—m < A < w} é um processo com incrementos ortogonais com as pro-
priedades (i) e (ii) do teorema 3.3.

Suponha, agora, que o processo {X(#),t € R} seja um processo estacionario real,
isto é, para cada t € R, X () é uma v.a. real. Entao, para todo t, X () = X () e

X0 = —/_ > —NIZO = f - NTZN),

o0 —oo

do que segue que dZ(\) = dZ(—A\), para todo A.

Consideremos os processos reais Up(A) e Vy(A), tais que
dUp(N) = RIZ(N)].
dVo(X) =T[dZ()N)],

para todo A. Entao, Ug(—=A) = Up(A), Vo(—A) = —=Vu(A) e podemos escrever

X(t) = / " (cos(M) + isen(M)dT6(N) — idVo(M)]

—0o

= fw cos(At)dUp(A) + foclsen()\t)dl'b(/\).

—00 —00

da qual obtemos

X(t) = fo " cos(M)AT(N) + A ~ sen(M)dV (), (3.42)

onde os processos U(A) e V(A) sao definidos por
dU(N) = 2dUy(N) = {dUp(N) + dUp(—=A)}. A #0,

dU(0) = dUp(0),
AV (A) = 2dVu(N) = {dVo(N) — dVo (=)}



Seguem-se as relacoes

E{dU\)dU ()} = E{dV (N\)dV (1)}
|0, se A £
= {dG(/\). se A= s, (3.43)
E{dU(AN)dV (i)} =0, para quaisquer A, .,

mostrando que U(A) e V() sao processos ortogonais e ortogonais entre si. A funcao
G(A) em (3.43) é tal que

2(r) = ]0 " cos(AT)G (), (3.44)

com G(A) =2F(A) + €, C uma constante, e se (3.9) estiver satisfeita

A
GO = [ ae)da.

com g(A) = 2f(A\), A > 0,g(0) = 0.



