Filtros Lineares

Uma das razbes que tornam a andlise espectral uma
ferramenta analitica importante € o fato que o espectro
fornece uma descricdo simples do efeito da aplicacao de
uma transformacao linear em um processo estacionario.

Filtro;

X = F[Y]

ou

X(t) = FIY](t).

Dizemos que F ¢ invariante no tempo se o atraso (ou avanco) de Y () no tempo
de 7 unidades implicar o atraso (ou avanco) em X (f) das mesmas 7 unidades, ou
seja, F[Y|(t £ 7) = X(t = 7). Dizemos que F é linear se para o conjunto de séries

Yi(t), ..., Y% (t) e constantes aq, ..., a temos
k k
F 1Y oVl (1) =) o F[Y;](t)
j=1 j=1

Definigcao 3.1. Denominamos por filtro linear ou sistema linear qualquer operacao
F que seja linear e invariante no tempo.

Proposig¢ao 3.1. Seja F um filtro linear que inclui a série e(t) = exp(iAt) em seu
dominio, t € Z. Entao, existe uma funcao A(\). com valores complexos, tal que

Fle](t) = A(N)e(t). (3.45)
Dizemos que A(A) é a funcgdo de transferéncia do filtro F.



3.4.1 Filtro Convolucao

Um caso especial importante de um filtro linear é o filtro convolucdo. Suponha
que {X(t),1 € R} seja dado por

X(t) = / T R (= 1)dr, (3.46)

—00
na qual {Y(1),1 € R} é um processo estaciondrio, com média zero e fa.c.v. 4y (7).
Entao X (t) é tambhém estacionério, com média zero e f.a.c.v.

x (1) = / - f T hWh(o)y (7 — v+ u)dudy. (3.47)
Segue-se que o espectro de X (t) é dado por

Ix(A) = % f_@cl e_ih{fjol /_Do h(uw)h(v)yy (T — v + w)dudv}dr

supondo que (3.9) valha, e isso é verdadeiro desde que f(_xoc |h(7)|dT < co. Efetuando

a transformacao w = 7 — v + u, obtemos

fx(A) 1/ h(u)eﬂ“du/ h-(-i..-')c?_ih’da.r/ vy (w)e ™M dup.

=5 . | .
Denotando
H(\) = / h h(u)e™du, (3.48)
obtemos, finalmente, -
fx (V) = [HNP fr (). (3.49)

A funcao) H(\) é a funcao de transferencia do filtro convolucao| como definida
na Proposicao 3.1. De fato, é facil ver que, se Y () = exp(iAt) é a entrada de (3.46),
entao a salda é exp(iAt)H (A). A funcao h(u) é chamada func¢do resposta de impulso.

Se Y; e X, sdo processos discretos, as relacoes correspondentes a (3.46) e (3.49)

Sao
Xe= ) Y (3.50)
k=—oc
HA) = > hye™™F (3.51)
k=—cc

respectivamente, com (3.49) permanecendo inalterada. A condi¢do de estabilidade
do filtro torna-se, agora, »_, |hi| < oc.



Teorema 3.6. Se a condicao (3.46) valer e Fy (\) é a funcao de distribuicdo espectral
(f.d.e) de Y (t), entao a f.d.e de X (t) satisfaz

dFx (\) = |H(\)[2dFy ()). (3.52)

No caso especial em que Y; € ruido branco, a relacao (3.50) torna-se um PLG|e
sua f.a.c.v. fica

vx (k) =Y hihj_jx.
i

com espectro

2
a —iAdoe
fX(A):ﬁZhjf;: A2,
J

Para que o lado direito de (3.46) seja bem definido, isto é, a integral convirja em
média quadratica, é necessario que X (t) tenha variancia finita, ou

]_le fx(N)d\ < 00 = /_ocl |[H (M| fy (A)dA < oo.

Uma condicao suficiente para que esta seja satisfeita é que

[ |H(N\)]2d\ < o0 & f \h(u)|?du < .

—00

se fy(A) < M, para uma constante A e para todo A.

3.4.2 Ganho e Fase

Em geral, a funcio de transferéncia do filtro, H(\), é complexa. Escrevendo-a
em forma polar temos

H()\) = G\, (3.54)
em que |H(A\)| = G(\) é denominada ganho do filtro e 6(\) = arg [H(\)] é a fase.



3.4.3 Alguns Tipos de Filtros
Alpuns filtros amplamente usados na pratica serio agora deseritos.
(a) Filtro passa-alto

Esse tipo de filtro elimina ou atenua componentes, na série de entrada, com
frequéncias baixas. O guadrado do moédulo da funcio de transferéncia é dado por

w2 )L (AL = Ae,
|H“\J| —{ 0, |)\|<:)\g.

cujo griafico estd na Figura 3.1. Versoes aproximadas desse filtro sio usadas em
amplificadores de dudio, de modo a suprimir distorcées de baixa frequéncia.
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Figura 3.1: Quadrado do mddulo da funcio de transferéncia
de um filtro passa-alto.



(b) Filtro passa-baixo
Nesse caso temos a supressio (ou atenuacio) de componentes de alta frequéncia.

Logo,

a2 LA E A
HA)] _{ 0, |Al> A1

e 0 griafico estd representado na Figura 3.2, Esse tipo de filtro também é usado em
equipamentos de Audio para suprimir ruido de alta frequéncia.
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Figura 3.2: Quadrado do modulo da funcio de transferéncia
de um filtro passa-baixo.
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() Filtro passa-banda

Finalmente, para esse tipo de filtro, temos que

HO)2 = L Ao < |A] € Aq,
= 0, caso contririo,

representada na Figura 3.3,
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Figura 3.3: Quadrado do modulo da funcio de transferéncia
de um filtro passa-banda.




Exemplo 3.2. Filtro diferenca. Nesse caso, temos que
Xi=(1-B)Y, =Y, -V, ..

Aqui, hg =1, hy = —1e h; =0, j #0,1. A funcio de transferéncia do filtro é dada
por

HN) = > hjeM=1—e™ —r<A<7 (3.57)

j=—c0

e, consequentemente,

HN? = (11— e?)

(
= 2[1—cos(N)], —mt<A<mT,

representada na Figura 3.4. Essa funcao mostra que o filtro elimina componentes de
baixa frequéncia (tendéncias) e é, aproximadamente, um filtro passa-alto. Ainda,

=(3))
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Figura 3.4: Quadrado do modulo da funcao de transferencia
de um filtro diferenca.



Exemplo 3.3. Filtro diferenca sazonal. Suponha que o periodo sazonal seja 12;
entao, a relacdo entre entrada e saida ¢ dada por

X, =(1-B2)Y, =Y, —Yi_ps.

Vemos que hg =1, hjg = —1e hj =0, j #0,12. A funcao de transferéncia é dada
por
HA) = > hpem™ =1 —exp(=12iA), -1 <A <7 (3.58)
k——oc
e
|H2(\)| = |1 —exp(—12iA)[? =2 — 2cos(12))

= 2(1 —cos(12X)),

representada na Figura 3.5. Esta indica que o filtro suprime frequéncias sazonais e
suas harmonicas.
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Figura 3.5: Quadrado do médulo da funcao de transferéncia
de um filtro diferenca sazonal de ordem 12.



Exemplo 3.4. Filtro de médias méveis simétrico. Esse filtro é comumente usado
para suavizar uma série temporal. Considere

(m—1)/2

X, =— E Yi_j. m impar.
m
j=—(m—1)/2

Aqui, H(A) = (sin(Am/2))/(msin(A/2)) e, consequentemente,

G(\) = H(\)

o()) = 0,  sesen(Am/2) =0,
| *7, sesen(Am/2) < 0.

O quadrado do médulo da funcao de transferéncia, com m = 5, esta representado

na Figura 3.6, indicando que o filtro de médias moéveis é um filtro passa-baixo, ou
seja, reduz a variabilidade (ruido) da série.
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Figura 3.6: Quadrado do médulo da funcao de transferencia
de um filtro de médias mdveis simétrico, com m = b.



3.4.4 Filtros Sequenciais

Considere a aplicagao sequencial de dois filtros, F1 e F2, a uma série de entrada,
Y (t), isto é,
X(t) = FIY ()] = F[AY ()]

Pode ser facilmente provado que a funcao de transferéncia do filtro F é dada por

H(\) = Hy(N).Hy (N, (3.59)

na qual H;(\) é a funcdo de transferencia do filtro F;, j = 1.2. Além disso, usando
(3.49) e (3.59), encontramos que a funcio de densidade espectral da série de saida é
dada por

Fx(N) = [Ha(N)P[HL(N) 2 fy (V). (3.60)

Esses resultados podem ser generalizados para wma aplicacao sequencial de K
filtros, Fy,Fa, ..., Fr, obtendo-se

K
o) =1L
g=1

K
fxN) =N T =W

j=1

Exemplo 3.5 Considere a aplicacao sequencial dos filtros diferenca e diferenca
sazonal de ordem 12, ou seja,

X, =(1-B)(1 - B2)Y,.

Nesse caso, F; = (1 — B) and F3 = (1 — B'2. Usando as expressoes (3.59) e (3.60),
temos que

HAN) =1 -1 —exp(—12i\)), —m<A <7

da qual segue

Jx(N) = 4(1 = cos(A) (1 = cos(120)) fy (A).
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Figura 3.7: Quadrado do médulo da funcao de transferéncia

do filtro sequencial do exemplo 3.5.

O quadrado do médulo de |H())|? esta representada na Figura 3.7, indicando
que esse filtro atenua componentes de baixa frequencia (tendéncias) e frequéncias
correspondendo ao periodo sazonal (12) e suas fracoes.

Exemplos de Espectros

| Exemplo 3.6. Ruido branco discreto. |

Considere o processo {¢¢,t € Z}, do exemplo 2.1. Sua f.a.c.v é dada por (2.15)
e, portanto,

o2

A)=—.,
==
Segue-se que o ruido branco discreto tem um espectro constante no intervalo

[, 7]. Em outras palavras, a poténcia total esta uniformemente distribuida sobre
todas as frequéncias desse intervalo.

—r< A< (3.61)



Exemplo 3.7. Processo autorregressivo

Considere o processof AR(1)] X; = ¢X;_1 + ¢, com ¢, ~ RB(0,0%) e |¢] < 1. A
f.a.c.v. é dada por

2
1;'252._ se T =0,
Vr = o2 7|

T—?", se 7| > 1,

logo
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Figure 3.8: Espectro de um processo AR(1).



Considere, agora, um processo{AR(p)) como em (2.18), com p = 0. De (2.19),

podemos considerar ¢, como a saida de um filtro linear com entrada X; e funcao de
transferéncia

H) = o(e7) =13 65e7™, (3.62)

de tal modo que os espectros de £, e X; sejam relacionados por (3.49), isto é,

2
2 P

=1- Z f?jc_ﬂj Tx (A),

i=1

S

3]
=

/

da qual segue que o espectro de um processo AR(p) é dado por

fxN)=5=[1=Y ™| | —zw<r<m (3.63)
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Figure 3.9: Epectro de um processo AR(2).



Exemplo 3.8. Processo de médias moveis.

Considere o processo de médias méveis de ordem ¢, MA(q), dado em (2.30). Este
é um caso particular de (3.50), logo por (3.52) vemos que o espectro de tal processo
é dado por

2
(;'2 4 N7
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=4 Zhﬂ_ . (3.64)
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Figure 3.10: Espectro de um processo MA(1), com # = 0. 8.

Exemplo 3.9. Processo autoregressivo e de médias moveis

O processo ARMA (p,q) foi discutido no exemplo 2.7 e escrito na forma (2.42), ou
seja, um filtro linear com funcao de transferéncia H(\) = #(e=**)/¢(e~**). Portanto,
o espectro desse processo ¢ dado por

o2 1= 30, 0P
2 |1 — 35y djem N>

Ix(A) =

—rT<A< T (3.65)

Dizemos que um processo ARMA genérico tem espectro racional, pois (3.65) é a
razao de dois polinémios em A.



Exemplo 3.10. Processo harmonico.

Vamos retomar o processo

J
X(t) =) Ajcos(\jit + 65), (3.66)
j=1
no qual A;. Aj,j =1...... J, sao constantes reais e ¢j,j = 1....,.J, sdo v.a’s inde-

pendentes, uniformemente distribuidas no intervalo [—m, 7]. Segue-se que a f.a.c.v
desse processo é dada por

J
Z f cos(A;T). (3.67)

l\ZJl'—‘

Vemos que‘ 7(7) nao é absolutamente integraﬂvel,‘ e nao podemos usar (3.10).
Considere, para efeito de simplicidade, o caso J =1, Ay = A, A; = A e calculemos

1 (T 1, (T
frlw) = 5- 0 COS(LUT)’}'(T)(ZT—EA f cos(wr) cos(AT)dT
A% 11
= — f{cos( + A)7 + cos(w — N7 HdT
87 0
A2 2

A

sendo que

1 sm(T&)
o

or () =
é um micleo de Dirac e portanto satisfaz dp(a) > 0 e [ dp(a)da = 1. Como

. T sin(T'a)

orla) = —

7(a) . Ta
quando T" — oo, vemos que para T' grande, dp(a) comporta-se como uma funcao
delta de Dirac, logo

= O(T),

A2
f@) = 48w +4) + 6w = V). (3.68)

Observe que podemos escrever

com

0, if —m<w<—A
Flw)y=13 A%/4, if -A<w< A
A2, fA<w <.
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Figure 3.11: Espectro de um processo harmonico.



