Estimacao do Espectro de Fourier

Estimadores:

e Periodograma
e Periodograma suavizado

e Estimadores suavizados de covariancias

A Transformada de Fourier Finita

a estatistica basica para a estimacao do espectro de um
processo estacionario {X;, t € Z} é a transformada de

Fourier finita, definida por
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dD(\) = Xem ™, 8.1
N = 7o 2 1)
—00 < A < 0o, dados os valores X, ... Xt do processo estacionario {X¢, t € Z}.

(i) dTI(X) = dT)(\ + 27), isto é, tem perfodo 27;

(i) dD(=X) = dD(N).

Portanto, basta considerar as frequéncias nolintervalo [—m, 7]/ Embora (8.1) seja
definida para todas as frequéncias nesse intervalo, ela, na pratica, é calculada para

frequéncias da forma com —[(T'—1)/2] < v < [T/2], chamadas frequéncias

de Fourier. Obtemos a transformada de Fourier discreta (TFD)
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Se tivermos um processo estaciondrio discreto {X;,t € Z}, o argumento acima
pode ser repetido, com somas substituindo integrais. Se

> Il <o (3.13)

k=—oc

estiver satisfeita, obtemos o espectro de X; como

1 = —iAk
F) =5 k_z_j e, < A< (3.14)
X, = / dNAZ(N), (3.41)

Vamos supor, no que segue, que X; tem média zero, f.a.c.v. 7 e espectro dado
por (3.14). Temos, entdo, que E{d,(,T]} = 0. Calculemos Var{d,(,T)} = E{|d,(,T)|2}.
Usando a representacao espectral de X; em (3.41), obtemos
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Chamando T
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AD () = AL 8.3
temos que
4 — / A(T)(A_Qg)dZ()\). (8:4)

E facil ver que |AT)(A)2 é o micleo de Fejér (veja Capitulo 1) e comporta-se
como uma funcao delta de Dirac, quando T — oc. Agora,

E{dSD [} = E{dDdSD)
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e como E{dZ(N\)dZ(a)} = f(A)dA, se XA = a, segue-se que

By = |

—m

’ AT\ = %T"’) : FA)dA. (8.5)

Pela propriedade acima referida do micleo de Fejér, segue-se que se f(A) for
continua, para T grande,

E{dD P} = f(W), (8.6)
e essa aproximacdo é tanto melhor quanto mais suave for f(\) na vizinhanca de
N = 2
T

Teorema 8.1. Se o espectro f(\) for continuo, entiao as variaveis aleatdrias s,
—[(T —1)/2] < v < [T/2]. sao assintoticamente independentes, quando T —
oo, com distribuicio assintdtica normal NE(0, f(\,)), se v # 0, T/2 e com
distribuicao assintdtica Ny(0, f(\,)), se v =0 ou T/2.

O teorema 8.1 foi demonstrado sob a suposicio que X; é gaussiano. Se X; for
um processo estaciondrio nio gaussiano, satisfazendo a condicao Y _|7||v,| < oo,
pode-se provar que

Cov{d®),dD} = f(A,) + O(1),

- . C A > T
e sob condicoes de regularidade adicionais sobre as frequéncias A,,, a varidvel d,(, ) tem

distribuicao normal complexa, como no teorema 8.1. Para detalhes, veja Brillinger
(1981, Cap. 4).

O Periodograma

A relacdo (8.6) sugere que um primeiro estimador que podemos considerar é o
periodograma, definido por

2
, (8.8)
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para frequéncias A, = (2mv)/T, —[(T —1)/2] < v < [T/2]. Podemos, também,

definir o periodograma para qualquer frequéncia A € [—m, 7], ou seja,

D) = [dD ()

s 1

1D = 4D = o

2, (8.9)

mas, na pratica, esse s6 podera ser calculado para um nimero finito de frequéncias.
Pode-se demonstrar que (8.9) é completamente determinado pelos seus valores nas
frequencias de Fourier.

De (8.6) segue-se que o periodograma é assintoticamente nao viesado, isto é,

Jim B{ID} = f(\) (8.10)



Vejamos, agora, a distribuicao assintética do periodograma. Vamos supor que o
processo X; seja gaussiano.
Teoreama 8.2. As ordenadas do periodograma Ak
toticamente independentes e com distribuicao assintdtica mmiltipla de uma variavel
qui-quadrado com dois graus de liberdade, se v # 0 e v # T/2, e com um grau de
liberdade se v =0 ouv =T/2.

Temos, entao, que assintoticamente,

sao variaveis aleatdrias assin-

E(LST)) = f()\v)z
Var(IM) = f2(\,), v#0, v #T/2, (8.12)

[ 2f%(0), sev=0
Var(L") = {2)"2(?0T sev="T/2.

Vé-se, entao, que embora o periodograma seja assintoticamente nao viesado, ele
nio é consistente, o que significa que, mesmo aumentando o nimero de observacoes,
a variancia de I}7) nio decresce e permanece no nivel de f?(\,). Pode-se demonstrar
que as relagoes (8.12) valem para frequéncias quaisquer e que o teorema 8.2 continua
vilido, removendo-se a suposicao de que X; seja gaussiano. Veja Brillinger (1981)
para detalhes.

Note que se A = (2mv)/T, v # 0, v # T/2, o termo envolvendo p no segundo
membro de (8.13) anula-se e obtemos a relacio (8.5). Lembre também que [AT)(.)|2
é o niicleo de Fejér, e, se A #£ 0, A # 7, o segundo termo de (8.13) é pequeno e nos
diz que a média do periodograma ¢ aproximadamente igual a uma média ponderada
do espectro com peso concentrado na vizinhanca de A.

Teorema 8.4. Se Ay e Ay sdo frequéncias diferentes de zero ou ., entao

CDV{I(T)(AI)TI(T)(AQ)}
_ { [senT[)u + Ao]/2 } ’ T [SenT[)\l — Ao]/2 } 2} (M)

Tsen(A; + A2)/2 Tsen(A; — A2)/2
+O(T™Y). (8.14)

Uma consequéncia do teorema 8.4 é que, se as frequéncias \; e Ay sido frequéncias
de Fourier, distintas de zero ou m, entéo,

Cov{IM(\). IM (X))} = O(T™ ). (8.15)
Também, para Ay = A2 = (27v) /T, obtemos de (8.14) que
Var{ID (A1)} = f2(\) +O(T 7). (8.16)

A relacdo (8.15) nos diz que as ordenadas do periodograma sao praticamente nao
correlacionadas, resultando o seu comportamento erratico.



Exemplo 8.1. A Figura 8.1 mostra o periodograma da série de marés de Uba-
tuba (exemplo 1.1 e Figura 1.1). Notamos um pico dominante, correspondente a
frequéncia semi-diurna (perfodo de 12 horas) e dois picos menores, anteriores ao
pico principal, correspondentes a periodos de 80 horas e 24 horas, respectivamente.
Vemos que esse periodograma apresenta picos, correspondendo a periodicidades pre-
sentes nos dados, mais uma componente aproximadamente constante, corresporn-
dendo a um ruido. Um modelo para essa série de marés seria constituido pela soma
de um processo harmonico mais um ruido branco.
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Figura 1.1: Dados horarios da série de nivel do mar obtidos em Ubatuba, SP.
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Figura 8.1: Periodograma da série de marés de Ubatuba.



Exemplo 8.2. Vamos retomar a série de chuvas de Fortaleza (Exemplo 1.4 e Fi-
gura 1.11). Seu periodograma esta representado na Figura 8.2. Vemos que ha dois
picos que se destacam, correspondentes aos possiveis periodos de 13 e 26 anos. Uti-
lizando testes de periodicidades apropriados, verifica-se que, de fato, esses periodos
sao estatisticamente significativos. Veja Morettin ef al. (1985) para uma analise
completa.
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Figura 1.11: Série de precipitacoes de Fortaleza, Ceara,
com curva ajustada pelo Lowess.
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Figura 8.2: Periodograma da série de chuvas de Fortaleza.



