8.5 Estimadores via Ondaletas

O objetivo aqui é estimar o espectro (3.14), utilizando técnicas de estimacao
nio lineares, aplicando-se limiares aos coeficientes de ondaletas empiricos.

Se tivermos um processo estaciondrio discreto {X;,t € Z}, o argumento acima
pode ser repetido, com somas substituindo integrais. Se
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> Il < oo (3.13)
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estiver satisfeita, obtemos o espectro de X; como
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Na estimacao do espectro usando métodos de Fourier, procuramos por um com-
promisso entre resolugio (viés) e estabilidade (variancia). Os estimadores suavizados

utilizados, baseados em janelas espectrais, sdo apropriados para estimar func¢oes com
um grau homogéneo de regularidade. A presenca de picos ou transitoriedades oca-
siona os problemas conhecidos na analise espectral classica.

Do ponto de vista teérico, bases de senos/cossenos sio étimas para espagos L>-
Sobolev, enquanto que bases de ondaletas, também 6timas para esses espagos, con-
tinuam Gtimas para um conjunto amplo de espacos de Besov, que contém fungoes
que nao sao regulares de modo homogéneo, ou seja, podem ser regulares numa parte

do dominio, mas menos regulares em outras partes.

Dois requisitos principais sio necessirios para estimadores baseados em ex-
pansoes ortogonais, para que tenham uma adaptabilidade espacial alta (Neumann,
1996):

(a) a base tem que ser suficientemente localizada;

(b) o estimador tem que discriminar o ruido da variancia.



Suponha as observacoes Xg, X1, ..., Xor_1, com T =27 J > 0 inteiro.
Wahba propos o seguinte modelo:

logI(A;) =log f(A\j) +v+e€, j=1,....T—1, (8.60)
com ¢€; = log(n;/2) — E{log(n;/2)}, n; ~ x3. Prova-se que Var(e;) = n2/6.

O procedimento nio linear proposto para estimar g(\) é o seguinte:

[1 ] Calcule o log-periodograma,

ge=loglI(),), (=01, ....T-1
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2mé

para frequencias \; = 5.

[2 | Considere a transformada de ondaletas de gg, obtendo-se os coeficientes
empiricos de ondaletas {y;x},7 =0,1, ...,.J—1,k=0,1, ...,2/ — 1.

[3 ] Aplique-se o limiar suave
53 (z) = sign(z) (Je] — \)s. (3.61)

aos coeficientes {y;}, com limiares dependentes do nivel j, A = A;r. Estes
sao calculados por

Ajr=ajlogT, (8.62)
para niveis de resolucao finos (j = J —1,J -2, ...), onde a; é uma constante,
o

logT
N =/ =2, (8.63)

para niveis de resolucio grosseiros (j << J —1). Valores de «; para bases
comumente usadas (bases de Daubechies, por exemplo), e alguns valores de .J
sao dados na Tabela 8.1.

4 ] Inverta a transformada de ondaletas, produzindo-se um estimador g; do log-

espectro na frequéncia w,. Se necessario, aplique exponenciacao para obter um
estimador de f(A).



Exemplo 8.6. (Gao, 1993). A Figura 8.8 mostra o resultado de aplicar os limiares
(8.62) e (8.63), para o caso de um processo AR(24). Na Figura (a) temos o verdadeiro
log-espectro do processo, em (b) o log-periodograma, em (¢) o estimador usando o
método proposto e, em (d), o estimador obtido usando o limiar baseado na suposicao
de normalidade. Note os picos espiirios no 1ltimo estimador.
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Figure 8.8: (a) Log-espectro de um processo AR(24); (b) Log-periodograma;
(e) Estimador baseado na proposta de Gao; (d) Estimador baseado na
normalidade.

Vejamos, agora, o caso de um processo estaciondrio nao gaussiano, considerado
por Neumann (1996). Considere, inicialmente, o periodograma modificado (tapered)
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, (8.65)

onde h; é uma janela de dados (faper), com h, = h(t/T) e Hk“ Zf o hE.

Como o periodograma habitual (h, = 1), Iy(A) é assintoticamente nio vie-
sado, nao consistente, tem uma distribuicio assintdtica qui-quadrado e, para Ay £
Aa, It(Ar) e I'r(A2) sdo assintoticamente nio correlacionadas.

A partir da ondaleta pai, ¢, e ondaleta mae, v, consideramos a base ortonormal
em L2(R),

{bertrez | JWia}izekez (8.66)



geradas da maneira usual. Como queremos uma hase ortonormal em L*(I1),11 =
|[—m, 7|, a partir de (8.66) geramos

{Sektrer, ( J{irntizeker,, (8.67)

com [; = {1,2, ..., 29},

Gek(t) = Z (2m) Y2k ((27) "1t + n)
neZ

Pik(t) = Z(QW]_”Q‘%E&&((??T)_H +n).

nes

Aqui, LQ(H} ¢ 0 espaco das funcoes de periodo 2w sobre II, de quadrado in-
tegravel. Ou seja, a partir de ondaletas sobre a reta, obtemos ondaletas “periodiza-
das”sobre [—m, .

Consideremos a expansiio, em ondaletas periodicas, do espectro f(A),

= ubrr+Y. Y ajptn, (8.68)

kely izl kel;
sendo
ac= [ fOydestorat (5.69)
e
Uk =[f(t}til‘j,k{t]dt (8.70)

sao os coeficientes de ondaletas.
Definamos o estimador de a;

Qg = fﬂﬁj,k(llf-r(lldl, (R.71)
e uma definicio andloga para dp.

O objetivo & considerar um estimador da funcio densidade espectral baseados
em (8.68). Para um conjunto restrito de indices

I={(jk) : 29 <CT"™ ke I},

na qual € < oo e 0 < & < 1/3 sio constantes fixas, a normalidade assintética dos
coeficientes @; . pode ser provada. Seja cr?k a varidncia de a; k.

Para estimar o espectro f(A), a idéia é usar (8.68) com algum tipo de limiar para
o8 coeficientes de ondaletas. Podemos usar, por exemplo, os limiares duros e suaves



vistos anteriormente e escolher A = Aj(oy4, F), que depende da escala, do desvio
padrio de &; e da classe F de funcoes a qual f(A) pertence.

Neumann (1996) propde dois tipos de limiares que satisfazem certas condigdes
desejaveis, a saber

Mk = (044 V o)\ 210g(#I) (2.72)
e
Ak = (55 V or)y/ 21og((#I)/2°), (8.73)
sendo

= S b Ve
ar max{(ﬂ?‘é{lr{g}.k}: 0 }:.

para alpum Cy = 0 fixado.

Se F for um espaco com norma essencialmente equivalente a um espaco de Besov,
entio o estimador

f=2 dwder+ Y 0@ At (R.74)

kely (7.k)T
conduz & taxa de convergencia adequada para o risco do estimador, especificamente

f»'é_?{E”f — fll2qn} = O((log T/T)*™/ Bm+1)), (R.75)

Sabe-se que T2/ @mEl) & g taxa de convergéncia dtima em classes com granu

de regularidade m, se X, for estacionario gaussiano. Logo, o estimador acima é
aproximadamente minimax, a menos de um fator de ordem logT. Veja Neumann
(1996), para um estimador que atinge essa taxa otima e sugestoes para melhorar
estes estimadores.



