Estimacao do Espectro Evolucionario

ha varias abordagens para processos nao estacionarios, como:
e Priestley (processos oscilatorios),
Crameér (processos harmonizaveis),
Dahlhaus (processos localmente estacionarios),
Nason et al. (processos localmente estacionarios de ondaletas).

No processo de estimacao do espectro evolucionario, definido em cada
uma dessas abordagens, podemos usar basicamente dois tipos de
andlises: Andlise de Fourier e Andlise de Ondaletas.

9.2 Estimacao do Espectro de Priestley
Nesta secio, vamos nos basear em Priestley (1965) e Bruscato e Toloi (2004).

Trataremos do caso em que g A) seja absolutamente continua com respeito 4 medida
de Lebesgue. Seja

L
Ult, \g) =f g(u) X (t — u)e Pol—u gy,
T

na qual g(u) é um filtro com largura de faixa By, satisfazendo

ETF/ ﬂ{?i}litf-u = [ |G(A) 2dy =1,
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o ETh il =Fa% s o =Y I3 3 = 1a { rerieraliz: c
com By = [ o [t]lg(u)|du, e G(A) sendo a fungao de transferéncia (generalizada) do
filtro g{u), com respeito & familia F.

Consideremos o estimador

ft, Ao) = Z wat ¢ |Ue—v(M0) |, (9.1)
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substituindo-se g(u) pela sequéncia g,,.



Pode-se prf_wzﬁ' que
(a) E(f(t,20)) = [T_T(t, A+ 20)|G(A)%dA,
onde f(t, A+ Ao) =2, waref(t—v, A+ Ao) e G(A) como definida acima.
(b) Var(f(t, M) = [F(t, 20)2[[7, [Wa(N)PAN[f7, |GV 2N (1 + 80 2700 )

onde
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Para mais detalhes, veja Priestley (1988).
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Exemplo 9.1. Vamos considerar o processo AR(2) com coeficientes variando no
tempo do exemplo 6.3, com aj(u) = —1,8c08(1,5 — cos(4mu + 7)), para 0 < u < 1

e aa(u) = 0,81, também para 0 < u < 1. Na Figura 9.1 temos, no primeiro painel,
o espectro verdadeiro e o logaritmo desse espectro. No segundo painel, temos os
correspondentes estimadores de Priestley.

Vemos que esse estimador nio consegue captar todos o8 picos presentes no es-
pectro original do processo.
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Figura 9.1: Espectro verdadeiro e estimadores para um modelo AR(2) variando no
tempo.

9.3 Estimacao do Espectro de Wigner-Ville

No caso de um processo nao estaciondrio discreto {X;,t € Z}, o espectro de
Wigner-Ville é definido por

1 .
W(t,\) = gz (t—T/2.t4+7/2)e N te Z, |\ <. (6.26)



() espectro de Wigner-Ville é a transformada da funcéo de autocovariancia, como
dado em (6.26). Para estimar esse espectro consideramos o estimador

Ft+kt—k)= Y U(m2k)X(t+m+k)X(t+m—k), (0.2)

mM=—00

em que V(m, 2k) é uma janela de dados a escolher. Supondo que essa janela tenha
uma transformada de Fourier inversa, 1, nma classe de estimadores do espectro de
Wigner-Ville é dada por
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(9.3)

9.4 Estimacao do Espectro de PLE

Nesta secio, trataremos da estimacao do espectro dependente do tempo f(u, A},
de um processo localmente estaciondrio no sentido de Dahlhaus.
9.4.1 Usando o periodograma segmentado

O que segue é baseado em Dahlhaus (1996). Primeiramente, podemos estimar a
covaridncia local (6.35) por

1 — k/T
(k) = o YK (“" L )X:,TXH:;:,T- (9.8)
t

Aqui, K é um micleo nio negativo, par, fK[m)dm‘ =1 e K(z) = 0, para
x ¢ [-1/2,1/2]; br é uma largura de faixa no tempo.

Por analogia com (6.6). a covariancia local de lag k e tempo wu é definida por
g
c(uk) = / flu, A)e™dA, (6.35)
o T

Nao é dificil mostrar que

C()V{.\—[UT]_T. Xg,,7'i+k'7-} =c(u, k) + O(T—] ) (6.36)

uniformemente em u e k.



Se X, for um PLE, com média zero e se A(u, A) for duas vezes deriviavel em u,
com derivadas uniformemente limitadas, entio, pode-se provar que

Au?
+o(bf) + O(bp 1T ). (9.9)

E{ép(u.k)} = c(u__kH%fmzK(Tmm {aﬂc{u,k]]_i_

No lado direito de (9.9), o segundo termo representa o viés devido 4 nfo esta-
cionariedade e anula-se se o processo for estacionirio (a segunda derivada é zero,
neste caso). Note, também, que bpT fornece o intervalo efetivo para a estimacéo de
elu, k).

Sob as mesmas condicies, pode-se mostrar que a variancia do estimador é dada
por

Var{ép (u, k)} =£}TLT S elu, 0)[e(u, £) + c(u, £+ 28)] (9.10)

Vamos passar, agora, a estimacio de f(u, A). Considere o periodograma modifi-
cado (tapered)
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> h(s/N)Xpari-npasre ™| (9.11)
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onde h : [0,1] — R é uma janela de dados (taper), com h{z) = h(1 — z). Esse
estimador é também chamado periodograma segmentado, pois estima f(u, A) sobre
o segmento {[ul] — N/2+ 1, [uT]| + N/2}.

Considere a funcio

K (z) = [fﬂl i (x)de] T2z +1/2), —1/2<z<1/2.

O teorema a seguir mostra que essa funcio faz o papel de uma janela no dominio
do tempo, com by = N/T fazendo o papel da largura de fajxa.
Considere o estimador suavizado

flu,\) = ;—f f K; (‘kb_—f“) In(u, a)de, (9.12)

onde Ky : IR — [0, 00| é um micleo com as propriedades do niicleo K de (9.5); by é
a largura de faixa na direcio da frequéncia.
Entéo, temos o seguinte resultado (Dahlhans, 1996).



Teorema 9.1. Suponha que X, 7 seja um PLE, com média zero e funcgdo de trans-
feréncia A com derivadas segundas com relacido a u e A continuas. Entao:

) Bl (u )} = f(u.3) + G [, 22K o(a)dal )

og(brT

+o(b7) + O(———);

(i) E{f(u, N} = £, X) + 5§ [17, 22K(x)de| 552

BPopye 2
+1L f 22K ;(x) dr[—a Iy, ”] +o(b? + log (1) +b3);
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(iif) Var({f(u,\)} = (brbsT) 7 f (u, )? [1}, Ki(2)*dz.
,f * K j(z)2dz(27 + 27{\ = 0(modm)}).
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9.4.2 Usando ondaletas

Vejamos, agora, como utilizar ondaletas para estimar o espectro evoluciondrio
f(u,A) de um processo localmente estacionario. Como esse ¢ uma funcio de duas
variaveis, teremos que usar bases de ondaletas bidimensionais, como visto na secio
4.7.

O procedimento consiste em aplicar limiares nio lineares aos coeficientes de
ondaletas empiricos do espectro evoluciondrio. Como vimos, esse procedimento é

adaptativo, no sentido de ser otimo com relacio a algum critério de erro, como o
risco L2.

Consideraremos, aqui, estimadores construidos nsando-se a base By, definida em
(4.50), e o perlodograma segmentado, dado em (9.11).

Vamos supor, também, que na representacio (4.52) existe uma escala de re-
solugio mais grossa § = 0. Considere a projecio de f(u,A) sobre o espaco 22
dimesional| Vj © L*(U x V)| denotado fs(u, ), e sua decomposicio em ondaletas
na forma

J 211

fiw, ) =cop+> > D df W (u ), (9.13)

j=0 k=0 p=h,v,d

amostrada na prade [u;—,)«i},| 0 < in< N-— ll Note gue estamos denotando
UxV =101 % [-1/2,1/2] e A é a frequéncia em ciclos por unidade de tempo.
Vemos, portanto, que estamos nos restringindo & escala mais fina, J. Os coeficientes
de (9.13) sio dados por

1/2
0,0 —/ f flu, A)dudX, (9.14)
1/2
1/2
Jk _/ f[u,A)\I'?_k[u,A]dud)«. (9.15)
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Clomo néo conhecemos o verdadeiro espectro, esse é substituido em (9.14) e (9.15)
pelo periodograma (9.11), sendo que esse é calculado sobre segmentos superpostos de
X, de comprimentos iguais a V. Seja S a translagio de segmento para segmento,
1< 5 < N. Entio, o periodograma ¢é ealeulado nos instantes de tempo

t; . N .
u.;=,1—:._ zi=Sz+E, D<i<N-—1,
com T = SN, e nas frequéncias A, = 2mn/N, 0<n < N —1.
Os coeficientes empiricos resultantes sio

1 N 1/2
fog = — Iy (1, N)dA 9.16
0.0 N;f]_!g h(uia ] 3 [: }
. 1 N-1 1/2
iy = ~ Z{; /:1;2 In (i, A)U¥ ) (ui, A)dA. (9.17)

Teorema 9.2. Sob condigoes apropriadas, para T — oo, uniformemente em j. k,
com 2 = o(N),

(i) B(d}, — d!}) = O(2N1) = o(T~1/2), para todo p.

(ii) Var(&ik) = AL T + O(2'N/T?) + 0(277T 1), para todo .

(iii) TP cumyp {d, } = o(1). VL = 3.

(iv) VT (d_? T ff’f ) € assintoticamente normal com média zero e variincia Afk,

onde na soma (91?’)) N é substituido por M, tal queT = S5(M —1)+N, 1 <
S<N, u=1t;/T, t;,=5+N/2,0<i<M-1,e

Al =20, f {F (u, AV (1, A) Podud), (9.18)
U

com Cy, = [ Bt (z)dz/(f} h(x)dz)2, para S = N, e Cy = 1 se S/N — 0.



A introducio do parametro adicional M é para controlar a regularidade na
direcio u. Veja von Sachs e Schneider (1996) para comentarios adicionais.
Como estimador do espectro f(u,A), tomamos

J-127—-1

frw ) =coo+> > > diWi(u)), (9.19)

7j=0 k=0 p=hvd
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com limiar suave d7, = dy (d;, ), e parametro

KlogT

AT = ATk = T

ou seja, o limiar é o mesmo para todo j, k e p.
Seja F uma classe apropriada de funcoes, com parametro de regularidade (sua-
vidade) . Entao pode-s provar que o estimador (9.19) satisfaz

sup El|fr — fI[}z = O(T~2/* log T, (9.20)

Alguns espacos de Funcoes conveniente sio os de Besov, Hélder ou Sobolev. Veja
von Sachs and Schneider (1996) para outros detalhes.

Um estimador para K pode ser

K =2C Fu, A
b st _1;5535:1;2 £ (s, A,

com Cy dado em (9.18) e f um estimador consistente qualquer de f.
Para o uso da base By veja as referéncias acima citadas.



