Ondaletas

Ondaletas sao fung¢des que satisfazem certas propriedades. Elas podem
ser suaves ou nao, simeéftricas ou nao e podem ter expressoes
matematicas simples ou nao.

Por analogia com a andlise de Fourier, considere o espago L*(R) de todas fungoes
mensuraveis de quadrado integravel sobre R. Aqui, as fungoes f(t) devem decair
para zero, quando [t| — oo; logo, as exponenciais (1.8) nao pertencem a esse espago.
Ao procurar ondas que geram L?(R), elas devem decair rapidamente para zero.

isto é, 1, (t) é obtida de ¥(f) por uma dilatacao bindria 2’ e uma translagdo
diddica k277, Estamos, entao, considerando um caso particular de (4.1). As fungoes
{90, .(t), 7. k € Z} formam uma base que nao precisa ser necessariamente ortogonal.

A vantagem de se trabalhar com bases ortogonais é permitir a
reconstrucdo perfeita do sinal original a partir dos coeficientes da
transformada. Uma transformada ortogonal, como aquela usando senos
e cossenos, é concisa, e cada coeficiente é calculado como o produto
interno do sinal com a funcdo da base.

Considere, pois, uma base ortonormal gerada por ¢
Win(t) = 2202t — k), j k€7, (4.3)
ou scja,
<k Vem >= 0540km, .k, (. m € Z, (1.4)
e de tal sorte que, para qualquer f(¢) de quadrado integravel sobre R,

o0 o0

HOESS €k (t)- (4.5)

j=—00 k=—



Aqui, também, a convergéncia em (4.5) deve ser entendida em média quadratica.
Dizemos que (4.5) é uma série de ondaletas de f(t) e os coeficientes de ondaletas
sao dados por

cikp =< fijp >= / f(t)) . (t)dt. (4.6)

A relagao de Parseval analoga a (1.16) vale também aqui, a saber
e 2
| roa=-YYé.
¢ ik

As fungoes ¢ e 10, satisfazem certas propriedades, dentre as quais citamos:
(P1) [*_w(t)dt = 0 (admissibilidade)
J—00 i ] < [ele o).

(P2) [ [w(t)]dt < oc.

(P3) ¢y = [ lﬂ’(i’ﬁdw < 00, onde W(w) € a transformada de Fourier de ¢(t).

o0 w

Uma condicao necessaria para (P3) valer é que VU(0) = 0, que é equivalente a
(P

(P4) [% |w(t)Pdt =1 ou [ |¥(w)[*dw = 27.

(P5) Os primeiros » — 1 momentos de ¢ anulam-se, isto €,

0 .
/ Hyt)dt =10, §= 0,1, onyt—7l,

-
para algum r > 1 e
~00
/ |t"(t)|dt < oo.
J—o0

O valor de r esté ligado ao grau de suavidade (regularidade) de : quanto maior
r, mais suave sera 1.

Algumas ondaletas tém suporte compacto, que é uma propriedade

desejavel e tem a ver com o fato de as ondaletas serem localizadas no
tempo.

Nem todas as ondaletas geram sistemas ortogonais, como o chapéu
mexicano.

No caso de ondaletas com suporte compacto, o valor de r esta também
relacionado com o suporte da ondaleta.



Veremos que uma maneira de gerar ondaletas é pela func¢ao escala, ou ondaleta

pai, O, que € uma solugao da equagao

o(t) = V2 lxo(2 — k).
k

Essa funcdo gera uma familia ortonormal em L?(R),
0j(t) = 220(2t — k), j,k € Z.
Nessas condicoes, ¢ pode ser obtida de ¢ por
Y(t) = V2 b (2t — k),
k

sendo
hi = (—1)%, g,

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

a chamada quadrature mirror filter relation. Na realidade, (. e hy sao coeficientes
de filtros passa-baixo (low-pass) e passa-alto (high-pass), respectivamente, chamados
quadrature mirror filters, usados para calcular a transformada de ondaleta discreta.

Esses coeficientes sao dados por

b, =" f h O(t)p(2t — k)dt,

hy, = \/5/00 V(t)p(2t — k)dt.
—o0
Pode-se mostrar que >, 0 = V2, S, h, =0, Y. 047 =1e
Yk {’khk__g.,.n =1,sem= O e igual a zero, caso con‘g.rério.
Convem, entao, considerar o sistema ortonormal
{9k (), ¥ x(t), 5. k € Z},

de tal sorte que podemos escrever, para f(t) € LQ(R),

f(t) = Z Cju.ls'(,bju.k'(t) =I5 Z Z dj.kru”'j.l\:(t)a
k

Jjzjo k

na qual

Ciosk = / ()50t

djr = _OC OV k(t)dt.

Em (4.14), jo é a escala de resolugao mais baixa (coarsest scale).

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)



Exemplo 4.1. O exemplo mais antigo e simples de ondaleta é a funcao de Haar,

+1, 0<t<1/2
vy =4 -1, 1/2<i<1 (4.17)
0, caso contrario,

para a qual a funcio escala é o (1) =1, 0<t<1le

" 22, 2k <t<27(k+1/2)
Gip ()= =272 270 (k+1/2) <t <277 (k+1) (4.18)
0, caso contrario.

Pela equacao (4.7):
B(t) = V2D (2t — k). (4.7)
ig\/io(%) + %ﬁ@(?t —-1),

V2 V2
logo fp = {1 = 1/\/§ Do mesmo modo, hp = —h; = 1/\/5

O(t) = 6(2t) + 6(2t — 1) =

Exemplo 4.2. Além de (4.18), as ondaletas ortogonais, de suporte compacto, que
sao usadas mais frequentemente, sao as Ondaletas de Daubechies: as denominadas

“Extremal Phase”(Daublets), as denominadas “Least Asymmetric” (Symmimlets) e
as Coiflets. Todas foram introduzidas por Daubechies e sao nao simétricas. As
Symmlets sao as “mais simétricas”e usadas como default em alguns programas. O
termo Coiflet foi cunhado por Daubechies em homenagem a R. Coifman.

Essas ondaletas sao obtidas dos filtros ¢ e h; e depois usando as equagoes de
dilatagao (4.7) e (4.9). Por exemplo, a ondaleta d2 (Daublet) é obtida pelas equagoes

o(t) = hop(2t) + h1(2t — 1) + haop(2t — 2) + hap(2t — 3), (4.19)

Y(t) = had(2t) — had(2t — 1) + h1p(2t — 2) — hop(2t — 3). (4.20)

Fazemos t = 1,2, depois t = 1/2,3/2,5/2 etc para obter o gréfico de d2 para
0<t<3. Aqui,

1+V3 3+v3 , _3-v3  1-V3

1 5 h] = 1 5 112 1 5 h,;; = 1

ho =

Obtemos um filtro melhor que o de Haar. Para d4, teremos 8 coeficientes e maior
regularidade. Em geral, essas ondaletas dependem de um parametro N que controla
a regularidade de ¢ e 1. Se tivermos 2N coeficientes do filtro nao nulos, entao
tera suporte em [—N + 1, N] e N momentos nulos.
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Figura 4.1: Algumas ondaletas. (a) Haar; (b) Daubechies d2.
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Figura 4.1: Algumas ondaletas. (c¢) daublet (d8), symmlets (s8, s12), coiflet (c12).
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Figura 4.1: Algumas ondaletas. (d) Morlet, Chapéu Mexicano, Shannon.
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Figura 4.1: Algumas ondaletas. (e) Battle-Lemarié.



Familias de wavelets mais usadas







A.2. Daubechies—Lagarias algorithm

A challenge in exhibiting a wavelet-based classificator is computational. Namely, except for the
Haar wavelet, all compactly supported orthonormal families of wavelets (e.g. Daubechies,
Symmlet, Coiflet, etc.) scaling and wavelet functions have no closed form. A non-elegant
solution is to have values of the mother and father wavelet given in a table. Evaluation of ¢ ;(x)
or ¥ ;(x), for given x, then can be performed by interpolating the table values.

Based on Daubechies and Lagarias [9, 10] local pyramidal algorithm a solution is proposed. A
brief theoretical description and MATLAB program are provided.

Let ¢ be the scaling function of a compactly supported wavelet generating an orthogonal
MRA. Suppose the support of ¢ is [0, N]. Let x € (0, 1), and let dyad(x) = {d|,d>.....,d,....} be
the set of 01 digits in dyadic representation of x (x = Zji, d;277). By dyad(x,n) we denote the
subset of the first » digits from dyad(x), i.c. dyvad(x.n) = {d\,d>,...,d,}.

Let h = (ho, h. ..., hy) be the vector of wavelet filter coefficients. Define two N x N matrices

as
To=V2hy j Dicijey and Ty = V200 )< jen (A3)
Then

Theorem 3( Daubechies and Lagarias [10])

$(x) P(x) o ¢(x)
Pplx+1) Ppx+1) Plx+ 1)
1111’1 Td‘ 'ng ‘“Tdﬂ = ) (A4)
Pplx+N—-1) Ppx+N-—-1) - px+N—-1)

The convergence of ||Ty, - Ty, - Ty, — T, - T, - Ty, || to zero, for fixed m, is exponential and

constructive, i.e. effective bounds, that decrease exponentially to 0, can be established.

Example

Consider the DAUB 2 wavelet basis (N = 3). The corresponding filter is ((1 + \/5)/4><
V2,3 = V/3)/4V2,(3 4+ 1/3)/4V/2,(1 — \/3)/4\/2). According to (A3) the matrices Ty and 7

are given as

VN VSTV

1
Ty = V333 15| and T, = VAR ERVARE IRV
r} 3 3 1 r}

4

s /i
0 i T i

=

0 R

1

If, for instance, x = 0.45, then dyad(0.45,20) = {0, 1, I, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0,
I, 1, 0, 0, 1, 1}. The values ¢(0.45), ¢(1.45), and (2.45) are calculated as

0.86480582 0.86480459 086480336
7.= | 0.08641418 0.08641568 0.08641719
rediad(043.20) 0.04878000 0.04877973  0.04877945

By using the so-called two-scale equations, it is possible to give an algorithm for calculating
values of the mother wavelet, the function v, see Reference [I1]. For our purposes direct
calculation of wavelet coeflicients is unnecessary since, having scaling coefficients at some level
J, all wavelet coefficients at coarser levels can be obtained utilizing Mallat’s algorithm.



Analise de Multirresolucao

A analise de multirresolucao permite analisar os dados disponiveis em
varias escalas de resolucio. E como se pudéssemos “olhar” esses dados
por um microscOpio e ver seu comportamento em varias
“magnifica¢oes”

Formalmente, uma analise de multirresolugao (AMR) ¢ uma sequéncia crescente
de subespacos fechados {V},j € Z}, que aproximam L*(R), isto &,
(MR1) ...CcV 4 CcWcCVicC...
(MR2) L*(R) = U; v

(MR3) N,V = {0}.

A idéia que esta por tras dessas relagoes é a seguinte. Considere uma fungao
f de Ls(R), e queremos obter aproximacoes a f em varios niveis de resolugao.
Cada subespago V; serd constituido por fungoes aproximantes, sendo que a melhor
aproximacao ¢ obtida considerando-se a projecao ortogonal de f sobre cada V. Se
f j(x) indicar tal projecao, entao,

Vo(x) € Vi, lg(a) = f(@)l| = |1 fi(x) — f(a)].

| o el ’ ~ . y
O fato que V; C Vj4 significa que, ao passar do nivel de resolugao j (ou escala 27)

para o nivel de resolugao (j+1), ganhamos informagao (ou adicionamos “detalhes”).

A medida que a resolugao aumenta (j — o0), a fung¢ao aproximada converge para a
fungao original e obtemos (MR2).

Por outro lado, quando aproximamos f a niveis de resolucdo cada vez menores,
perdemos informacao. Ou seja, para j — —oc¢, a aproximagcao de [ converge para a
fungao nula e temos (MR3).

Numa AMR, o espaco V1 € obtido de Vj escalando-se as fungoes aproximadoras
pela razao dos respectivos niveis de resolugao. Ou seja,

(MR4) [(1) € V; & f(2t) € Vi, Vi



Pode-se provar (Mallat, 1989a, b) que existe uma fungao ‘qb € Lg(R)‘ (a funcao
escala), tal que {@;x(t).k € Z} ¢ uma base ortonormal de V,-,‘ onde ¢;x(t) ¢ dada
por (4.8).

A informagao que é perdida, quando “descemos”de| V. para V; (o “detalhe”
perdido), pode ser representada pcl(% espaco W;, complemento ortogonal de V; em
Viy1, isto €,

(MR5) Vioy = V; & W, W, LV,

onde & representa soma direta. Segue-se que V; = @"’;L oo Wi

Defina 1(t) por (4.9). Entéo, pode-se mostrar que {1, ;. k € Z} forma uma base |
ortogonal para W;. Como U;V; = U;W; é denso em L*(R), as fungdes {¢4.j €

Z,k € Z} formam uma base ox'tbgOIlal para L2(R).

Dada f de L*(R), existe .J tal que f; € V; aproxima f. Se‘ gi € Wi, fi € Vi, por
(MRb5), temos
fr=Ffi-1+g95-1
e repetindo o argumento,
S=fr=gratgret tor vt froan (4.21)

Dizemos que (4.21) é uma decomposicao de f em ondaletas. Observe que fr_nr
¢ uma combinagao linear das ¢;_sx e g; sao combinacoes lineares das ¢, j =
J—-M, ...,J—1.

Exemplo 4.5. Na Figura 4.2, temos um sinal que consiste na execugao, numa
flauta, de um fraseado nao ligado, tréemulo dedilhado, com as notas sol (G4) e
si (B4) da segunda oitava. Temos T = 27 = 131072 pontos. Na Figura 4.3,
temos uma analise de multirresolucao, usando a ondaleta d16. O nivel 16 é o mais
fino nessa andlise, enquanto que o nivel 1 é o mais grosso. A Figura 4.4 mostra
a distribuigao de energia da série, evidenciando o fato que praticamente toda a
energia esta concentrada nos niveis de 11 a 14, sendo o nivel 12 o mais energético.
Do ponto de vista musical, o nivel 16 corresponde ao ruido provocado pelo sopro do
instrumento, enquanto que os niveis 1 a 6 sao praticamente inaudiveis.
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Figura 4.2: Fraseado Nao ligado em Flauta, notas sol e si.
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Figura 4.3: Andalise
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Figura 4.4: Distribuigao de energia da série da Figura 4.2.



Ondaletas Periodicas

A tinica base natural de ondaletas em [0, 1] é a base de Haar. Para obter bases
ortogonais em [0, 1] com outras ondaletas é nece%sério periodiza-las.

Comecgamos especificando uma fungao escala ¢ € Lo, que determina a ondaleta
mae .

Definimos
it Z(X)Jk (t+n), (4.23)
nez
€
Pi(t) = D> Vit +n). (4.24)
neL

Esta operagao muda somente as ondaletas cujo dominio contém pontos z, x + 1
etc, para algum z. Se o suporte da ondaleta estd contido em [k, k + 1], entdo a
ondaleta permanece a mesma, somente transladada para o intervalo [0, 1]. Note que,

Gik(t) =212 "¢ (20t +n—27k)) =272 " ¢ (21t +1')) = djo(t), (4.25
J J
neZ n’EZ

se 277k é um inteiro, isto é, se j < 0. Segue-se que se j < 0, entdao ¢;i(t) = 27.

De modo similar, podemos mostrar que 1;;(t) = 0, para j < 0.
As fungoes periodizadas definem uma AMR ortonormal sobre L?([0, 1]). Os su-
bespagos correspondentes sao dados por

V; = span ggxk,, k=0,1....,27 -1 4.26
J j

J/; = span {I,Bjk, k=0,1,...,2/ — 1} (4.27)
Para todo Jy > 0 a seguinte decomposi¢io de L2([0, 1]) vale
o, =V | P W) (4.28)
i=Jo

Também,

/f (t)dju(t) dt = /f (t)pjk(t (4.29)

na qual f(z) = f({x}), para {z} =z — [¢].



Observe, também, que

LR =PW,=Via PW, =V, e W,

JEL 720 Jj=io

para algum inteiro jo, de modo que, para qualquer f € Lo(R), podemos escrever

F8) = djpti(t)
3.k
= Cionbion )+ 3D djtdii(t), (4.22)
k

iZin k

=D cordor(t) + DY dixthin(t)
;

i>0 &

onde na terceira relacao tomamos jo =0 e

%kz[%fW%AW%

b= [ o



