Suavizacaao por Meio de Ondaletas

O principio do encolhimento por meio de ondaletas (wavelet shrinkage)
tem por objetivo a reducdao (e mesmo remoc¢ao) do ruido presente num
sinal, diminuindo (ou zerando) a magnitude dos coeficientes de ondaletas.

Neste capitulo introduzimos a técnica de encolhimento chamada
limiarizacao (thresholding) por meio de ondaletas.

Os trabalhos principais nesta area sao os artigos de Donoho e Johnstone
(1994, 1995, 1998), Donoho et al. (1995, 1996a, 1996b), Johstone e
Silverman (1997), Vidakovic (1998, 1999) e Antoniadis et al. (2002). Os
principais trabalhos concentram-se na area de regressao nao parameétrica.

Filtro L suaviza uma série de entrada, enquanto H produz os detalhes.

Quando os coeficientes que representam detalhes sao pequenos em
grandeza, eles podem ser omitidos, sem afetar substancialmente a
reconstrucao da entrada. Assim, a ideia de limiarizar os coeficientes de
ondaletas corresponde a eliminar (ou encolher) detalhes que
correspondem a ruido.

O procedimento de limiarizagdo corresponde a uma operagao de
suavizacao. No caso da analise de Fourier, limiarizar coeficientes de Fourier
afeta o resultado globalmente, dado o carater ndao local de senos e
COSSenos.

Uma transformada de ondaleta dos dados preserva a “energia”: a soma dos
quadrados dos dados é igual a soma dos quadrados dos coeficientes de
ondaletas, mas essa energia ficara concentrada em poucos coeficientes de
ondaletas. Isso significa que uma fung¢ao de interesse sera descrita por um
numero pequeno de coeficientes de ondaletas. Por outro lado, ruido i.i.d.
gaussiano é invariante por uma transformada ortogonal, e passa para o
dominio de ondaletas nao afetado.



Uma outra propriedade da transformada de ondaletas (como a de Fourier)
€ que os dados transformados tornam-se aproximadamente nao

correlacionados.
Escolha do Limiar

dois problemas:
e aescolha do esquema (ou politica) de limiares;
e aescolha dos parametros que governam esse esquema.

5.2.1 Escolha do Esquema

Dois esquemas tradicionalmente utilizados sao os segnintes:

(i) Limiar Duro (LHard Thmshoidt definido por

Ho oy 0, selz|<A .
o (@) = {:11__ se |z > A. (5-1)

(ii) Limiar Suave (Soft Threshold), definido por

0, se |z| <A
seon U, < -
oN(x) = {sign{:r.)(|.-r| —A), selz| = A (5-2)
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Figura 5.1: Limiar duro e suave.

A Figura 5.1 mostra como esses dois esquemas agem. Note que (i) é do tipo
“mata” ou “preserva”, ao passo que (ii) é do tipo “mata” ou “encolhe” (reduz o

tamanho da quantidade A).



5.2.2 Escolha dos Parametros

Para a escolha do parametro A, que aparece em (5.1) e (5.2), podemos usar um
limiar global, aplicavel a todos os niveis, ou entao limiares que dependam do nivel
Jj, ou seja, para cada escala teremos um limiar A; .

Apresentamos, a seguir, as principais propostas, onde d; representa um coefi-
ciente de ondaleta genérico.

(P1) Universal

Donoho e Johnstone (1994) propuseram um estimador minimax para f no mo-
delo (5.11) abaixo, denominado RiskShrink, baseado em limiar duro ou suave e num
parametro A, obtido pela minimizacio de um limite superior tedrico de risco as-
sintotico. Contudo, sugeriram depois um método alternativo, baseado no seguinte
resultado para v.a.’s normais.

An = Ajn =0/ 2logn, (5.4)

que ndo depende da escala e é chamado universal. O nivel de ruido o tem que ser
estimado a partir dos dados. Veja abaixo e Donoho et al. (1995).

Esse limiar conduz a estimadores que subestimam f, pois a tendéncia é eliminar
ou reduzir muitos coeficientes, especialmente em niveis de resolucédo altos.

(P2) Donoho et al(1995) usam uma variante do limiar universal, a saber

)‘n =a QIOT—gl(n) (5,5)

Esse limiar tem propriedades similares ao universal.
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Figura 5.2: Reconstrucan com limiar suave.
(a) Doppler mais ruido gaussiano, ¢ = 0,12; (b) Universal;
(c) Sureshrink, (d) Minimax.
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Na Figura 5.3(a), temos os dados (Data), a reconstrucao (Signal) e os
residuos (Resid) no canto superior esquerdo. No canto superior direito
temos um box-plot dos coeficientes da transformada de ondaletas dos
dados originais, com os limiares minimax superpostos como retas
horizontais. Supde-se que qualquer coeficiente entre as retas seja igual a
zero. No canto inferior esquerdo temos os coeficientes da transformada
discreta, e no canto inferior direito um grafico em barras, decompondo,
para cada cristal, a energia devida ao sinal e ao ruido.

Na Figura 5.3(b). No anto superior esquerdo temos os coeficientes de
ondaletas dos residuos e no canto superior direito um grafico da fungao de
autocorrelacao dos residuos, mostrando que algumas correlagdes sao nao
nulas. No canto inferior esquerdo temos um grafico quantil-quantil, com os
guantis da normal padrao no eixo horizontal. Finalmente, no canto inferior
direito temos um histograma e um estimador da densidade dos residuos.
As duas ultimas figuras mostram a assimetria dos residuos.



Regressdo Nao Paramétrica

5.3.1 DModelo com delineamento regular fixo, erros i.i.d. normais

Considere o modelo
y'i:f(ti)+€j, i :1,2, wae g Ty (511)

onde &; ~ i.i.d. N(0,0%), 0> < o0 e ti =i/n.

No caso usual de regressio paramétrica, supoe-se que f obedeca a um modelo
particular, por exemplo, uma funcio linear de p parametros #y, ..., #,. A estimacio
dos parametros é feita usando-se minimos quadrados ordinarios. Na situagdo do

modelo (5.11), iremos supor que f pertenca a uma classe de funcdes satisfazendo
certas condicoes de suavidade.

O enfoque tradicional usa estimadores baseados em|m.’1cleos (kemeis]L |sph'nes|e

séries de Fourier| Uma revisio excelente sobre métodos nfio paramétricos em séries

temporais é dada por Héirdle et al. (1997). Veja também Ogden (1997).

Contudo, esses métodos|nﬁ,o S0 a,daptativos,| no sentido que os estimadores re-
sultantes podem aleancar taxas de convergéncia nais baixas|se a regularidade (su-
avidade) da funcao f for mal epecificada. Para obter estimadores que jsio adapta-
pode-se usar, por exemplo, o 1nétodo| kernel com largura de faixa [bu-ndwidth)|
variavel| ou entio, usar que conduzem a procedimentos que sao adapta-
tivos e quase otimos sobre classes de funcoes com regularidades nio homogéneas e
isso é conseguido por meio do procedimento de limiarizacio.

Se fi = f(ti), o objetivo é estimar £ = (f1, ..., fa) , com o menor erro quadratico

médio, ou seja, queremos minimizar Rao( f, f) = E|| f —f ||% para alguma classe de
funcées dada, F, c011‘1||f||% =%, ff.

Aqui, f é estimada por

. 2i0-1 J 21 .
f@) =3 tastinr@ + 30 3 dist(@), (5.12)
k=0 J=in k=0

na qual &, e d;; sio os coeficientes de ondaleta empiricos. A seguir aplica-se um

limiar (duro ou suave) aos coeficientes d; j
O procedimento do encolhimento consiste nos trés estagios seguintes:

(1) Tome a transformada de ondaletas discreta de iy, ..., ¥,, obtendo-se os n
coeficientes de ondaletas d; g, que sfo contaminados por ruido.

(2) Use limiares (thresholds) para reduzir ou anular aqueles coeficientes abaixo de
certo valor. Obtemos, nesse estagio, os coeficientes desprovidos de ruido.

(3) Tome a transformada de ondaletas inversa dos coeficientes do estigio (2) para
obter as estimativas f;.



A transformada (4.46) aplicada ao modelo (5.11) produz
Wy = Wi+ Wse (5.13)

e como W é ortogonal, ela transforma ruido branco em ruido branco, isto €, se w;
sio os coeficientes de ondaletas de f(#;), podemos escrever

djk = Wik + 02k (5.14)

onde z;p ~ii.d N(0,1), j=0,1,....J—1, k=0,1,...,27 — 1, d_10= coo.
Ou seja, (5.14) nos diz que os coeficientes de ondaletas de uma amostra com

ruido podem ser escritos como os coeficientes de ondaletas sem ruido adicionados a

riido branco.

5.4.2 Estimacao de Densidades

O interesse aqui é estimar uma funcio densidade de probabilidade f(z) com base
nas observacoes Xy, ..., X;, que constituem uma amostra de f. Para uma revisio
dos métodos usuais, veja Silverman (1986).

Considere a expansao

f(.l') = z ﬁ’f,kqﬁg‘_k(ﬂf?) + z z ,Sj:kﬁ'lj’k(x), (5.53)
k

jzt k

onde o0s coeficientes sio estimados por

1
e =n"") dox(Xi), (5.54)
i=1
' n
Bik=n""Y " k(X0 (5.55)
i=1

Para estimar f, usamos limiares para obter
Bik = 09 (Bik, Aj), (5.56)

onde ) representa uma politica de limiar dura ou suave e Aj um parametro que
varia de nivel para nivel. Em geral, nao aplicamos limiares aos coeficientes &y .

Assim como em regressiao nao paramétrica, estamos interessados em medidas de
erros globais do desempenho dos estimadores sobre classes de regularidade suficien-
temente amplas. O estimador de f, obtido substituindo-se os Sj._k em (5.53), atinge
um desempenho quase otimo, em termos de taxas de convergencia.

Donoho et al. (1996b) utilizam limiares dados por

. {,éj{k, se |3k > KC(j)y/n (5.57)

Bjk = .
' 0, caso contrario,

com C(j) =+/j e K constante.

Delyon e Juditsky (1993) usam os limiares de (5.57) com C'(j) = /j — £. Johns-
tone et al. (1992) usam A; = A./j, com A constante. Veja também Hall e Patil
(1995).






