Processos Nao Estacionarios

processos nao estaciondrios, varias tentativas foram feitas para tratar
formas especiais de nao estacionariedade no dominio da frequéncia,
espectro dependente do tempo.

Processo estacionario: f(A)
Processo ndo estaciondrio: um espectro f(t, A).

Processos localmente estacionarios:
Fung¢do de covariancia:

(t1,2) = CovfX (1), X (12))

t1+ 1o
2

&

Y(t1,t2) = m( )1 (t —1t2), (6.1)

na qual m(t) = 0 e v;(t) é uma funcio nio negativa definida (fun¢io de covariancia
estaciondria). Para m(t) constante, temos um processo estaciondrio. Escrevendo-se
(6.1) na forma

T .I] = m(t)y1(7), (6.2)

W+t —3

o carater de estacionariedade local fica evidente.

Outro exemplo é g processo uniformemente modulado |(Priestley, 1981)

X (t) =e(t)Y (1),
no qual Y (t) é estaciondrio e ¢(t) é uma fungio moduladora. Segue-se que

x (t1, t2) = e(ti)e(ta)yy (E1 — t2).



Dado um processo {X(t),t € R}, estaciondrio, de média zero, um resultado
fundamental é a representacio espectral dada em (3.37), isto é,

X(t) = / e™MdZ(N), (6.3)
—00
tal que
/ el P12t g — §(N) — Ag) (6.4)
—00

e {Z(A),A € R} é um processo com incrementos ortogonais, no sentido que
E{dZ(M)dZ(Xa)} = 6(A — A2)dF (M) dAs. (6.5)

Por outro lado, a funcéo de autocovariancia de X (t) pode ser escrita como em
(3.31),

y(r) = f ¥ N aR(), (6.6)

—o0

sendo F a funcio de distribuicio espectral do processo. Se essa for ahsolutamente
continua (com relagio 4 medida de Lebesgue), entdo dF(A) = f(A)dA e f é a funcgio
de densidade espectral.

Para processos nao estacionarios, as relagoes (6.3)-(6.6) nio sao vilidas. Teremos
que relaxar (6.4) ou (6.5).

Espectros Dependentes do Tempo

Como requisito basico, gostariamos que o conceito de frequéncia fosse preservado,
quando definissemos espectro dependente do tempo, f(t,A), digamos. Algumas
condiges podem ser impostas a f(f,A), como por exemplo:

i) f(t,A) é real, nao negativo;
ii) f(t,A) reduz-se a f(A) no caso estaciondrio;

iii) f(t,A) é compativel com translacoes no tempo e frequéncia, ou seja, se Y (t) =

X (t — s)e™ entao fy (t,A) = fx(t — s, X — Ao);

iv) f(t,A) pode ser estimado eficientemente a partir de uma 1inica realizacio do
processo.



H& basicamente duas propostas (Loynes, 1968). Uma, construir f(¢,A) a partir
da funcao de covariancia, y(t; — t2). Mas pode-se mostrar, no entanto, que nio
¢ possivel obter nm espectro evolutivo de maneira univoea e que satisfaga as pro-
priedades (i)-(iv). Outra proposta é construir um espectro dependente do tempo
diretamente a partir do processo.

Hé duas abordagens possiveis neste caso (Flandrin, 1989):

1) Preservar (6.4)-(6.5), mas abandonar senos e cossenos e perder o conceito de
frequencia.

2) Preservar o conceito cldssico (estaciondrio) de frequéncia e aceitar alguma
correlagiao em (6.5).

6.2.1 Solucgoes que Preservam a Ortogonalidade

Nesta abordagem, podemos considerar decomposicies de Karhunen, espectros
evolucionarios de Priestley, espectros evolutivos de Tjpstheim e Mélard, espectros
evolucionarios racionais de Grenier, dentre outras sugestoes.

Se no lugar das exponenciais complexas considerarmos outra base de funcoes
o(t,\), com

o
X = [ et Nz, (6.7)

— o

de modo que X () seja um processo estocdstico de segunda ordem e
e
[ et e A = 50 — o)
— o

obtemos a chamada decomposicdo de Karhunen. Nessa representacio, temos orto-
gonalidade, mas A nao tem interpretaciao como frequencia.
Segue-se que a fungao de covariancia é dada por

Y(t1,t2) = fm p(t, A)p(ta, N)dE(A), (6.8)

—o0

na qual dF(A\) = E{|dZ()\)|*} e
- 2
Var(X(0)} = [ elt. NP (69)
—o0
Dessa relagao, parece natural definir o espectro dependente do tempo como

dI;(\) = |(t, N)[PdF (X), (6.10)

que no caso de termos continuidade absoluta em relagio a medida de Lebesgue, com

dI(\) = k(t,\)dw, dF(X) = f(\)dw, Tesulta
k(t,A) = lo(t, V)P F (V). (6.11)

Esse espectro ¢ nao negativo e reduz-se ao espectro usual no caso estacionario.



Priestley (1965, 1981) considerou uma representacio de X (t) que é caso parti-
cular de (6.7), a saber

(s 4]
X(t) = / A(t, NeMdZ (), (6.12)

—o0
na qual Z(\) é um processo ortogonal tal que E{|dZ()\)|?} = du()\), para alguma
medida p. Ou seja, o(t,\) = A(t,A)e!. Processos que admitem a representacio

(6.12) sao chamados oscilatorios. A funcao A(t, \) é suposta variar lentamente na
vizinhanca de t e admitir a representacio

At ) = ]w edK, (6), (6.13)

sendo que |K(6)| tem um maximo absoluto em # = 0.

A funcao de covariancia pode ser escrita na forma

(s, t) = [ A VA NN du(), (6.14)
da qual se obtém
Var{X (t)} = /_ JA(t, \)|2dp(N). (6.15)

Analogamente ao que acontece no caso estaciondrio, como a variancia é uma
medida da poténcia total da série no instante ¢, definimos o espectro evoluciondrio
no tempo t e frequéncia A como

dH (t,\) = |A(t, \)|2du(N). (6.16)

No caso de continuidade absoluta em relacio a medida de Lebesgue, isto é,

dH (t, ) = f(t,A)dX e du(A) = f(A)dA, obtemos

F(EA) = AN FN). (6.17)



Observamos que a defini¢io (6.16) depende da escolha da familia de fungoes
oscilatérias F = {A(t,A\)e™}. Para processos estaciondrios, A(t,A) = 1. Uma
dificuldade encontrada é saber se dado processo pertence ou nio a classe JF.

Para o processo uniformemente modulado definido acima, temos

dH (t, \) = 2(t)dFy ()).

Se
w .
A(t, ) =/ h(t, s)e~™%ds,
e
YO = [ eNazy(v,
—o0
entao

oo
X(t) = / h(t, )Y (t — s)ds,
e
e podemos pensar um processo oscilatorio como a saida de um filtro linear, variando
no tempo, sendo a entrada um processo estacionario.

O espectro evolutivo de Tjestheim e Mélard surge quando consideramos a re-
presentacio de Wold de um processo nio estacionirio. Analogamente ao caso esta-
cionario, podemos considerar

X(t)= Y ht,s)z(s), (6.18)

8=—00

onde £(t) ~ RB(0,1). Em (6.18) temos um filtro linear, mas variando no tempo,
sendo a entrada um ruido branco. O processo niao estacionario X (t) é a saida de tal
sistema. Como £(t) ¢ estaciondrio, podemos escrever

m
e(t) = / eMAE(N),
—T
sendo E(A) um processo com incrementos ortogonais. Substituindo em (6.18) obte-
mos .
X(t) = / ot NE(N), (6.19)
-
com p(t,\) = S0 ___ h(t,s)e¢. Logo, (6.19) é também um caso particular de (6.7)
e podemos definir o espectro evolutivo de Tjestheim e Mélard por

t
T(t,A) =] > ht,s)e™, (6.20)

s=—00

que é real, ndo negativo e reduz-se ao espectro usual no caso estacionario. Veja
Tjestheim (1976) e Mélard (1978) para detalhes. Uma desvantagem aqui é que nio
hd uma relacio biunivoca entre o espectro e a funcio de autocovariancia.



6.2.2 Solugoes que Preservam a Frequéncia

Aqui, (6.5) é substituida por

E{dZ(M)dZ(A)} = D(A1, Ag)dAqdAg, (6.21)

ou seja, temos uma funcio de distribuicdo bidimensional, que ndo é concentrada na
diagonal Ay = Ag, como no caso estacionario.
Um processo nao estaciondrio diz-se harmonizdvel se

0o poo
f / |‘I‘(A1, ,\ledz\ld)\g =< O0. (6.22)
—00 J —o0o

Neste caso,
X0 s ] .
7 (s,1) = / / (s=N0F (A Ag)dArdAg, (6.23)
—oo J—oo

que é a andloga de (6.6). A relagio (6.22) é chamada condigio de Loéve. Vemos,
também, que (6.23) é andloga a (3.31) e, portanto, y(s,t) e ®(Aj, A2) constituem
um par bidimensional de Fourier. O natural seria considerar uma descri¢do na qual
a fa.c.v. e o espectro dependente do tempo, f(t,A), fossem um par de Fourier.

Tal descricao conduz ao espectro generalizado de Wigner-Ville, que tem como caso
particular o espectro de Wigner-Ville, definido como

o 4]
W(tA) = / Nt — /2, +7/2)e N dr

—o0

— / " BN —6/2,\+60/2)e "dg. (6.24)

—o0

Para sinais deterministicos, Wigner (1932) introduziu em mecénica quantica a
funcao

o0
W(tA) = / o(t +7/2)F(t — 7/2)e N dr, (6.25)
o
chamada distribuigao de Wigner-Ville, pois Ville (1948) a usou em teoria dos sinais.
Note que (6.24) reduz-se a definigiio cldssica de espectro no caso estaciondrio, mas ela
carece de uma interpretacio fisica adequada e, ainda, pode tomar valores negativos.

No caso de um processo nao estacionario discreto {X;,t € Z}, o espectro de
Wigner-Ville é definido por

1 .
W(t,\) = gz vt —T/2,t+T/2)e Mt Z, |A| <. (6.26)
T



Exemplo 6.1. Vamos considerar o processo uniformemente modulado

Y(t) =e(t)X (1),

no qual c(t) = exp{—(t — 500)%/(2(200)?)} e X () é um processo estaciondrio, dado
por X(t) =0,8X(t—1)—0,4X(t—2)+=(t), com £(t) ~ RB(0,1),t=1,2,...,1000.

Na Figura 6.1 apresentamos, no painel superior, o espectro e log-espectro de tal
processo e trés estimadores, que serdo discutidos no Capitulo 8.

Figura 6.1. Espectro de um processo uniformemente modulado.

6.3 Processos Localmente Estacionarios

Os enfoques tratados na segao anterior apresentam uma dificuldade intrinseca
ao estudo de processos nao estacionarios: nao se pode estabelecer uma teoria as-
sintdtica adequada que permita obter vieses, variancias e distribuicoes assintoticas,
na eventualidade quase sempre presente de nao se poder obter essas propriedades

para amostras finitas.



No caso de processos estacionirios, o aumento do tamanho da amostra, T', con-
duz a mais informagoes do mesmo tipo sobre o processo, dado que a estrutura
probabilistica nao se altera por translacées do tempo. Mas, se o processo for nio es-
taciondrio, observado parat =1, ...,T, para T — oo, nio iremos obter informacéo
sobre o processo no intervalo inicial.

Considere o seguinte exemplo, devido a Dahlhaus (1996). Seja

thg(f:lXt_l—l-E't, t=1, T

onde g; ~ i.i.d N(0,07) e g(t) = a + bt + ct>. Entdo, podemos ter, por exemplo,
lg(t)| < 1 em [1,7] , mas g(t) — oo, quando T' — oc.

Essa dificuldade levou Dahlhaus (1997) a introduzir a classe dos processos local-
mente estaciondrios. A ideia é considerar uma teoria assintética, tal que T — oo
nao significa “olhar o futuro”, mas “observamos” g(f) numa grade mais fina, mas no
mesmo intervalo, ou seja, consideramos

Definigao 6.1. Uma sequéncia de processos estocasticos {X;r, t =1, ..., T} é
chamada localmente estaciondria, com funcdo de transferéncia A° e tendéncia i, se
existe uma representacao da forma

t T ;
Xur =n(p)+ [ ATrOea), (6.27)
—m
tal que:
(i) £(A) é wm processo estocdstico sobre [—m, m|, com & ) E(=A), E{f( )} =0,
e com incrementos ortogonais, isto 6, Cov{d&(\), d&(N)} = 8(A — N )dA;

(ii) existe uma constante K > 0 e uma fungao suave A(u, \) sobre [0,1] x [—m, 7]
que tem periodo 2m em A, com A(u, —\) = A(u, A), tal que, para todo T,

sup A7 r(A) — A(%, AN <KT™ (6.28)

As fungoes A(u, A) e p(u) sdo supostas continuas em u. A regularidade da funcao
A(u, X) em u controla a variacao local de A?.-(\) como funcio de t, dando o carater
localmente estacionario para o processo X¢ 7.

A definicao acima pode ser simplificada, sem perda de muita generalidade, subs-
tituindo Af -(A) por A(u, A) em (6.27).



Definigao 6.2. O|cspcctr0 Cvolucjoné.rio|do processo localmente estacionario X;

¢ definido por
Flu, A) = |A(u, )2 (6.29)

Pode-se demonstrar (Neumann e Von Sachs, 1997) que f(u,A) é o limite em

média quadritica de
1 »
T(u,\) = EZ Cov{Xpur—s/o) 1 Xjutsssorte
8

que é similar ao espectro de Wigner-Ville, definido em (6.26).

Exemplo 6.2. (i) Seja Y; um processo estaciondrio, com densidade espectral fy (A)
e pt,0 fungdes reais, definidas em [0, 1].
Considere o processo modulado

Xor = p(t/T) + o(t/T)Y;. (6.30)

Entdo, Xy 1 ¢ um PLE com A7 (A) = A(t/T.A) e f(u, A) = o (u) fy ().

(ii) Considere 5y ~ RB(0,0?) e

Xir =Y ajt/T)ey, ao(u)=1. (6.31)
=0

Segue-se que esse é um PLE com

£7(\) = A(/T, N —{Za,-, ey )

2
e flu,A) = |A(u, \)|".
Um caso particular desse modelo linear geral com coeficientes variando no tempo

¢ um modelo de médias méveis, supondo-se que a;(u) =0, j > q.

(ili) O processo autorregressivo

P
> bi(t/T) Xy = o(t/T)er,  bo(u) =1, (6.32)

j=0

sendo £, ~ RB(0,1), é também um PLE com fungio de transferéncia

1+Zb e A~

Veja Dahlhaus et al. (1999) para detalhes sobre esse processo.

ot

J(u

Alu, ) =

ﬁ



(iv) O processo autorregressivo e de médias méveis

P q
> bt/ T)Xe—jr =Y a5(t/T)er—y;, (6.33)
0

J= Jj=0

com ag(u) = by(u) =1 e s ~ iid. (0,0%(u)), é um PLE com espectro dado por

_ o2(u) =5 aj(u)e“jl2

FliR— |
2T |Z§:O bj(u)ei/\j‘Z

(6.34)

Por analogia com (6.6), a covaridncia local de lag k e tempo wu é definida por

c(u, k) = i fu, N)e¥*d. (6.35)

-

Nao ¢é dificil mostrar que

Cov{ Xpur) > Xpurisnr} = clu, k) + O(T™), (6.36)

uniformemente em u e k.

Os dois exemplos a seguir foram considerados por Dahlhaus et al. (1999).
Exemplo 6.3. Vamos considerar o modelo AR(2) dado por

Xt,_T =+ !I.l(t/T)Xt_l__T + ﬂ.g(t/{T)Xt_Q’T = Ef.

onde &; sdo v.a.’s i.i.d. normais, com média zero e variancia um, parat =1,2,--- T,
e coeficientes dados por

a1 () = ~1,69, 0<u<06
W= —1.38, 06<u<1

ag(u) =0.81 0<u<l.

Na Figura 6.2 temos o processo localmente estaciondrio simulado, com T = 2048
observagoes.
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Figura 6.2: Processo LE do exemplo 6.3.

O espectro do processo {X; 1} é dado por

flu,d) =
= ! = 0<u<0,6, - m<A<T
B o7 4,52 — 6,12cos(\) + 1,62cos(2\)  — " -
1 1
= . -, 0,6 < 1, —T<A<T.
273,56 — 5,0c0s(\) + 1,62 cos(2\) Su<L m<A<T

Esse espectro estd mostrado na Figura 6.3 de duas maneiras: um grafico tri-
dimensional e um grafico tempo-frequencia. Vemos que o espectro tem um pico,
para t < 0,67 e outro, para ¢ > 0,67. Veja Dahlhaus et al. (1999) e Dahlhaus

(2012).
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Figura 6.3: Espectro do exemplo 6.3: grifico tridimensional e imagem
tempo-frequencia.

Exemplo 6.4. Consideremos o mesmo processo AR(2), com coeficientes variando
no tempo, do exemplo 6.3, mas agora com aq(u) substituido por

a1 (u) = { —1,8cos(1,5 — cos(4mu + ), seu< 0,25 0uwu=>075
—1,8c0s(3,0 — cos(dmu + 7/2), se 0,25 < u < 0,75.
Na Figura 6.4 temos o grafico dessa funcio. O grifico da série gerada, com
erros normais de média zero e variancia 1, e com 1024 observacoes, esta na figura
6.5. O espectro de X;r estd na Figura 6.6, na forma tridimensional e na forma
tempo-frequéncia.

7

W T

Figura 6.4: Coeficiente a1(u) para o exemplo 6.4.
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Figura 6.5: Grafico da série localmente estacionaria do exemplo 6.4.
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Figura 6.6: Espectro do exemplo 6.4: grifico tridimensional e imagem
tempo-frequencia.

6.4 Processos de Ondaletas

Nason et al. (2000) introduziram uma classe de processos, denominados proces-
sos de ondaletas localmente estacionarios, que estende a teoria de Chiann e Morettin
(1998). A ideia é obter uma representagio de séries temporais que tenham a estru-
tura de segunda ordem variando no tempo. Vimos, nas secbes anteriores, que uma
possibilidade é considerar os processos oscilatorios de Priestley, ou os processos lo-
calmente estaciondrios de Dahlhaus, por meio de uma fun¢io A¢(\), que varia no

tempo. O enfoque aqui consiste em substituir senos e cossenos por um conjunto de
ondaletas discretas nio decimadas.



Sejam {f;} e {hy} os filtros passa-baixo e passa-alto usados na construcao das
ondaletas de Daubechies. Inicialmente sao construidas ondaletas discretas com su-
porte compacto ¥; = (¥j0,...,¥jn; 1), de comprimento N;, para a escala j < 0,
usando:

Y_1n = Z hnokbo = hn, n=0,1,...,N 1 —1,
3

?1!'»'}_1__71 = Z fn—?k'f,ﬂfl'j_.k-, n = O._, 1, - ,j\'rj_l — 1,,
k

ondedy  é o delta de Kronecker e Nj = (277 —1)(Nj — 1) + 1, sendo Nj o mimero
de elementos nio nulos de {f}.
Por exemplo, no cado de ondaletas de Haar e j = —1, —2, temos

1

Y1 = (ho, 1) = —=(1,-1),

2

S

1
_y = (foho, {1ho, lohy, b1hy) = 5{111, —1,-1).

Exceto para o caso de Haar, as ondaletas discretas /5 nao sao versoes amostradas
das ondaletas continuas associadas ¥(z). O fato importante é que as ondaletas
discretas nao decimadas podem ser transladadas para qualquer posicio definida
pelas ondaletas de resolugdo mais fina no algoritmo de Mallat, e ndo somente por
translacoes de 277, como na DWT.

Definamos 1 ; como o k-ésimo elemento do vetor ¢ e ¢ x(7) como o k-ésimo
elemento do vetor V;_r), ou seja, ¥ (T) = ¥ x—r, para cada escala 7.

Definicao 6.3. A sequéncia duplamente indexada {X;7,t=0, ..., T—1, T > 1}
diz-se um processo de ondaletas localmente estaciondrio, com respeito & base de
ondaletas {1 (t),j, k € Z}, se

1
Xir = Z Z w; k75 k()& ks (6.37)

j=—J k

naqual T =27 >1, j=—-1.-2, ...,—J = —logy(T) e Wy 540 as amplitudes,
com as propriedades:

(1) {&x} € uma sequéncia aleatdria ortonormal, com E{&;} = 0, para quaisquer
j k. Logo, E{X; 1} = 0, para quaisquer t,T.

(2) Cov(&; ks Eem) = 7,60k m.-

(3) Para cada j < —1 existe uma fungdo W;(u) sobre (0,1), Lipschitz-continua,
satisfazendo:



(i) Zj_:l_l \W;(u)|? < co, uniformemente em u € (0,1);

(ii) as constantes Lipschitz L; sao uniformemente limitadas em j e

-1

Z 277L; < o0

j=—o00
(iii) existe uma sequéncia de constantes C; tais que, para cada T,
ok
sup | wjr = Wy(2) | < Cy/T.
k
onde, para cada j, osup é sobre k=0, ..., T —1¢e Zj;l_m C; < .

(4) A base {1} é ortonormal e as ondaletas tém suporte compacto.

Observe que a notagao para as ondaletas é diferente: |[—1 corresponde i escala

‘ de resolugao mais fina e —J a mais grossa.

A equacio (6.37) nos diz que X, p ¢ uma combinagcéo linear de ondas oscilatérias,
e portanto, a autocovariancia do processo também tera essa propriedade, mas nao
como no caso estacionario.

Exemplo 6.5. Processos de médias méveis de Haar. Considere o processo

XY =912, — 5 ), = ~ iid (0,1).

Este é um processo de ondaletas localmente estacionario, com wj g7 = 1, para
j=-1etodo k €Z, e igual a zero para os outros j, o mesmo valendo para Wj(u).
Também, £ 1 = cx e ¥;x(t) sdo as ondaletas discretas nao decimadas de Haar,
apresentadas acima. Os oeficientes do processo MA sio aqueles da escala —1 para
a ondaleta de Haar nao decimada.

Da mesma forma, podemos definir o processo de Haar MA(3), por meio de

9 _
Xf ) Yev+ o1 —er2—er3),

que usa a ondaleta de Haar niao decimada na escala j = —2, com wjxr = 1, para
Jj = —2 e qualquer k € Z e igual a zero para as demais escalas. Aqui, §_o} = &p.
De modo geral, podemos construir processos MA de Haar X t{ﬂ para uma escala
genérica j = —r, que serdo MA(2" — 1). Na Figura 6.7 apresentamos a juncio de
dois processos )dc médias moéveis de Haar: o processo X t[lJ’ com 256 observagoes, e

0 processo ng , para as seguintes 256 observagoes. Tomamos £, ~ N(0,1).
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Figura 6.7: Concatenacio de dois processos de médias maéveis de Haar.

Definicao 6.4. Considere
Si(z) =| W;(2) |, z € (0,1). (6.38)

A sequéncia {S;(2), j = -1, ...,—J(T)} é chamada o espectro evoluciondrio de
ondaletas da sequencia {X;r}, T > 1, com respeito a base {1; 1}

Segue-se da suposi¢io (3) da Defini¢ido 6.1 que

2, (6.39)

Sj(z) = rli_;mx| W 95 [2T);T

com Z;:l_x, S;(2) < oo, para todo z € (0,1).

Exemplo 6.5. (continuagio). Designando o espectro evolucionirio de ondaletas
para o processo de médias méveis de Haar Xf{r) por Sj.” (u), teremos que .‘5’J,{r.rTJ (u) =
5_jr, para todo u € (0,1), pois |W;(u)|? = 1, para j = —r e zero, caso contrério.

Na Figura 6.8(painel superior) temos o espectro de um processo evolucionrio de
ondaletas, que é a concatenac¢io de quatro processos de meédias moveis de Haar,
Xfm‘Xf{QJ._ X,:{‘JTJ e X t“'}? cada um com 128 observagoes. Vemos que temos o valor
S_1(u) = 1, para u € (0,128/512), para o espectro Xfm, na escala j = —1 etc.
Na Figura 6.8(painel inferior) temos a simulacao do processo associado. Vemos os
diversos comportamentos em cada intervalo de comprimento 128,
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Figura 6.8: Concatenagao de quatro processos de médias moveis de Haar simulados
(painel inferior)), a partir do espectro evoluciondrio (painel superior).

Assim como no caso localmente estacionario da secdo 6.3, a autocovariancia de
X1 € definida por

CT{'U., T) = COV(X[HT]__T]-. X[uT]+T_.T) (6.40)
e esta tende, quando T' — oo, para

-1

clu,m) = Y S;(u)Ty(r), (6.41)

j=—o0

para7T € Z, 0 < u < 1, chamada funcdo de autocovariancia local. Em (6.41), W;(7)
¢ a funcao de autocorrelacao de ondaletas, definida por

Wi(r) =Y k(0)k(r), j <0, 7EL (6.42)
k

Para processos estaciondrios, a dependéncia em u em (6.41) desaparece.

Exemplo 6.6. Para o processo MA de Haar X (V(t), temos qua cg:.)('r} = 02(0r0 —
1/26)7 1), que resulta ser W_(7).



Uma questao que surge naturalmente é: o espectro evolucionario de ondaletas é o
inverso da fungio de autocovariancia local? A resposta é afirmativa e para detalhes
veja Nason et al. (2000). Veja, também, a semelhanca de (6.41) com (6.35).

A proposicio seguinte fornece a ligagao entre processos estaciondrios e processos
de ondaletas localmente estacionarios. Para a prova, veja Nason et al. (2.000).

Proposigao 6.1. (a) Todo processo estaciondrio com funcdo de autocovariancia
absolutamente somédvel é um processo de ondaleta localmente estaciondrio. (b) Reci-
procamenbte, todo processo de ondaleta localmente estaciondrio, com a condicdo adi-
cional 3 _; 2778 < oo, é estaciondrio com autocovariancia absolutamente somédvel.



