Analise de Ondaletas

Espectro de Ondaletas

_ 2, [t—0
Pap(t) = a2 (T) , beR, a>0. (7.1)

Como vimos, uma escolha conveniente paraaebéa =277, b=k277, j k € Z,
de tal sorte que

Vik(t) =222t —k), j ke (7.2)
Como antes,
oo a
¥ = [ ey (7.3)
—00

¢ a transformada de Fourier de #(t), que pertence a La(R). Note que se Wy 5(A)
¢ a transformada de Fourier de ¥, ;(t), entao W, () = a'?e= " (a)). Podemos
pensar 2, 5(t) como um filtro linear, com funcdo de transferéncia W p(A).

7.2.1 Processos com tempo continuo

Consideremos um processo estocdstico X (f) com tempo continuo, de média
zero e funcdo de autocovaridncia (fa.c.v.) "}f(.sgt) = E[X{S}X(t)],‘ s,t € R. Se
X (t) for estaciondrio, sabemos que fy(s,t) =7{[s — I]]]e podemos escrever (1) =
Cov[X (t)X (t+7)] = E[X(t)X (t+7)]. Nessa secdo, nos baseamos em Li e Oh (2002).

Suponha X (t) com valores reais, continuo em m.q. e X(t) € La(R), para cada
t € R. Considere o filtro

Was(t) = /_ " X(8)bun(s — t)ds, (7.4)

que essencialmente é al transformada de ondaleta continua de X(t). ‘ Essa integral

deve ser entendida em m.q.
No caso em que a =277, b=k277, j k € Z, (7.4) fica

(s 4]
W, (t) = f X (8)4y0(s — t)ds, (7.5)
—oo
que é a transformada de ondaleta discreta de X (¢).
Proposicao 7.1. Parat,a,b fixos, a integral (7.4) serd bem definida se Vg p(u)10a p(v)

v(u+t,v+t) for integrdvel sobre (u,v) € R? e |1 p(s)|>v(s +t, s +t) for integrdvel
sobre s € R. Nesse caso,

EWasOF} = [ [ vua@usontu+too+ dude. (76)



Segue-se que a f.a.c.v. de W,(t) é dada por

(s, tiaba,b) = BWap(s)Wy y (1)
o0 X0
= / / Va bWy y (V)y(u+ s,v + t)dudv. (7.7)
—oo J—oo
Sea=a,b=0,s=tobtemos (7.6).

Observacao: As condigoes da Proposicao 7.1 estarao satisfeitas para qualquer on-
daletap ea >0, beR, t € R, se y(s,s), [ |y(u,v)|dve [|y(u,v)|du forem funcoes
limitadas de s, u, v, respectivamente. Essas condicoes estardo satisfeitas para todos
08 processos com variagdo limitada e se ¥(t) € Li(R).

Definicao 7.1. O espectro de ondaleta|instantaneo de X (t) no instante t é definido
por

n(t:a.b) = E{[Was(6)*}. (7.8)

Se n(t:a.b) for independente de t. como no caso de X(t) ser estaciondrio, entao
‘ n(a,b) é chamado espectro de ondaleta de X(t}\ para todo t € R. Nesse caso, e com
a=27,b=kF277 j k €Z, o espectro de ondaletas fica

Wik = [ X (t)¢x(t)dt. (7.10)
—00

Para uma ondaleta fixa ¢, o espectro de ondaleta pode ser visto como uma
transformacio de segunda ordem do processo estaciondrio X (¢). Dizemos que o
espectro de ondaleta n possui a propriedade de caracterizacdo se e somente se essa
transformacio for biunivoca. Se (1) e f(A) representam a fa.c.v. e densidade
espectral de X (t), estaciondrio, respectivamente, escreveremos

n(a,b) < (1) < f(A)

Teorema 7.1. Dada #(t), se (t) € L1(R) e se [;~ A~ | ¥(A)[*dA < oo valer para
algum o > 0, entdo o espectro de ondaleta tem a propriedade de caracterizacao para
processos estacionarios.

Corolario 7.1. Para qualquer ondaleta satisfazendo as condi¢des do Teorema 7.1,
com y(1) € Li(R), o espectro de ondaleta correspondente tem a propriedade de
caracterizacao para processos estacionArios.



7.2.2 Processos com tempo discreto

Considere um processo estocastico com tempo discreto {X;, ¢ € Z}. Nesse caso,
(7.4) é substituida por

Wi k(t) Z Xothjx(s —t), (7.11)

=—0a0

para j,k € Z. As definigoes de espectro instantaneo e espectro de ondaletas nao
mudam. A equacio (7.6) fica

E{|W, k(t)] }_ZZUJ" w)j p(v)y(u+t,v+t), (7.12)
e a fa.c.ovde Wj(t) fica
st ik, k) ZZUJ, w(0)y(u+s,0+1). (7.13)
W, = Z Xethj k() (7.14)
t=—co

de modo que

E{Wixl} =) ¢ix(suls)y(|t — s) (7.15)

w (i kg K) ZZ%:» Y0y w ($)Y(It = s)), (7.16)

respectivamente. Podemos, entdo, dar a seguinte definicao.

Definicao 7.2. Para o processo estaciondrio {X;,t € Z}, o espectro de ondaleta é
definido por

e o}

M= 3 AUk, (7.17)

T=—00
na qual U, (7) € a fun¢do de autocovariancia de ondaleta, dada por

() = D Y@+ D), kT L. (7.18)

t=—ox

A Proposiciao 7.1 continua a valer com as devidas adaptacoes.



7.3 Estimacao do Espectro de Ondaletas

Nessa se¢ao vamos considerar apenas o caso de um processo com tempo discreto.

7.3.1 | Caso estaciondrio|

Suponha que tenhamos T observagoes X = (Xo, Xy, ..., Xr_1) obtidas do
processo estacionario X;, com T = 2.

Definicao 7.2. A transformada discreta de ondaletas de X é definida como

T-1
djk = Z Xejk(2). (7.19)
=0

Agora, (7.19) serd calculada para j = 0,1, ..., kek =0,1, ...,2 —1, perfazendo
T — 1 coeficientes, mais ¢y correspondente a funciao escala.

Considere as seguintes [suposigoes,| que serdo utilizadas a seguir.

(51) >y [v(u)| < oo
(52) 220 (1 + |ul)|y(w)] < occ.

(S3) a2y, [willCr(us, ... ug )| < oo, onde C(uy,...,ux 1) € o cumu-
lante de ordem k de Xy, uq,...,up 1 =0,%1,..., k = 2.

Segue-se que, se (S2) estiver satisfeita, entio (Veja Chiann e Morettin, 1998)

E{d;x} =0

Var{d;x} = E{|d;x|*} = njx, quando T — oc. (7.20)

Sob a suposicio (S2), |-r;rj__;c existe, é limitado e nao ncga,tivc-.| Note que o espectro
de ondaleta decompoe a variancia do processo em componentes, cada uma associada
a uma particular escala 27 e uma localizacio temporal 27k,




Vamos investigar, agora,‘ a estrutura de covariancia da transformada de ondaletas
discreta. Vamos redefinir (7.16) na forma

7?(.?':.?'!3 k! kj) = Z Z %f;’j{k(u)?_‘-_'lljr rk, (iljjilu — 1

U=—00 U=—00

), (7.21)

(7.22)

para j,j', k, k" € Z, como a covaridncia (assintdtica) da transformada de ondaletas.
Entao, sob (S1), é imediato que

(1} E{dj:kdj{,k’} — T?(jaj’: k'.';”‘(J:- quando T — S h
ii) Se j =5, k=K, entio n(j,5, k. k') = 0.
A covariancia assintdtica da transformada de ondaletas discreta em dois pares

= = - -’ ¥ el - .
distintos (j,k) e (5 ,k) lnio é necessariamente zero,]o que contrasta com o caso

da transformada discreta de Fourier. Em algumas situagdes, podemos ter inde-
pendeéncia.

A relacdo (7.20) sugere que 7);; pode ser estimado pela estatistica

T-1
Lik = |dsi* = | > Xewju()*. (7.23)
t=0

Essa estatistica é chamada periodograma de ondaleta de X. O seguinte resultado
¢ valido.

Proposigao 7.2. Suponha (S2) satisfeita. Entao:

Elljx] = njx +O(T™Y), quando T — oc. (7.24)

Se, além de (S2), (S3) estiver satisfeita com k = 4, entéo

Cov{ljp Iy} = 2{n(j, 5,k k)2 +0(1), quando T — oc. (7.25)

Em particular, se j = j!, k= kf, obtemos a varidncia

Var[ljx] = 2{n;x}* + O(1). (7.26)



A Proposi¢io 7.2 mostra que o periodograma de ondaletas nio é
pois sua variancia ndo tende a zero para T — oo. Para a prova da Proposicao 7.2,
veja Chiann e Morettin (1998).

O periodograma da a ’ do processo em cada (j, k). Podemos considerar
como a energia total da série estd decomposta pelas diversas escalas (ou niveis).
Para tanto, consideramos [o_escalograma na escala 27 jcomo sendo

27 1 9i 1
SG) =Y il => Lix. =0,...,J-1 (7.27)
k=0 k=0

Veja também Scargle (1993) e Arifio et al. (2004).

Sob as suposicoes da Proposicio 7.2 pode-se provar que

E{S(j)} =, + O2'T™), (7.28)
) 211291 ) )
Cov{S(3).8G ) =23 Y (.5 k. E)}P +0(1), (7.29)
k=0 g'=p

onde
2i 1

M- = Z Mjk-
k=0

A quantidade 7;. pode ser pensada como a|cncrgia associada a escala j e S(j) 0|
seu estimador.

Vejamos, agora, um exemplo de Arino et al. (2004), que mostra como podemos
recuperar componentes nao observadas de uma série temporal. Esse é um exemplo
simulado e na se¢ido 7.4 veremos uma aplicacao a dados reais.



Exemplo 7.1. Consideremos uma série temporal artificial, que é a soma de duas
séries perfeitamente periddicas. Por meio do escalograma da decomposicao de on-
daletas, iremos separd—la em duas partes. Depois iremos recuperar as duas compo-
nentes usando o escalograma.

A Figura 7.1 (a) mostra duas séries discretas, igualmente espacadas, y = {y;}
e z = {2}, obtidas de duas fungdes periddicas, a saber, uma fun¢io senoidal com
quatro ondas e uma fungio em forma de serra, com 32 dentes. A Figura 7.1 (b)
mostra sua soma ¢ = {;}, dada por zy = y; + 2, parat =1,..., T, com T = 212,
Como {z;} é uma amostra de uma funcao continua, devemos escolher uma base de
ondaletas cujos elementos sejam continuos. Escolhemos a base de Daubechies d8,
cuja ondaleta méae tem 8 momentos nulos.
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Figura 7.1. (a) Componentes da soma, (b) série composta, (c) escalograma, (d)
decoposicio ciclica.
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1O primeiro nivel (zero), correspondente a cho, é omitido no gréfico



A existéncia de um pico no escalograma em um nivel |alto j indica| que uma

componente de |alta frequéncia esta presente na série] Por outro lado, quando ha
um pico em‘ um nivel bajxo,‘ isto significa que uma componente de‘ba:ixa frequéncia‘
esta presente. (Quando dols ou mais picos estao presentes no escalograma, pode-

mos identificar as componentes correspondentes separando-se a decomposigio em
ondaletas da série em duas decomposigoes: a primeira, com coeficientes ao redor do
primeiro pico, acrescentando-se zeros, e a segunda, com coeficientes ao redor do se-
gundo pico, também com zeros acrescentados. A maneira como analisamos os niveis
entre os picos sera explicada mais abaixo.

A partir do escalograma apresentado na Figura 7.1 (c), concluimos que a decom-
posicao em ondaletas de x pode ser separada em duas: a primeira tem coeficientes do
‘nivel 0 ao nivel 4;‘ a segunda, tem coeficientes do nivel 5 ao nivel 11.| Analiticamente,

40 _ ) dik, paraj=0,1,....4
7k 0, paraj=>5,...,11

42 — 0, paraj=0,1,....,4
ik djg, paraj=>5,...,11

Essas duas decoposicoes em ondaletas sao as transformadas de ondaletas discre-
tas de dois vetores de dados, y' = {y;} e 2’ = {z;}. Especificamente,

y = W-ld®,

z =W-1d.

Na Figura 7.1 (d) apresentamos as séries reconstruidas y’ e z'. Podemos ver que
ambas sao muito semelhantes a y and z, exceto nos extremos do intervalo [0, 87]. Isso
é devido a efeitos de fronteira no algoritmo de decomposicao em ondaletas. Embora
o exemplo apresentado seja simples, o mesmo ilustra como uma série temporal pode
ser decomposta em componentes de frequéncias distintas.

Observe que nao fol necessario usar limiar aqui. pois a série artificialmente cons-
truida {z;} ndo tem ruido incluso. Num caso real, como no exemplo 7.4 abaixo,
teremos que usar limiar para remover o ruido, antes de determinar as componentes
ocultas.



Vejamos, agora, como proceder analiticamente em uma situagao real. O argu-
mento € baseado em Arino et al. (2004). A decomposicao de uma série temporal em
componentes nao ohservadas, ilustrada no exemplo, é baseada na analise do escalo-
grama da série, com respeito a uma base de ondaletas fixada. Se dois picos estao
presentes no escalograma, propoe-se separar a decomposicao em ondaletas d da série
{z;} em duas novas decoposicdes, d(!) e d(?), da seguinte maneira: os coeficientes
dj ) de d que corresponedem a niveis j proximos ao primeiro pico sao associados a
dW (dg;g = dj1). Os coeficientes correspondentes em d?) serdo postos iguais a zero,
(d3) = 0).

De modo similar, os coeficientes d;; de d para niveis j proximos ao segundo
pico, sdo associados a d(?)| e os correspondentes coeficientes em d!) serdo anulados.
Um problema aparece quando um nivel ocorre entre os picos, pois entao nao fica
claro como associar coeficientes.

Duas propostas de separar coeficientes de niveis intermediarios sao propostas
pelos autores do artigo citado. O primeiro método é aditivo com respeito a energias,

mas nao com respeito aos coeficientes de ondaletas. Ou seja, nao é aditivo no dominio
das escalas. O segundo método € aditivo com respeito aos coeficientes de ondaletas,
mas Nao preserva energias.



Seja j um nivel tal que sua energia S(j) esteja entre dois picos no escalograma.
O método que preserva a energia separa os coeficientes como segue:

=\ gk (7.30)
€
) = a—i’rbdj,k: (7.31)
onde
a=d_y (7.32)
€
b — d?+1,2k +2d3+1 b+l (7.33)

O racional para esse procedimento ¢ o seguinte: cada coeficiente d;j tem um
“gerador” no seu nivel superior j — 1, que é d;_y [r/9). Também, cada d; gera os

dois coeficientes d;. 19k € dji1 281, no seu nivel inferior j + 1. O coeficiente d(Ig é
“proporcional” ao tamanho relativo de seu gerador com respeito ao tamanho totaJ
de seu gerador e a média de ambos os coeficientes que d;; gera no nivel j + 1.

Sob essa separacao, temos

(d;x)? = (dg.}gf + (d;?gf

djj, # dg.},g + dg.?,g.

Logo, dizemos que esse método preserva a energia, mas nao € aditivo.

mas

Contudo, se os coeficientes sao separados como

1 a
i) = — i (7.34)
€
5 b
=i (7.35)

onde a e b sao dados por (7.32) e (7.33), entdao o método € aditivo, mas as energias
nao sao mais preservadas. Isso segue de

() # (d9) "+ (42)°



mas

1 2
dyu= )+

Ao determinar como separar os coeficientes de um certo nivel j, sugere-se exa-
minar a energia daquele nivel, S(j). Quando S(j) é grande comparado com os dois
picos do escalograma, deve-se usar o método aditivo de separacao. Se nao, as com-
ponentes nas quais a série temporal de interesse ¢ decomposta nao somariam a série
total. Por outro lado, se 5(j) for pequeno comparado com os picos, é melhor usar o
método que preserva energias. Mesmo que a soma das componentes nao seja igual a
série total, a parte remanescente ¢ bem pequena e pode ser desprezada. Para cada
série temporal particular, o analista tem que decidir qual método usar.



