Séries Temporais Financeiras
aula 02

Agregacao de Retornos

O log-retorno de periodo k (agregacdo temporal dos

retornos)

= log(1 + R[K]) Zluﬂ (1+Rej) =) Te—j-

re[k] = log PP
=0 =0

t—k

Agregacao cross-section (transversal), para diversos ativos

de uma carteira de investimentos, c:

Suponha que esta contenha N instrumentos Az, . . . ,An, COM

pesos Wi, . . . ,Wn, cOm 2w; = 1.

Denotemos por Ri 0s retornos simples e por ri os log-retornos

desses ativos, i=1, ... ,N.

Se Po indicar o preco inicial da carteira, apdés um periodo

teremos, para retornos continuamente compostos,

Pf[] ZH e

O log-retorno da carteira é r. = log , logo obtemos

N
r. = log E w;e"
i=1



O retorno simples da carteira é

P
R. = 7 1
N
= Zu.-‘iﬁ’" —1
i—1
N

No caso de composicao discreta teremos

N

Py
— = wi(l4r;),
i ; (1+75)

de modo que o retorno simples da carteira é R. = (P1 — Po)/Fo, ou seja,

N

N N
k.= wi(l+r)—1= Z Wir;.
i=1

i=1

.

O retorno simples ¢ uma soma ponderada de retornos

simples, no caso de composi¢gdo continua, € uma soma

ponderada de log-retornos, no caso de composicao discreta.



(1) Agregacdo temporal: parai=1,.... N,

Ry k] =T (14 Ry ) — 1,

k—1
F‘g,t[k: = Z r-!:_t—j.
§=0

para retornos Eil’llplf_“:} e lif_'llg—l"l.'l‘tt'_}II‘l'l'l.'_fI'H~ fﬂﬁpﬂﬂti*»’ﬁll’lﬂlltﬂ.

(i) Agregacdo cross-section: para a carteira ¢ e perfodo t,

N
R.; = Z w; R ¢,
i=1

N
re: = log E w, et
i=1

N
Feot A2 E THY SRS
i=1

Para agregacao temporal é mais conveniente trabalhar
com log-retornos, enquanto que para agregacao Cross-

section os retornos simples sdo mais convenientes.



Exemplo. Na Figura 1.5 (a), temos os indices mensais do
Ibovespa, enquanto que na Figura 1.5 (b) temos os
respectivos retornos, no periodo de junho de 1994 a agosto
de 2001, com T = 86 dados (arquivo m-ibv94.01.dat). Esses

retornos mensais sao obtidos usando-se a formula,

k—1 k-1

: P,
r(k] = log P(ik =log(1 + Re[k]) = ) "log(1 + Re—j) = ) 7.

J:I) 3=0

ou seja, somando-se os retornos diarios. Observe que
obtemos uma série mais suave, ou seja, com menor

variabilidade do que a série de retornos diarios.
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Figura 1.5: (a) Gréifico da série dos retornos mensais do Ihovespa (b) histograma
dos retornos com densidade ajustada (d) grifico @ x @
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Figura 1.1: (a) Gréfico da série Ibovespa (b) série dos retornos (c) histograma dos
retornos com densidade ajustada (d) grafico @ x @



Distribuicao de Retornos

Considere uma série de retornos {r,, t = 1, . . ., T},
observados em instantes de tempo igualmente espacados.
Essa série pode ser considerada parte de uma realizagao de
um processo estocastico {r;, t € Z}, onde Z ={0,+1,+2, ..
.}. O processo estara especificado completamente se

conhecermos as distribuicdes finito-dimensionais

F(x1,...,2nt1,....th) = P(r(t1) < x1,..., F(tn) < xn),

para quaisquer instantes de tempo ti, . . ., th € qualquer n

> 1.
Caracterizar o processo por momentos até determinada
ordem, como a média e a funcdo de autocovariancia

E(ry) = / rdF(r;t)

O

Y(t1.t2) = E(reyrn) — E(ry )E(ry,),  ti.ta € Z.

Outras suposicoes simplificadoras podem ser introduzidas,
como condicoes de estacionariedade, ergodicidade ou

normalidade do processo.

Os precos P: em geral ndo sdo estacionarios, ao passo que
os log-retornos o sao, donde o interesse nesses ultimos.
Todavia, a suposicao de normalidade dos log-retornos, em

geral, nao é valida.



se tivermos N ativos com retornos rii em T instantes de

tempo, teriamos que considerar as distribuicoes

gue usualmente podem depender de outras variaveis e

parametros desconhecidos.

O estudo dessas distribuicdes € muito geral e ha necessidade
de introduzir restrigcdoes. Por exemplo, podemos supor que a
distribuicdo € a mesma para todo instante de tempo

(invariancia temporal).

As distribuicoes finito-dimensionais

FI:.T]_......T-H:-I!L]_.....-I!L-n}' — P':Pl{f]_}' i;?l ..... .i"‘(fﬂ]l E .T-n:].

Podem ser escritas como (tomando-seti=i,i=1,...,ne

omitindo a dependéncia de F sobre esses tempos):

Uma hipdtese muitas vezes formulada é que os retornos sdo
temporalmente independentes, ou seja, ndo sdo previsiveis

usando retornos passados. Nessa situacdo, teremos que

Fi{.i‘“; Fleeens f"t_]:] = Fi{.i"'i]l.

Ergodicidade é uma propriedade mais dificil de estabelecer.

Basicamente, um processso é ergodico se pudermos estimar



caracteristicas de interesse (média, autocovariancia etc) a
partir de uma Unica trajetéria do processo. Assim, um
processo é ergodico na média se a média amostral convergir,

em probabilidade, para a média verdadeira do processo.

Uma outra suposicao que as vezes é feita sobre a distruicao

dos retornos é que esta seguiria uma distribuicao estavel.

A funcao de distribuicao de

depende, em geral, de co-varidveis Y e de um vetor de

parametros, ©, que a caracterizam. Supondo retornos com

distribuicdo continua, podemos obter a funcdo de

verossimilhanca e, a partir dela, estimar ©.

Por exemplo, supondo-se que as distribuicoes condicionais fi(r¢|rq, ..., T+ 1)
sejam normais, com média jy e variancai of, entio O= (jy. 0t t = 1...., n) e a

funcao de verossimilhanca ficara

exp (—(r’t — ,ut)Q/QJE) )

]

1
$—9 TtV 27

O estimador de maxima verossimilhanca de 6 é obtido maximizando-se essa
funcao ou o logaritmo dela.

Podemos considerar N ativos ao longo do tempo, rit, . . .,

I'Nt,



O interesse reside no estudo das distribuicoes condicionais

Ha varios dispositivos graficos que podemos utilizar para
avaliar a forma da distribuicao dos retornos: o histograma,
estimativas da funcdo densidade e graficos quantis-quantis

(os chamados “"QxQ plots”).

Histogramas

A partir dos dados xi, . . ., Xn 0 histograma pode ser definido

por

H(x) = ZI{I — &4 h},
i=1

onde ; ¢ o centro do intervalo onde a observagao x; cai e I{z;h} é o indicador do
intervalo [—h, h]. Algum tipo de escalamento ¢ feito para que a drea do histograma
seja um.

Criticas:
e 0 comportamento do histograma depende da escolha
de h e da posicao inicial da grade,
e informacdo é perdida, pois substituimos x; pelo ponto

médio do intervalo ao qual ele pertence.

Para evitarmos estas dificuldades, estimadores mais suaves

da densidade f(x) podem ser usados.

Um dos mais utilizados substitui retangulos por uma funcao



nucleo (“kernel”) mais suave, obtendo-se

n

. 1
flz)=— E E(x —a;h),
n 4
i=1
onde k é o nucleo, em geral também uma funcao densidade, cuja variancia é con-
trolada por h, chamada larqura de fairza (bandwidth). O comportamento de f vai
depender de ki, de modo que uma critica ao histograma permanece. Mas é mais ficil

comparar estimadores deste tipo do que histogramas. Uma escolha usual para k é

k(zih) = @(z:h), a densidade normal com média zero e desvio padrao h.

rograima usa a funcao hi ara obter o histograma de um conjunto de
O o SPlus funcao hist bt histog d to d
dados e as funcoes ksmooth e density para obter f e pode-se escolher entre os nicleos

retangular, triangular, cosseno e gaussiano, usando a op¢ao window.

QxQ Plots

Suponha que a v.a. X tenha distribuicdo continua, com f.d.a. F'. Entao, para
0<p<1,o0p-quantil de F' é o valor (), satisfazendo F'((),) = p, ou seja.

F(Qp) =P(X <Qp) =p.
Se existir a inversa de F', entao ), = F~1(p). No caso de X ser discreta, a
definicao tem que ser modificada: o p-quantil é o valor (), satisfazendo

PX<Qp) 2 p
P(X>Q,) = 1-p

Dado um conjunto de observacoes podemos calcular os quantis empiricos. Uma
maneira é considerar a func¢ao de distribuicdo empirica F,, como estimador de F', ou
seja, dadas as observacoes X7, ..., X, de X,

Fp(z) = ?—le#{a s 1<i<n, X; <u}

Entao, o quantil (), ¢ estimado pelo p-quantil de Fn. Ou seja, o p-quantil esti-
mado, gp. seria definido por Fi,(g,) = p. Contudo, usaremos um enfoque um pouco
diferente.



Chamemos de r1,...,7p 0s retornos observados e considere as estatisticas de

ordem r(;y < rig) < ... < rr). Um estimador consistente de (), ¢ dado pelo
p-quantil empirico, definido por

"(0): sep=pi=(—-05)/T i=1,....T
" (1= fi)r@) + fir(iv1), se pi < p < pis1 (1.21)
p (1) seD<p<m

T(T): se pp < p <1,

onde f; = (p— pi)/(pi+1 — pi)-

Ou seja, ordenados os dados, g, ¢ uma das estatisticas de ordem, se p for da
forma p; = (i —0,5)/1" e esta na reta ligando os pontos (pi,7(;)) € (Pi+1,7(ix1)), s€
p estiver entre p; e pi+1. Tomamos p; da forma escolhida e nao como i/T" para que,
por exemplo, a mediana calculada segundo esta definicao coincida com a definicao
usual.

Ha dois tipos de graficos () x Q: tedricos e empiricos. O primeiro tipo é usado
para verificar se um conjunto de dados vem de determinada distribuicao. O segundo
tipo é usado para verificar se dois conjuntos de dados tém uma mesma distribuicao.
Para verificar se nm conjunto de dados provém de uma distribuicao especificada,
consideramos o grafico em que, no eixo horizontal, colocamos os quantis tedricos
da distribuicao hipotetizada para os dados, e no eixo vertical, os quantis empiricos
dos dados, ambos calculados nos pontos p; acima. Se as observacoes realmente sao
provenientes da distribuicao em questao, os pontos deverao estar distribuidos ao
longo de uma reta.

Exemplo 1.1. (continua¢ao) Na Figura 1.1 (c¢), temos o histograma dos retornos
diarios do Ibovespa, com uma densidade estimada a partir dos dados. Vemos que o
histograma tem a parte central mais alta do que uma normal e ha a presenca de va-
lores bastante afastados da posigao central dos dados. Esses fatos sao caracteristicos
de retornos financeiros e sao descritos pela chamada medida de curtose, a ser es-
tudada na segao seguinte. Dizemos que os retornos sao leptocurticos, com caudas
mais pesadas que a normal. Na Figura 1.1 (d), temos o grafico @ x ) com respeito
aos quantis da distribuigao normal padrao. Se os dados fossem aproximadamente
normalmente distribuidos, os pontos estariam sobre uma reta, o que nao acontece
no caso em questao.
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Figura 1.1: (a) Gréfico da série Ibovespa (b) série dos retornos (c) histograma dos
retornos com densidade ajustada (d) gréafico Q@ x @
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Figura 1.5: (a) Grafico da série dos retornos mensais do Ibovespa (b) histograma
dos retornos com densidade ajustada (d) gréfico @ x @
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Figura 1.3: (a) Grafico da série Ibovespa intradidria (b) série dos retornos (c)
histograma dos retornos com densidade ajustada (d) griafico Q x Q.
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Figura 1.2: (a) Gréfico da série DJIA (b) série dos retornos (¢) histograma dos
retornos com densidade ajustada (d) grafico @ x Q.



