Séries Temporais Financeiras
Aula 4

MODELOS PARA SERIES TEMPOTAIS

1. Processos estocasticos

Definicdo 1. Seja T um conjunto arbitrario. Um processo
estocastico é uma familia X = {X(t), t € T}, tal que, para cada t

€ T, X(t) € uma variavel aleatoria.

Um processo estocastico é uma familia de variaveis
aleatdrias definidas num mesmo espaco de probabilidade (Q,
A, P).

Parat € T, X(t) € uma v.a. definida sobre Q, na realidade X(t)

€ uma funcéo de dois argumentos, X(t,w),t€ T, w € Q.



Para cada t fixo, X(t, w) € uma v.a. com uma distribuicdo de
probabilidade. E possivel que a funcdo de densidade de
probabilidade (fdp) no instante t1 seja diferente da fdp no
instante t2, mas a situacao usual € aquela que a fdp de X(t, w)

€ mesma, para todos os t.
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Figura 2.1: Processo estocastico como uma familia de variaveis aleatorias.



Para cada w fixo, uma funcéo de t, ou seja, uma realizacdo

ou trajetoria do processo, uma serie temporal.
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Figura 2.2: Processo estocastico como uma familia de trajetorias



2. Especificacdo de um processo estocastico

Sejam ty,to,...,t, elementos quaisquer de T, e consideremos

F(L1y ooy Bl By« wvybn) = PIX(#1) L ®B1yees o X(Bn) € Ta} (2.1)

Entao, o processo estocastico {X(t),t € T} estaré|especiﬁcado se forem co-|

| nhecidas as distribuicoes finito-dimensionais (2.1), para todo n > 1.| Isto sig-

nifica que, para n = 1, nés conhecemos as distribui¢oes unidimensionais da v.a.

X(t1),t1 € T, para n = 2, nés conhecemos as distribuigoes bidimensionais da v.a.

(X (t1), X(t2)),t1.t2 € T, e assim por diante. As fungoes de distribuicao (2.1) devem
satisfazer as duas condigoes seguintes:

(i)( Condigao de simetria): para qualquer permutagao ji, . .., jn, dos indices 1,2,...,n,
temos

Flaj . ..ooxjitiy. oo ty,) =Flo, oo ety ). (2.2)

(ii)( Condig¢ao de compatibilidade): para m < n,

Flag, oo @, 00,000,005, ooy by ooy bn) = F1, ooy tay ooy b)), (2.3)

O lado esquerdo de (2.3) deve ser entendido como
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Pode-se demonstrar que qualquer conjunto de fungoes de distribuicao da forma
(2.1), satisfazendo as condigoes (2.2) e (2.3), define um processo estocastico X (t)
sobre T. Este resultado é conhecido como o teorema da extensao de Kolmogorov.

Contudo, o conhecimento de todas essas distribuic¢oes finito-dimensionais é muito
dificil de ocorrer na pratica, senao impossivel. O que se faz é estudar certas carac-
teristicas associadas a (2.1) e que sejam simples de calcular e interpretar. Conside-
remos os momentos de ordem n das v.a.’s X(t1),...,X(t,), para qualquer n > 1,
ou seja,

‘U,(Tl, ieye ..T,L:t11 . e ,t”) — E{X"l (tl) . .Xrll(t”)}
:/ / By " s 5 AT (W gones = 53 Eigse » gl )- (2.4)
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A funcéo media:
u(t) = E(X())

A funcédo de autocovariancia (facv) de X é:

v(t1, t2) = E{X(t1)X(t2)} — E{X(t2)}E{X(t2)}
seti=t2=t,

v(t, t) = var{X()} = E{X(t)*} - EXX(1)}
A funcéo de auto-correlacéo (fac) de X é:
p(ts,t2) = v(to, t2)/( y(ta, ta) V(t2, t2))*?

A funcédo de covariancia cruzada entre X e Y é:

Yxy(t1, t2) = E{X(t2) Y (t2)} — E{X(t2)}E{Y(t2)}
A funcéo de correlacéo cruzada entre X e Y é:

Oxy(t1,t2) = yxy(ta, t2)/( yx(ta, t1) yy(tz, t2))¥2



Observemos, também, que na pratica, teremos que estimar as quantidades ju(t),
9 N . . A ,
o°(t) e y(t1,t2). Observando a Figura 2.2, vemos que uma maneira de fazé-lo é
considerar um nimero m de trajetérias X M (¢), ..., X (M) () e utiliza-las para estimar

os parametros acima. Por exemplo, podemos estimar a média no instante ¢ por

XU s s =X
m ’

fi(t) =

O problema que surge é que usualmente temos uma so trajetoria do processo,
observada entre dois instantes de tempo.
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Figura 2.2: Processo estocastico como uma familia de trajetorias

3. Processos estacionarios

Séries estacionarias sdo aquelas que desenvolvem no tempo

ao redor de uma média constante.

Definicao 2: Um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
estritamente estacionario se todas as distribuicdes finito-
dimensionais permanecem as mesmas sob translagcdes no
tempo, ou seja,

F(X1, ..., Xn; t1+1, ..., ther) = F(Xq, ..., Xn; 11, ..., tn)



Definicao 3: Um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
fracamente estacionario ou estacionario de segunda ordem
se e somente se

a) E{X(t)} = u(t) = u, constante;

b) E{X(t)?} finita

C) y(t1, t2) = Cov{X(t1)X(t2)} € uma funcéo de |t1 — to|.

A partir de agora, estaremos interessados principalmente
nesta classe de processo, que denominaremos simplesmente
de processos estacionarios. Note-se que, se X(f) for
estritamente estacionario, ele ndo necessita ser fracamente
estacionario, pois a condicdo (b) da Definicdo 3 pode néo
estar satisfeita.

Um processo tal que (b) esteja satisfeita diz-se um processo
de segunda ordem.

Definicdo 4: um processo estocastico X = {X(t), t € T} diz-se
Gaussiano se, para qualquer conjunto ts, t2, ..., thde T, as v.a.

X(t1), ..., X(tn) tém distribuicdo normal n-variada.

Definicdo 5: As séries {X(t), Y(t), t € T} sdo conjuntamente
estacionarias se a covariancia cruzada depende apenas de

t1 — to], iStO €, Yxy(t1, t2) = yxy(|t1 — t2]).



4. Funcao de autocovariancia

Definicao 6: Uma funcéo real K é ndo negativa definida se e
somente se
Yi=1">=1" ai aj K(Ti-1j) = 0

para quaisquer numeros reais ai, ..., an € Ty, ..., Tn€R.

Propriedades da Funcéo de Autocovariancia

Seja {X;, t € T} um processo estacionario real discreto, de
média zero e facv yr = E{XtXt+}.
Proposicao 1: A facv y: satisfaz as seguintes propriedades:

a) Yo >0;

b) yr=y-r

C) Iyl = vo

d) y: € ndo negativa definida, no sentido que

Yi=1"Y =1" ai aj Yriij= 0

para quaisquer nimeros reais azi, ..., an € T1, .., Tn€R.

Observacao: a reciproca da propriedade d) tambem ¢é
verdadeira, isto €, dada uma funcgao y-, tendo a propriedade

d), existe um processo estocastico X:, tendo yr como facv.



Tipicamente, a facv de um processo estacionario tende a

zero, para [tj—.
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Figura 2.3: Funcao de autocovariancia.

Teorema: uma funcéo real definida sobre Z é a funcao de
auto-covariancia de um processo estacionario se e somente

se ela for n&o negativa definida e par.

A funcao de autocorrelacao (f.a.c.) do processo é definida por

pr = t, TED, (2.14)
o
e tem as propriedades de -, exceto que agora py = 1.
Continuidade de um processo estocastico tem que ser definida de maneira apro-
priada.



Definigao 2.5. Seja {X(t),t € R} um processo de segunda ordem. Dizemos que
X(t) é continuo em média quadratica no ponto ty se e somente se

lim E{|X(t) — X(t0)|*} = 0. (2.15)

t—to
Escreveremos X (t) — X(t9) mgq.

Continuidade em mq de X (t) esta relacionada com continuidade da f.a.c.v. (7).

Proposicao 2.2. Continuidade de (1) para 7 = 0 implica continuidade de ~(7)
para todo T.

Proposigao 2.3. Se v(7) for continua, entao X (t) é continuo em média quadratica.

Estimacéo:

Dadas observagoes X1,..., X7, a fa.c.|p; é estimadal por

w:%, j=0.1,....T—1,

onde ¢; é a estimativa da funcao de autocovariancia v;,

=

¢j =7 ) (X =X) (X = X)) | j=0.1,.... T -1,

t=1

S Y- LyT a médis : L COlOCAIIIOS ¢+ = (5 @ 1 s = 1
sendo X = 7 > .| X; a média amostral. Aqui, colocamos c_; =c¢j e r_j =r;.



Exemplos:

Example 1.8 White Noise

A simple kind of generated series might be a collection of uncorrelated ran-
dom variables, w;, with mean 0 and finite variance ¢2. The time series
generated from uncorrelated variables i1s used as a model for noise in en-
gineering applications, where it 18 called white noise; we shall sometimes
denote this process as w; ~ wn(0,¢2). The designation white originates
from the analogy with white light and indicates that all possible periodic
oscillations are present with equal strength.

We will, at times, also require the noise to be independent and 1dentically
distributed (iid) random variables with mean 0 and variance o2, We shall
distinguish this case by saying white independent noise, or by writing w; ~
id(0,72). A particularly useful white noise series is Gaussian white noise,
wherein the w; are independent normal random variables, with mean 0 and

2 . or more succinetly, wg ~ iid N(0,a2 ).

variance &
Mean Function of a Moving Average Series

If w, denotes a white noise series, then p,, = E(uy) = 0 for all t. The top

series In Figure 1.8 reflects this, as the series clearly fluctuates around a

mean value of zero. Smoothing the series as in Example 1.9 does not change

the mean because we can write

poe = E(vg) = %[Etlﬂz—l] + E{we) + E{weyq )] = 0.

v = gl[wt—l + wy + wieg1),

Autocovariance of White MNoise
The white noise senes we has E(we) =0 and

a2 a=1f,

0 st (1.12)



white noise
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Fig. 1.8. Gaussian white noise series (top) and three-point moving average of the
Gaussian white noise series (bottom).



Autocovariance of a Moving Average
Consider applying a three-point moving average to the white noise series uy
of the previous example as in Example 1.9. In this case,

Yols,t) = cov(vs,ve) = cov {3 (wee1 + s +Wasr) . 5 (Wi +wi + wigr) }.
When s = t we have®

";rL.I:f.. f::l = %Eﬂv{(tﬂg_1 4wy 4+ Wy IR [H’g,_l + wy 4+ ?..I'Jf.,.l}}

— %[cm*[wt_l._wt_ﬂ + cov(we, we) + cov(we i, wepr)]

3

2
0w

When s=¢4+1,

Yolt + 1,t) = geov{(we + wepr +wipa), (W1 + we + wep)}

= %[mv[whwf] + cov(wy 1, wipr)]
= 202,
using (1.12). Similar computations give v, (t — 1,¢) = 202 /0, v, (t + 2,t) =
Tolt—2,t) =02, /9, and 0 when |t — s| > 2. We summarize the values for all
s and t as

%G’i s=t,
2 2 _
2g2 |s—t =1,
Tels,ty =4 37w 1 (1.13)
0w |5—1t =2,
0 |s —t| > 2.
a2
c‘_
L:"_- —
)
5 2]
o -
q - » 'y - » 'y
o T T | T T
-4 -2 0 2 4
Lag

Fig. 1.12. Autocovariance function of a three-point moving average.



Example 1.11 Random Walk with Drift

A model for analyzing trend such as seen 1n the global temperature data
Figure 1.2, 1s the random walk with drnft model given by

re =& + Tp—1 + uy (1.3)
for £ = 1,2, ., with mitial condition g = 0, and where w; 15 white noise.
The constant § is called the drnft, and when & =0, (1.3} 15 called simply a
random walk. The term random walk comes from the fact that, when § = (0,
the value of the time series at time £ 1 the value of the series at time £ — 1
plus & completely random movement determined by wy. Note that we may
rewnite (1.3) as a cumulative sum of white noise vanates. That is,

t
Te=dt+ Y uy (1.4)
3=1

random walk
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Fig. 1.10. Random walk, 7, = 1, with drft § = .2 {upper jagged line), without
drift, § = 0 (lower jagged line), and a straight line with slope .2 {dashed line).



Mean Function of a Random Walk with Drift
Consider the random walk with drift model given in (1.4),

£
Te=0t+Yy w;,  t=12... .
j=1
Because E{w;) = 0 for all £, and 4 is a constant, we have

t
pze = E(xe) =8t 4y E(w;) = ot

=1

Autocovariance of a Random Walk
For the random walk model, z;, = zf'. w.;, we have

j=1 "131
& t
Vz(8,t) = cov(Is,Tt) = cov Z wj,z wy | = min{s,t} s,
Jj=1 k=1

Example 1.12 Signal in Noise
Many realistic models for generating time senes assumse an underlying signal
with some consmstent periodic varation, contaminated by adding & random
noise. For example, it 1s easy to detect the regular evele MBI series dizsplayved
on the top of Figure 1.6. Consider the modsl

Ty = 2oos(2wt /50 4+ 6w) 4+ wy (1.5)

for £ = 1,2,..., 500, where the first term i= regarded as the signal, shown in
the upper panel of Figure 1.11. We note that a sinusoidal waveform can be
written as

A cos{2muwt + #), (1.6)

where A is the amphitude, w 15 the frequency of oscillation, and ¢ 1= a phase
shift. In (1.5), 4 = 2, w = 1/50 {one cvele every 50 time points), and
d = .



2cos(2nt/ 50 + 0.6x)

o 100 200 200 200 500
2eos(2et/ 50+ 0.6=) + M0, 1)
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=] o0 200 300 =00 =00

2eos(2xt) 50+ 0.68x) + N(0, 25)
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Q =] 200 00 £00 =00
Fig. 1.11. Cosine wave with period 50 points (top panel) compared with the cosine
wave contaminated with additive white Gaussian noise, o, = 1 (middle panel) and
ow = 5 (bottom panel); see (1.5).

Example 1.15 Mean Function of Signal Plus Noise
A great many practical applications depend on assuming the ohserved data
have been generated by a fixed signal waveform superimposed on a zero-
mean noise process, leading to an additive signal model of the form (1.5). It
is clear, because the signal in (1.5) is a fixed function of time, we will have

e = E(z4) = E[2cos(2mt/50 4 .6m) + wy]
= 2cos(2mt/50 + .6m) + E(wy)
= 2cos(2mt /50 + 67),

and the mean function is just the cosine wave.

Example 1.10 Autoregressions
Suppose we consider the white noise series wy of Example 1.8 as input and
calculate the output using the second-order equation

Ty =T — 9742 + wy (1.2}
successively for £ = 1,2,...,500. Equation (1.2) represents a regression or

prediction of the current value x; of a time series as a function of the past
two wvalues of the series, and, hence, the term autoregression is suggested



autoregression
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Fig. 1.9. Autoregressive series generated from model (1.2).

Example 1.21 Joint Stationarity
Consider the two series, r; and y;, formed from the sum and difference of
two successive values of a white noise process, say,

Iy = W + Wiy
and

Up =Wy — Wy,
where wy are independent random wariables with zero means and variance
a2 . It is easy to show that 7.(0) = 14(0) = 202 and 7.(1) = v.(—1) =

or, V(1) =7, (—1) = —oZ. Also,
Yry(l) = cov(misr, i) = cov(wepy +we,wp —wp_1) = J;‘i

because only one term is nonzero (recall footnote 3 on page 20). Similarly,
Yry(0) = 0,79,y (—1) = —o2,. We obtain, using (1.27),

0 h=o,

12 h=1,
Payl) =90 10 ho 4

0 |h=2

Clearly, the autocovariance and cross-covariance functions depend only on
the lag separation, h, so the series are jointly stationary.



5. Processos Estocasticos Complexos

Em algumas situacdes é conveniente considerar processos

estocasticos complexos, isto €, temos uma familia {X(t), teT?},

onde para cada teT , X(t) € uma v.a. complexa. Ou seja,

podemos escrever
X(t) =Y (t) +iZ(b),
onde Y (t) e Z(t) sao processos estocasticos reais.
Neste caso, X(t) estara especificado se conhecermos as
funcoes de distribuicao das 2n v.a. reais Y (t1), . . ., Y (tn),

Z(t1), . .. ,Z(tn), para qualquer conjunto ty, . . ., thnde T .

Definimos a média de X (¢) por
E{X(t)} =FE{Y(t)} +iE{Z(t)}. (2.16)
e a variancia por
Var{X (#)} = E{|X(¢t) — E{X{f)}|g}. (2.17)

Vemos, pois., que a média é um nimero complexo, mas a variancia ¢ um numero
real. A fla.c.v. de X () é definida por

Y(t1,ta) = E{[X (1) — E{X(11)}][X (f2) — E{X (f2) }]} (2.18)
para ty1.t9 € T.
Se o processo complexo X () for estacionario, entao (2.16) e (2.17) serao cons-
tantes (a primeira complexa e a segunda real) e a f.a.c.v. (2.18) dependera apenas
de |t1 — t2], de modo que podemos escrever

(1) = E{X(t +7)X (1)}, (2.19)
supondo a média zero. As propriedades de y(T ) no caso real,

sao facilmente adaptadas para o caso complexo.



