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Aula 05

Propriedades da Funcéo de Autocovariancia

Seja {X;,t € Z} um processo estaciondrio real com tempo discreto, de média
zero e facv. v = E{X; X, }.

Proposicao 2.1. A fa.c.v. 7, satisfaz as seguintes propriedades:

(i)y >0,
(H) V= = V7 »
(iii) |y < 0 .

(iv) - € nao negativa definida, no sentido que

n n
Z Z QA Yrj—ry, =0, (2.13)
i=1k=1
para quaisquer numeros reais ay, ..., 0y, € T, ..., Tn de Z
F')
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Figura 2.3: Funcao de autocovariancia



A funcdo de autocorrelagdo (f.a.c.) do processo ¢ definida por

pp=L rez (2.14)
Yo

e tem as propriedades de -, exceto que agora pp = 1.
Dadas observagoes Xi,..., X7, a f.a.c. p; é estimada por

onde ¢; ¢ a estimativa da funcao de autocovariancia ~;,

e — .
TZ(}Q N Xesj — X)), §=0,1,....,T -1,
t=1

sendo X = T thl X: a média amostral. Aqui, colocamos ¢_; =¢; e r—; = ;.

Processos Lineares Estacionarios

Exemplo 2.1. Sequéncia Aleatdria

Consideremos {X,.n = 1,2,...} uma seqiiéncia de v.a. definidas no mesmo
espaco amostral . Aqui, T = {1,2,...} e temos um processo com parimetro
discreto, ou uma sequéncia aleatdria. Para todo n > 1, podemos escrever

P{X] =day,... ,Xn = an} = P{Xl = ﬂ.]} x P{XQ = ﬂ.ng] = {11}
.XP{XRZQH|X12{11.......Xn_1=an_1}. (2.20}

Em (2.20), os a;’s representam estados do processo e o espago dos estados pode
ser tomado como o conjunto dos reais. O caso mais simples é aquele em que temos

uma sequéncia {X,,,n > 1} de v.a. mutuaemente independentes e neste caso (2.20)
fica

P{Xlzal,....Xn_an}_P{Xl_al} P{anan}. (2.21}

Se as v.a. X, Xo, ... tiverem todas a mesma distribuicdo, teremos, entao, uma
sequencia de v.a. independentes e identicamente distribuidas(i.i.d., brevemente).

Neste caso, o processo X, ¢ estaciondrio. Se E{X,} = p, Var{X,,} = 02, para todo
n = 1, entao

o, seT=0
0, se T # 0.

Segue-se que pr = 1, para 7 = 0 e p,. = 0, caso contrario.

v = Cov{X, . Xpir} = { (2.22)



Definicio 2.6. Dizemos que {s;,t € Z} é mn ruido branco com tempo discreto se
as v.a. £; 540 nao correlacionadas, isto €, Cov{s;, e.} = 0,1 # s.

Um tal processo serd estaciondrio se E{z¢} = p e Var{s;} = o2, para todo t.
Segue-se que a f.a.c.v. de g, é dada por (2.22).

Obviamente, se as v.a. 5 sao independentes, elas também serao nao correlacio-
nadas. Uma sequéncia de v.a. i.i.d., como definida acima, é chamada um processo
puramente aleatdrio ou ruido branco forte. O que definimos como ruido branco, seria
chamado ruido branco fraco. Contudo, usaremos simplesmente a nomenclatura da
definicao 2.6.

Tlustramos na Figura 2.4 a fungio de autocorrelagao de um ruido branco. De
agora em diante vamos reservar a notacio {s,t € Z} para um ruido branco com
tempo discreto e iremos supor que g = 0. Escreveremos, brevemente,

e~ RB(0,0%).

No caso de um processo puramente aleatdrio, escreveremos

g~ iid.(0,0%).

Figura 2.4: F.a.c. de um ruido branco



2.5.1 Processos Autorregressivos

Dizemos que { X, t € Z} é um processo autorregressivo de ordem p, e escrevemos
Xt ~ AR(p), se satisfizer a equagao de diferengas

Xi—p=01(Xec1 —p) + p2(Xea — p) + oo+ 0p(Xi—p — 1) + &4, (2.23)

onde p, @1, ..., ¢, sio parametros reais e ¢; ~ RB(0,02). Segue-se que E(X;) = p e
se escrevermos o processo na forma

Xi=¢o+ P11 Xp—1+ ...+ OpXi—p + &y,
entao

00

p=E(X;) =

1—9*)1—...—ng'
Definamos o operador retroativo B por meio de B*X; = X; 5,5 > 1. Entao
(2.23) pode ser escrita
#(B)X; = e, (2.24)

onde ¢(B) =1 — ¢ B — ¢oB% — ... — ¢,B? ¢é o operador autoregressivo de ordem p
e Xt = Xy — p. Aqui, 1 representa o operador identidade. Suponha p = 0 no que
segue.

Um caso particular importante é o processo |AR(1 ],

X=X+ (2.25)

Aqui, ¢(B) =1 — ¢B. Por|meio de substituicoes sucessivas [obtemos

.
X = Z et j+ X1
J=0

Se X, for estaciondrio, com variancia finita o2, entio
t ’ X

BIX, = Y ¢e )2 = 7 BIXE, ] = 67 +20%.
j=0

Seé |o] < 1, o>t 0, quando r — ool portanto, sob esta suposicao, podemos
escrever

o0
Xo =Y &ay, (2.26)
=0

onde a convergéncia é em média quadratica. Logo, a condicao |¢| < 1 é suficiente
para X; ser estacionario. Multiplicando ambos os membros de (2.25) por X;_ ., e
tomando a esperanca, obtemos

Vr=@Yr—1=... =0 0.



Mas, de (2.26), obtemos

o0 2

2 2 2 o

YT =0x =0 E o™ = 2 (2.27)
i=0
do que segue
o2
-
= —( T>0
T 1 o Qz Q

Como 7, € simétrica, podemos escrever finalmente a f.a.c.v. de um processo
/ ]
AR(1) como

——0", Tel (2.28)

A fia.c. de Xy é obtida de (2.28), ou seja,

pr = oI o7, rez. (2.29)
7o



(@)

Figura 2.5: F.a.c. de um processo AR(1):

x(ty
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Figura 2.6: Processo AR(1) simulado, ¢ = 0,8.

(b) » = —0,8.



Procuremos solugao para (2.23) na forma (2.26), isto é,

X =S v (2.30)

7=0

De (2.24), temos [ormalmente,

X, = o(B) ey = ¢(B)z,

onde (B) = 1 + ¢ B +»B? + .... Em analogia com o caso AR(1), devemos ter
> 1/572- < oo para que (2.30) seja uma solugao estacionaria. Como ¢(B)¢(B) = 1,
os coeficientes ¢; podem ser obtidos desta identidade, em fungao dos ¢;’s.

.

Pode-se demonstrar (ver Box et al., 1994) que [a condicao para que X; seja|

estactonario € que todas as raizes de ¢(B) = 0 estejam fora do circulo unitario] Em

particular, para p =1, ¢(B) = 1 — ¢B = 0 implica B = ¢! e a condi¢ao enunciada
acarreta |¢| < 1.
Supondo o processo estacionario, multiplicando-se ambos os membros de (2.23)
por X;_; e tomando valores esperados, obtemos
o2

2
O__. — . - R ara T = 0_) 2.31
X IL—oipr—.o — Oppp P ( )

Vr = O1Vr—1 + G2Yr—2+ ...+ GpYr—p . para T > 0. (2.32)

A mesma equagao de diferengas é satisfeita por p,, bastando dividir todos os
termos de (2.32) por 7.
A solucao geral desta equagao é dada por (Miller, 1969)

Yr = A1GT + A2Gh + ... + AyG, (2:33)
onde os G;’s satisfazem
P
é(B)=][(1-G:B).
i=1

Como as raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario, devemos ter
que |Gi| < 1, paratodoi=1,...,p.
Se fizermos 7 = 1,2,...,p em (2.32), obtemos

FP¢1) = 71)5 (234)

onde T, = [y;], com vij = Vizj| »86J = 1,...,p, ¢, = (d1,...,0p) e v, =
(P¥is s s’)"[))l'

A equagao (2.34) pode ser utilizada para obter estimadores dos parametros ¢;’s,
substituindo-se as f.a.c.v.’s por suas estimativas. Esses estimadores sao chamados

estimadores de| Yule- Walker.



Uma andlise de (2.33) nos permite concluir que a f.a.c.v. de um processo au-
torregressivo de ordem p é uma mistura de exponenciais (correspondentes as raizes

G; reais) e/ou senoides (correspondentes a pares de raizes complexas conjugadas)

amortecidas.
Na Figura 2.7 temos as f.a.c.’s de dois processos AR(2), um com ¢; = 0,5

0,3 e outro com ¢ = 1,0, po = —0, 89.

p. A p. A

5, o
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~
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Figura 2.7: F.a.c. de dois processos AR(2)  (a)p; =0,5, ¢o =0,3
G =1,0, ¢p = —0,89.



2.5.2 Processos de Médias Moveis

Dizemos que {X¢, ¢ € Z} é um processo de médias méveis de ordem ¢, denotado
por MA(q). se satisfizer a equacao de diferengas

Xi=p+e —0151 —...— 0,54, (2.35)

onde 1,0y, .... 0, sio constantes reais e &, ~ RB(0, o2).

Segue-se que X; é estaciondrio, de média i e, como os &; sao nao correlacionados,
podemos obter facilmente a variancia do processo,

o =0*(1+6f +...+62). (2.36)

Suponha g = 0. Quanto a f.a.c.v., temos
q
V= B{Xi X} = 7e(r) = Y Ok —7)
k=1

q q

q
— Z Orve(T+ 1) + Z Z OrOey=(T+{ — k),
=1

k=1 (=1
onde g, 0y, ....0, sdao constantes reais e ¢, ~ RB(0, a?).
Segue-se que X; é estaciondrio, de média y e, como os &; sao nao correlacionados,

podemos obter facilmente a variancia do processo.

ok =c*(1+67 +...+6;). (2.36)



Suponha g = 0. Quanto a f.a.c.v., temos

Vr = E{XtXt T} — / ng /E - T

q q
—Z@f, (T +6) + ZZ 0.07=(7 +{ — k),
k=1 f=1

onde estamos denotando por 4:(7) a f.a.c.v. de . Resulta, entao,

0 (—0r + 610,00 +...+0,0,—7), seT=1,...q
v =1 0, se T >q (2.37)
Vers se 7 < (.

De (2.36) e (2.37) obtemos a [.a.c. do processo MA(q):

00 A 00,
1107 1.1 02 , seT=1,...,q

Pr =14 0, seT >(q (2.38)
Pers se T <0,

Observamos, entao, que a f.a.c.v. (ou a fa.c.) de um processo MA(q) anula-se

para |7| > g. Em particular, para um processo [MA (1

Xf =&t — HEf_], (239)

obtemos

—0 . _
pr = { T se 7= =1 (2.40)
0, se |7| > 1.

Definindo-se o operador de médias méveis de ordem ¢ por
#(B)=1-6,B—6,B*—...—6,B1
o0 processo (2.35) pode ser escrito

Em particular, para o processo MA(1) temos|#(B) = 1 — 0B/ de modo que
podemos escrever

Xf; = (1 — QB)E'f,



de onde, formalmente, segue
ee=(1—-0B) X, =(1+0B+6*B*+...)Xs,
ou seja, temos
Xe=—0Xs_1 —0°Xs_0—...+e, (2.42)

se |0] < 1, para que a série do lado direito de (2.42) convirja. Nesta equagao, temos
X; escrito como um processo autoregressivo de ordem infinita. Dizemos que||f| <1
é umal_ condicao _de invertibilidade] para o processo MA(1).

De modo geral, o processo (2.35) podera ser escrito na forma

)
X = Z Wth_j + &, (243)
j=1

sea seguint-e|condic€to de invertibilidade estiver satisfeita: ftodas as raizes de 8(B) = 0‘
ldevern estar fora do circulo unitdrio.| Ver Box et al. (1994) para detalhes.

A relagao (2.43) pode ser escrita

W(B)Xf = &, (244)
onde 7(B) = 1 — mB — mB? — ..., de modo que 7(B) = 6(B)~'. Portanto, os
coeficientes 7; podem ser obtidos da identidade 0(B)x(B) =1
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Figura 2.8: Processo MA(1) simulado, # = 0,8 e f.a.c.

2.5.3 Processos Autorregressivos e de Médias Moveis

Um processo autorregressivo e de médias moveis, de ordem (p, q), denotado por
ARMA(p,q), é definido por

Xe—p=01(Xeo1 —p)+ .o+ O0p( Xy — ) &0 — g1 — ... — Ogzi g, (2.46)

onde z; ~ RB(0.0?). Segue-se que a média do processo é p. Usando os opera-
dores autorregressivo e de médias maoveis, definidos anteriormente, podemos escrever
(2.46) na forma

&(B)X; = 0(B)z, (2.47)
onde X, = X; — (. Suponha que, a partir de agora, p = 0.
Um modelo frequentemente usado é o ARMA(1,1), ou seja,

Xi=0Xi 1+ — g1 (2.48)

Para um processo ARMA (p,q) genérico, a condi¢ao de estacionariedade é a
mesma que para processos AR(p), ou seja, as raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora
do circulo unitario, e a condicao de invertibilidade é a mesma que para processos
MA(q), ou seja, as raizes de §(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario.



Multiplicando-se (2.46), com p = 0, por X;_; e tomando-se esperancas, obtemos

Y= d)| Yr—1 -+ (,”)'2’\/'T—2 s sk Ql)p'\/'r—l) + A/'XE(T)
~01yxe(r = 1) = o = Ogyxe (T = 0)s (2.49)

onde vx:(7) é a covariancia cruzada entre X; e &, definida por

Yxe(T) = E(et Xi—r).
Como X;_, s6 depende de choques &4 ocorridos até o instante t — 7, temos que
esta covariancia cruzada sé é diferente de zero para 7 < 0, logo
Vo= Cbl"/f—l + ¢2"/T—2 s itk @1)’)’7‘—1) y T >4Q. (250)

A conclusao é que as autocovariancias (e, portanto, as autocorrelagoes, que sa-
tisfazem equacao similar) de lags 1,2,.... q serao afetadas pelos parame-

tros de médias moveis, mas para 7 > ¢, as mesmas comportam-se como nos modelos
autorregressivos.

Modelo ARMA(1,1)

Para o caso do modelo (2.48), obtemos facilmente

o (L=¢f)(¢—8)
Ty 1462200

A1

e, para 7 > 1,

pr = Qpr-1.
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Figura 2.9: Processo ARMA(1,1) simulado, ¢ = 0,8, =0,3 e fa.c.



Exemplo 2.3. Processo Linear Geral

Os processos AR, MA e ARMA sao casos particulares do chamado processo
linear geral (PLG), que pode ser expresso na forma

o0
X=X wimtgs (2.51)
j=0

2 / ~ .
onde &; ~ RB(0,07) e v; sao constantes satisfazendo Z;in

implica que a variancia do processo é finita e neste caso.

o0
3 _..5D /2
ox =0 E (U

192 s~
Y5 < co. Essa condigao

(2.52)
=0
Também, de (2.51), vemos que E{X;} =0 e para 7 > 0,
o0
V= o? Z Yititr, (2.53)
J=0

admitindo-se que a série do segundo membro de (2.53) convirja para um valor finito.
Mas como

|E{XeXer }| < [B{XPE{X? ]'/? < o,

usando o fato que 0% < 0o, vemos que 7 < 00 se 32217 < 00. Logo, essa é a
condigao de estacionariedade para o PLG.
De (2.52) e (2.53) segue-se que a f.a.c. de um PLG é dada por

oo { fy

. Zj:(] ViVj+r
S ST
Jj=0"7j

Teorema 2.1. (Wold) Todo processo estacionario de segunda ordem, puramente
nao deterministico, pode ser escrito como

o0
Xo=p+Y iy, to=1, (2.54)
j=0

com ¢, ~ RB (0,0?).

Um processo diz-se puramente nao deterministico se ele nao puder ser previsto
exatamente a partir de seu passado.






