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Figure 1: Mafalda de Quino

12.1 Reunioes passadas

Nas reunioes passadas discutimos o assunto mais fundamental do Universo:

Principio da Inducao Finita.
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Figure 2: stgabrielshuyton.net



O Principio da Inducao ¢é util para provar afirmacoes indexadas por um nimero natural.
Pense em aplicar inducao quando vir afirmacoes indexadas por niimeros naturais. Seja
P(n) um predicado aberto em um inteiro n.

SE
1. P(0) é verdadeiro, E (base)
2. para todo n > 0 temos que P(n) = P(n+ 1) (passo)
ENTAO,
P(n) é verdadeiro para todo inteiro n > 0. (conclusao)

Exemplo 1. ° +2° + - +n° = (1+2+--- +n)*

Figure 3: Fonte: Pinterest

O passo inicial ou base nao precisa ser provar que P(0) ou P(1) é verdadeiro.

SE
1. P(b) é verdadeiro, b € Z, E (base)
2. para todo n > b temos que P(n) = P(n+ 1) (passo)
ENTAO,
P(n) ¢ verdadeiro para todo inteiro n > b. (conclusao)

Exemplo 2. Para todo inteiro n > 5 vale que 2" > n®.



O passo da indugao nao precisa ser P(n) = P(n +1).

SE
1. P(b) e P(b+ 1) sao verdadeiros, b € Z, E (passo)
2. para todo n > b+ 1 temos que P(n —1) A P(n) = P(n+1)
(passo)
ENTAO,
P(n) ¢ verdadeiro para todo inteiro n > b. (conclusao)

Figure 4: Fonte: Fanart.tv
Os nimeros de Fibonacci F'(0), F/(1), F(2), ... sao definidos como
0, sen =0

F(n) =11, sen =1
Fn—1)+F(n+2) sen>2.

Exemplo 3. Para todo n € N vale que
a” —b"
F,=—-,
V5

em que a =



Podemos combinar a base e o passo da inducao.

SE
1. P(b) ¢ verdadeiro, b € Z, E (base)
2. para todo n > b temos que
Pb) N Pb+1) A ---AN Pn) = P(n+1) (passo)
ENTAO,
P(n) é verdadeiro para todo inteiro n > b. (conclusao)

e

Figure 5: Fonte: We Heart it

Figure 6: Fonte: Pinterest

Exemplo 4 (Teorema fundamental da aritmética).
Todo numero natural n maior que 1 é o produto de primos. Mais precisamente,

— a1 a2 .03 at
n=p; P P3” " Pt

em que p1, P2, P3, - .., P; SaGo primos distintos e a1, as, as, . .., a; SAGo inteiros posi-
t1v0s.



12.2 Hoje

Algumas vezes a abordagem simples ¢ a melhor.
Ditado popular

Continuaremos a olhar para o Principio da Inducao Finita, mas de uma perspectiva
um pouco mais ambiciosa. Esta perspectiva combina prova por casos, contradicao e
inducao. Talvez haja ainda mais alguma coisa escondida. A novidade é que gostariamos
de, pelo menos um pouco, chamar a atencao para o poder algoritmico, e portanto
computacional, de inducao. Frequentemente, uma demostracao por inducao fornece
um processo ou algoritmo para construirmos um objeto. Por exemplo, a demonstracao
indutiva do Teorema Fundamental da Aritmética nos descreve um processo para
escrevermos um numero inteiro n > 1 como um produto de niimeros primos.

Hoje usaremos como pretexto para as nossas investigagoes o Problema da Galeria
de Arte. Este problema envolve geometria, isso por si s6 ja tem um sabor um pouco
diferente do que temos feito. O Teorema Fundamental da Aritmética nos diz como
decompor um nimero em pedacos mais simples, os niimero primos. Hoje discutiremos
que em geometria, ou qualquer area (nada como exagerar. .. ), de maneira semelhante,
procuramos trazer o objeto de estudo para nossa zona de comforto.

Pretensiosamente, os ingredientes da reuniao de hoje serao:

. induggo &£~

2. contradicao
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Para brincar um pouco com o problema que trataremos vejam Art Gallery Theorem
no Geogebra.

Alguns dos programas que veremos se apoiam em predicados geométricos como
Esquerda(p, ¢, 7). Esse predicado recebe trés pontos p, ¢ e r e é verdadeiro se e



somente se r estd a esquerda do reta orientada determinada pelo segmento que vai
de p a q. Isso é implementado usando produto vetorial que vocés estudam em
MATO0112 Vetores e Geometria.



12.3 Galeria de arte

Problema 5 (Victor Klee). Suponha que tenhamos uma galeria de arte contendo
pinturas e esculturas de valor inestimavel. Quantos guarMos para
vigiar toda a galeria?
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Figure 7: Fonte: www.louvre.fr
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Figure 8: Fonte: Wikipedia

Cada guarda fica parado em um ponto fixo e sua visibilidade é de 27 (= 360 graus).

Quantos guardas sao necessarios para vigiar a galeria abaixo?




Quantos guardas sao necessarios para vigiar as galerias abaixo?

n=>y




12.4 Poligonos

Um poligono (simples) é uma figura plana descrita por um niimero finito de segmentos
de linha reta conectados para formar uma curva poligonal fechada que se intersectam
apenas nas extremidades. A regiao (fechada) do plano delimitada pela curva, junto
com a curva, ¢ o poligono. & ¢ W\

/ ‘/d\‘l}uj) v13

—

V16

U17

n = 18 oF
I U3 Uy )l
A curva poligonal é a sequéncia (vg, €, V1, €1, ..., En_2,Up_1,€n_1,Vy) €M que
Vg, V1, . .. ,Up_1 Sa0 pontos e para ¢ = 0,1,...,n — 1, ¢; ¢ um segmento de reta com

extremidades v; e v; 1 sendo que v, = vy.
Vg, U1, - . ., Up_1 SA0 também chamados vértices do poligono

VoU1, V1V2, V2U3, . . . , Un_2Un_1, Up_1V Sa0 também chamadas arestas do poligono

OP ¢ a fronteira do poligono P,g P.



12.5 Visibilidade

Dois pontos p e ¢ se véem ou se enxergam se o segmento pq esta inteiramente
contido em P.

Por exemplo, no poligono abaixo u e v se enxergam e T e y nao se enxergam.

n =18

Um guarda ¢ um ponto de P. Um conjunto de guardas cobre ou guarda P se
todo ponto de P pode ser visto por um dos guardas do conjunto.

Problema 6. Qual é o menor numero de quardas suficiente para quardar
qualquer poligono de n vértices?

g(P) = menor numero de guardas necessarios para guardar P.

G(n) := menor numero de guardas suficientes para guardar qualquer poligono com n

Vérticej
G(n) .= max{g(P) : P tem n vértices}

Ver Art Gallery Theorem no@@/ 05;\4



Problema 7. Quanto vale G(n)?
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guardas neste poligono de modo que cada ponto do poligono seja vigiado po
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Figure 9: Fonte: Wikipedia



12.7 Diagonais

Dois pontos p e g se véem ou se enxergam claramente se além de pg estar
inteiramente contido em P temos que pg NP C {p, q}.

Um diagonal de um poligono P ¢ um segmento pq em que p e q sao vértices que se
véem claramente.

Por exemplo, no poligono abaixo uv e rs sao diagonais e zy nao ¢ diagonal.




Lema 9. Todo poligono com pelo menos 4 vértices possui uma diagonal.

N
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—
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Prova. Seja P um poligono com n > 4 vertices. Seja v o vértice de P menor de
y-coordenada (mais embaixo). Em caso de empate escolha o de menor z-coordenada
(mais a esquerda).

Sejam u e w os dois vértices vizinhos de v na fronteira de P. Se o segmento aberto
uw esta no interior de P, encontramos uma diagonal. Em caso contrario, ha um ou
mais vértices no tridngulo determinado por u,v e w. Entre estes vértices, seja v’ um
que € estd mais longe do segmento uw.

O segmento conectando v e v' ndo pode intersectar um aresta de P, pois esta aresta
teria um vértice que é mais distante de vw do que v, contradizendo a escolha de v'.
Logo, vv' é uma diagonal de P. ]



12.8 Triangulacao

A decomposi¢ao de um poligono em tridngulos através de um conjunto (maximal)
de diagonais que nao se cruzam (pode se intersectar apenas, possivelmente, nas suas
extremidades) é chamada um triangulagao do poligono.

Figure 10: Fonte: https://web.colby.edu/t



Teorema 10 (Triangulagdo). Todo poligono pode ser decomposto em triangulos
pela adicao de zero ou mais diagonais que nao se cruzam.
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Prova. Seja A(n) o predicado “todo poligono com n vértices pode ser decomposto
em triangulos pela adicao de zero ou mais diagonais que nao se cruzam’

A prova é por inducgao no nimero n de vértices.

Se n = 3, entao o predicado A(3) é verdadeiro, pois todo poligono com 3 vértices é
um triangulo, para estes nao precisamos adicionar aresta alguma.

Suponha que A(3), A(4), ..., A(n — 1) sejam verdadeiros para algum n > 4.

Vamos mostrar que A(n) é verdadeiro. Para isso seja P um poligono qualquer com n
vertices. Como n > 4, entao lema 9, P possui uma diagonal d = uv que divide P em
dois sub-poligonos P, e P» com ny e ny vértices, respectivamente.

Temos que 3 < ny < ne3 < ny < necomo pela hipotese A(ny) e A(ng) sao
verdadeiros, concluimos que P, e P, podem ser decompostos em triangulos. Assim, P
também pode se decomposto em triangulos.

Portanto, A(n) é verdadeiro e pelo Principio da Indugao concluimos que A(n) é
verdadeiro para todo n > 3. O







12.9 Coloracao

Um k-coloracao de uma triangulacao de um poligono ¢ uma funcao
cor: {1,2,...,k} — {vértices do poligono}

tal que se uv é uma aresta do poligono ou uma diagonal da triangulacao, entao

cor(u) # cor(v).




12.10 Orelhas
Jrelha

Trés vertices u, v e w de um poligono formam uma orelha de um poligono se uw ¢é
uma diagonal e v é a ponta da orelha. Duas orelhas nao se sobrepoem se seus interiores

sao disjuntos.
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Figure 12: Fonte: https://mashable.com/
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Teorema 11 (duas orelhas, Meister). Todo poligono co@értices tem pelo

menos duas orelhas. []




Teorema 12 (Trés coloracao). Toda triangulacio de uwm poligono admite uma
3-coloracao.

7.)

Prova. Seja A(n) o predicado “todo poligono com n admite uma 3-coloragao”.
A prova ¢ por inducao no numero de vértices n dos poligonos.

Se n = 3, entao A(3) é verdade pois todo poligono com 3 vértices é um triangulo e
podemos atribuir as cores 1, 2 e 3 aos seus vértices.

Suponha que A(n — 1) é verdadeiro para n > 4. Vamos provar que A(n) é verdadeiro.

Seja P um poligono qualquer como n > 4 vértices. Como P tem n > 4 vértices,
entao pelo teorema 11 das duas orelhas, P tem uma orelha A(u, v, w) com v como
ponta. Agora, formemos um novo poligono P’ cortando a orelha A(u, v, w), ou seja,
troque a sequéncia uvw na fronteira de P pela segmento de reta uw. O poligono
P’ tem um vértices a menos que P pois a ponta v foi removida. Como A(n — 1) é
verdadeiro, entao P’ admite uma 3-coloracdo. Para estendermos essa 3-coloracio de
P’ para uma 3-coloracao de P, basta atribuirmos a v a cor diferente da de u e de w.
Assim, obtemos uma 3-coloracao para P.

Como P ¢ um poligono arbitrario com n vértices que admite uma 3-coloracao, conclui-
mos que A(n) é verdadeiro. Portanto, pelo Principio da Indugao concluimos que A(n)
é verdadeiro para todo n > 3. ]
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Agora que temos todos os ingredientes em maos. . .

Prova. (do Teorema da Galeria de Arte, prova de Steve Fisk) Seja P um poligono
com n vértices. Pelo teorema 10 da triangulagao, existe uma triangulacao de P.

Pelo teorema 12 das trés cores, a triangulacao admite uma 3-coloracao.

Colocando um guarda em cada um dos vértices de P que possuem uma mesma cor,
teremos que P estara sendo inteiramente guardado. Isso porque todo triangulo tem
um vértice de cada uma das trés cores, e os triangulos sao uma decomposicao de P.
Uma das cores ¢ usada no maximo |n/3] vezes na coloragao. ]



Figure 13: Fonte: https://www.ourworldforyou.com/matryoshka-dolls/

12.11 Mais inducao com triangulacoes

Teorema 13. Todo poligono com n vértices pode ser decomposto em|n — 2
triangulos| através da adicao de n — 3 diagonasis.

Prova. Por inducaoem n ... ]

Como consequéncia do teorema anterior temos que

Corolario 14. A soma dos angulos internos de um poligono com n vértices é
(n —2)m.



12.12 Conversa de bar

Figure 14: Fonte: therichest.com



Figure 15: Fonte: https://www.therussianstore.com



