Leis de Newton do movimento

A lei de forca mais antiga conhecida é a lei da gra-
vitacao universal que Isaac Newton? publicou no seu
Principia Mathematica |2|. Esta lei exprime as forgas
de interagao entre dois corpos, um corpo de massa m;
em um ponto P; e um corpo de massa ms em um ponto
Ps, cujo deslocamento relativo é ?271 = PP, Ela diz
que:
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Em palavras, (1) diz que a magnitude da for¢a gravitacional é diretamente proporcional
ao produto das massas dos corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
que os separa. A forca esta dirigida ao longo da reta que passa pelos centros de massa dos
dois corpos e é atrativa se a for¢a F'9; exercida pelo corpo 1 sobre o corpo 2 esta dirigida
para o corpo 1, em sentido 7271.

A constante proporcional G que aparece em (1) é uma constante universal, ou seja, é
a mesma para quaisquer corpos. Essa constante ¢ chamada constante gravitacional. Seu
valor é

G =~ 8.65 x 107 ?km?® kg=! h=2 (2)

Devido a segunda lei de Newton da mecanica classica |3], sabemos que
SF =md (3)
na qual E? ¢ a forca resultante, m ¢ a massa do corpo e d é o vetor aceleracao do corpo.

A aceleracao possui a mesma direcao e o mesmo sentido da forca.

A titulo de exemplo, vamos ilustrar um caso simples em que uma nave (turtleship)
estd sujeita a atragao gravitacional de dois astros, digamos a Terra e a Lua. Considerando

2As leis de Newton do movimento ¢ um dos tépicos da disciplina Fisica 1.



o corpo no ponto P; de (1) como sendo a Terra, e o corpo no ponto P, de (1) bem como
o corpo de (3) como sendo a “turtleship”, e combinando (1) e (3) obtemos que
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na qual dr 6 o vetor aceleracao da forca gravitacional exercida pela Terra sobre a nave,
mr é a massa da Terra, rp é a distancia da nave ao centro da Terra e 77 é o vetor unitario
da direcao que vai da nave a Terra. De maneira similar, temos que
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na qual @ é o vetor aceleracao da forca gravitacional exercida pela Lua sobre a nave,
my, € a massa da Lua, ry é a distancia da nave ao centro da Lua e 77 é o vetor unitario
da direcao que vai da nave & Lua. A ilustracao abaixo apresenta a disposi¢ao dos astros
e da nave destacando as distancias e as aceleracoes.
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Das equagoes (4) e (5) concluimos que a aceleragao da forca resultante é
@ ="dr+dy
GmT N GmL N
= ——Tr+——7r . (6)
T L

No caso geral, temos um niimero arbitréario de astros fornecidos em um conjunto A. A
aceleracao resultante da “turtleship”, nesse caso, é calculada como a soma das contribuicoes
exercidas por cada astro ¢ pertencente ao conjunto A:
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Suponha agora que desejemos determinar para cada instante ¢ o vetor posi¢cao 7(25) =
(x(t),y(t)) de uma nave que estd sob a atragao gravitacional desse conjunto de corpos




celestes. Sabemos que o vetor aceleracao instantanea é
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e que seus componentes (a,, a,) sdo tais que
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As equagoes de Newton (8) reduzem o problema de determinar o vetor posigao 7(t) =
(z(t),y(t)) para subproblemas unidimensionais. Na proxima se¢cdo mostramos como as
equacoes de Newton podem ser usadas para determinarmos computacionalmente uma
aproximacao de x(t) e, similarmente, de y(t), v,(t) e v,(?).

Dojo do “andar de soquinho”

Consideremos a equacao da segunda lei de New-
ton na sua versao unidimensional F, = ma, para um
objeto de massa m. No nosso caso a forca F, é a gravi-
tacional e pela lei da gravitagao universal ¢ funcao da
posicao x, de modo que a equacao diferencial para a
velocidade se escreve:

dvu,
y = — .
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Para obter a posicao, recorremos a relagao entre posi-
cao e velocidade,
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Se conhecermos a posigao e a velocidade do objeto num certo instante, estas equagoes nos
permitem determinar v,(t) e z(t) em qualquer instante t. No entanto, no caso geral, nao
podemos resolver estas equacgoes analiticamente. Isso significa que temos que recorrer ao
computador através de um método numérico. Esse método devera ser capaz de estimar
a velocidade e posicao do objeto num certo instante, dadas, por exemplo, a posicao e
velocidade xg e vy em um instante inicial .

O método numérico mais simples para resolver equacoes diferenciais consiste em subs-
tituir as derivadas por razoes entre variacoes da funcao e da respectiva variavel. No caso
presente temos que
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A ideia do At é substituir a variavel continua ¢ por uma variavel discreta; ou seja,
fazemos o t “andar de soquinho”. Assim, dado um instante t, o instante sequinte é t + At.

Agora, dados a posi¢ao x, a velocidade v e a aceleragdo a num instante ¢, podemos
calcular seus valores 2/, v/, a’ no instante seguinte t + At pelas formulas:

7' =+ At +aAt?)2 (9)

vl =v+aAt . (10)

Para fechar as equacoes, lembrem que a aceleracao no instante ¢ é dada pela equacao 7.

O método do “andar de soquinho” descrito acima (Equagoes (9) e (10)) é uma pequena
variacao do método de Euler?® para o calculo das posicoes e velocidades de um corpo sujeito
a uma forca.

Curiosidade. O método de Euler é dito um método de 1¢ ordem. A razao para isto
encontra-se no fato de podermos escrever, usando o desenvolvimento em série de Taylor®:

da (At)?
I = At + ——~
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o que significa que, ao aplicar o método de Euler, estamos desprezando termos como
poténcias de At iguais ou superiores a 2 dizemos “termos de 2% ordem ou superior”.

Esta pequena explicacao sobre o método de Euler para resolver as equacoes de Newton
¢ devida a Pedro Vieira Alberto [1].
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30 meétodo de Euler é um dos tépicos de disciplinas de Calculo Numérico, onde também sio conside-
rados métodos mais precisos como o de Runge-Kutta.
4Série de Taylor é (ou era?) um dos tépicos da disciplina Calculo II.
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