Melhores momentos Resumo

funcdo consumo de | observacdo
tempo
bubble O(n?) todos os casos
insercao O(n?) pior caso
O(n) melhor caso
insercaoBinaria || O(n?) pior caso
AULA 21 O(nlgn) melhor caso
selecao O(n?) todos os casos
mergeSort O(nlgn) todos os casos
quickSort O(n?) pior caso
O(nlgn) melhor caso

Divisdo e conquista
Algoritmos por divisdo-e-conquista tém trés passos
em cada nivel da recursido:

Dividir: o problema é dividido em subproblemas de
tamanho menor;

Conquistar: os subproblemas sio resolvidos
recursivamente e subproblemas AULA 22

“pequenos’ sio resolvidos diretamente;

Combinar: as soluces dos subproblemas s3o
combinadas para obter uma solucdo do
problema original.

Exemplo: ordenagdo por intercalagdo (mergeSort).

Representacdo de arvores em vetores e Representacdo de arvores em vetores

heaps | nivel

PF 10
http://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos/aulas/hpsrt.html




Pais e filhos

v[l..m| & um vetor representando uma arvore.

Diremos que para qualquer indice ou né 1,

» |1/2] é o pai de i;
» 21 é o filho esquerdo de i;

» 2i+1 é o filho direito.

Um né 1 s6 tem filho esquerdo se 21 < m.

Um né i s6 tem filho direito se 2i+1 < m.

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem exatamente
2P nos e esses sao

PP 41,2042 .. Pt

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem exatamente
2P nés e esses sao

PP 41, 9P 42, .. 2PF ],

O né i pertence ao nivel [lgi].

Raiz e folhas

O n6 1 n3o tem pai e é chamado de raiz.

Um né i é um folha se n3o tem filhos, ou seja
21 >m.

Todo né i é raiz da subarvore formada por

v[i,2i,2i+1,44,4i+1,41+2,4i+3,81,...,81+7,.. ]

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o Gltimo, tem exatamente
2P nds e esses sdo

PP 41,2042 ... 2Pt

O né6 i pertence ao nivel 777,

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o Gltimo, tem exatamente
2P nds e esses sdo

PP 41, 2P 42, ..., 2PTh 1.

O né i pertence ao nivel [lgi].

Prova: Se p é o nivel do né i, entdo

X < i o< ot o
lg2P < lgi < lg2°*t =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].



Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o dltimo, tem exatamente
2P nés e esses sdo

P P 41, 2° 42 .. 2Pl

O né6 i pertence ao nivel [lgi].

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entdo

¥ < i< 2l =
lg2P < lgi < Ig2rtl =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lgi].
Portanto, o niimero total de niveis é 777,

Altura

A altura de um né i é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né i é o maior
comprimento de uma seqiiéncia da forma

(filho(i),filho(filho(i)),filho(filho(filho(1))),.

onde filho(i) vale 2i ou 21 + 1.

Os nés que tém altura zero s3o as folhas.

Resumao
filho esquerdo de 1: 21
filho direito de i: 2i41
pai de i: |i/2]
nivel da raiz:
nivel de 1i: |lgi|

altura da raiz:

altura da arvore:

altura de 1i:

altura de uma folha:
total de nés de altura h

lgm]|
lgm]|
lg(m/1) | (MAC0338)

—

IN <

[m/221] (MAC0338)

Niveis
Cada nivel p, exceto talvez o Gltimo, tem exatamente
2P nds e esses sdo

P 9P 4 1,2° 42 ... ¢l

O né6 i pertence ao nivel [lgi].

Prova: Se p é o nivel do n6 i, entdo

X < i o< ot =
lg2° < lgi < lg2Ptt =
p < lgi < p+1

Logo, p = |lg1i].
Portanto, o namero total de niveis é 1 + [lgm]|.

Altura

A altura de um né i é o maior comprimento de um
caminho de i a uma folha.

Em outras palavras, a altura de um né i é o maior
comprimento de uma seqiiéncia da forma

(filho(i),filho(filho(i)),filho(filho(filho(1))),.

onde filho(i) vale 2i ou 21 + 1.
Os nés que tém altura zero sio as folhas.

A altura de um né i é |lg(m/1)| (MAC0338).

Heaps
Um vetor v[1..m] & um max-heap se
v[i/2] > v[i]
para todo i =2,3,...,m.
De uma forma mais geral, v[j ..m] é um max-heap se
v[i/2] > v[i]
para todo
i=23,25+1,43,...,45+3,85,...,8) +7,....

Neste caso também diremos que a subarvore com
raiz j € um max-heap.



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|51|46|17|34|41 15 14|23|30|21|10|12|

Funcdo basica de manipulacdo de max-heap

nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|13|17|34|41 15 14|23|30|21|10|12|

Funcdo basica de manipulacdo de max-heap

Funcdo basica de manipulacdo de max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|13|46|l7|34|41|15|14|23|30|21|10|12|

Funcdo basica de manipulacdo de max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|17|34|13|15|14|23|30|21|10|12|

Funcdo basica de manipulacdo de max-heap

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|46|41|17|34|21|15|14|23|30|13|10|12|

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|17|34|21|15|14|23|30|13|10|12|




Funcdo peneira

O coracdo de qualquer algoritmo que manipule um
max-heap é uma fungdo que recebe um vetor
arbitrario v[1 . m] e um indice i e faz v[i] “descer”
para sua posicdo correta.

Funcdo peneira

Supde que os "subvetores'cujas raizes sdo filhos de 1
Ja sdo max-heap.

void peneira (int i, int m, int v[]) {
1 int f = 2%i, x;

2 while (f <= m) {

3 if (f < m && v[f] < v[f+1]) f++;
4 if (v[i] >= v[f]) break;

5 x = v[il; v[i] = v[f]; v[f] = x;
6 i=1f; £f = 2xi;

Consumo de tempo

linha todas as execucdes da linha
1

141gm

lgm

lgm

lgm

lgm

1

3+5lgm = O(lgm)

oOUTE WN =
A IAINIAIA

total

IN

Funcdo peneira

Rearranja o vetor v[1. . m] de modo que o
“subvetor” cuja raiz é i seja um max-heap.

void peneira (int i, int m, int v[]) {
1 int £ = 2%i, x;

2 while (f <=m) {

3 if (f < m && v[f] < v[f+1]) f++;
4 if (v[i] >= v[f]) break;

5 x = v[i]; v[i] = v[f]; v[f] = x;
6 i=1f; £ = 2%i;

Funcdo peneira

A seguinte implementacdo é um pouco melhor pois
em vez de trocas faz apenas deslocamentos (linha 5).

void peneira (int i, int m, int v[]) {
1 int f = 2*%i, x = v[i];
2 while (f <= m) {
3 if (f < m && v[f] < v[f+1]) f++;
4 if (x >= v[f]) break;
5 v[i] = v[f];
6 i=1f; £ = 2%i;
+
7 vl[i] = x;
+

Conclus3o

O consumo de tempo da fungdo peneira é
proporcional a Igm.

O consumo de tempo da fun¢do peneira é

O(lgm).

Verdade seja dita ... (MAC0338)

O consumo de tempo da fun¢do peneira é
proporcional a O(lgm/1).




Construgdo de um max-heap Construcdo de um max-heap

1 nivel 1 nivel
.............. 0 SRR |
_____ 1 o1
-2 -2
____________ 3 o223
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17|15|10|46|23|12|41|30|21| |14|13|34|17|15|10|46|23|12|41|30|21|
Construgdo de um max-heap Construgdo de um max-heap
nivel nivel
-------------- 0 )
_____ 1 I |
-2 -2
____________ 3 .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|17 15 21|46|23|12|41|30|10| |14|13|34|17 15 21|46|23|12|41|30|10|
Constru¢do de um max-heap Constru¢do de um max-heap

7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6
|14|13|34|17|41|21|46|23|12 15 3o|10| |14|13|34|17|41|21|46|23|12

15 30|10|




Construgdo de um max-heap Construcdo de um max-heap

1 nivel 1 nivel
.............. 0 PR |
_____ 1 |
-2 -2
____________ 3 o223
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|34|23|41|21|46|17|12 15 30|1o| |14|13|31|23|41|21|1a|17|12 15 3o|10|
Construgdo de um max-heap Construgdo de um max-heap
nivel nivel
-------------- 0 )
_____ 1 I |
-2 -2
____________ 3 .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|14|13|46|23|41|21|34|17|12 15 30|10| |14|13|46|23|41|21|34|17|12|15|30|10|
Constru¢do de um max-heap Constru¢do de um max-heap

7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6
|14|41|46|23|13|21|34|17|12|15|30|10| |14|41|46|23|30|21|34|17|12

15 13|10|




Construgdo de um max-heap Construcdo de um max-heap

1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
[14] 41 a6 233021 34]17] 1215 18] 10| [16 ] 41 142330 [21 ]34 ]17] 12]15] 18] 10|
Construgdo de um max-heap Construgdo de um max-heap
1 nivel 1 nivel

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
|46|41|34|23|30|21|14|17|12 15 13|10| |46|41|34|23|30|21|14|17|12|15|13|10|
Constru¢do de um max-heap Consumo de tempo

Recebe um vetor v[1..n] e rearranja v para que seja

max-heap. Analise grosseira: consumo de tempo é

1 for (i =n/2; /*Ax/ i >=1; i--) Z xlgn =O(nlgn).

2 peneira(i, n, v); 2
Re|ag§o invariante: Verdade seja dita .. (MACO338)
(i0) em /*A*/ vale que, i+1,...,n sdo raizes de Anélise mais cuidadosa: consumo de tempo é O(n).

max-heaps.



Conclusio

O consumo de tempo para construir um
max-heap é O(nlgn).

Verdade seja dita ... (MAC0338)

O consumo de tempo para construir um
max-heap é O(n).




